METODO DE PANELES

Ma Victoria Lapuerta Gonzalez y Ana Laverdn Simavilla

El método de paneles permite calcular numéricamente la solucién de cualquier
problema cuyo potencial de velocidades verifique la ecuacién de Laplace:

AP =0

La ventaja fundamental de este método es que permite reducir en un orden la
dimensién del problema que se ha de resolver.

La idea basica del método consiste en sustituir el perfil y otras superficies de
discontinuidad del potencial de velocidades por distribuciones de manantiales y
dobletes (o torbellinos) cuyas intensidades dependen de las condiciones de
contorno de tal manera que reproducen el mismo potencial de velocidades.

El método se basa en el teorema de la divergencia, que puede expresarse
como:

jj V-Adxdydz=—”.;l-ﬁds (1)
D )

donde A es un campo vectorial de clase C* en Dy N es la normal interior a D.

Tomando A= FVG —GVF , donde las funciones Fy G son de clase C? en el
interior de D y tales que verifican AF =0, AG =0, se cumple que:

V-A=VF.-VG+ FAG-GAF —VF -VG =0

con lo que el teorema de la divergencia, Eq. (1), proporciona

J' (FVG —GVF)-Nds =0
b

(2)

Vamos a aplicar esta ecuaciéon (o su equivalente para el caso bidimensional,
gue se obtendria de forma similar) para obtener el potencial de velocidades

alrededor de un cuerpo. Para ello se toma F=®, G=®,, donde @, es el

potencial generado por un manantial de gasto unidad situado en un punto
genérico P exterior al cuerpo, que viene dado por:



D, = ilog‘}—g‘ (2D)
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La ecuacidn (2) se podra aplicar en las fronteras Y. que encierren dominios D
en los que el campo vectorial A=®V®, —®, Vdsea de clase C'. Asi, en primer

lugar se tomara >=Sg+S¢+ S..+ Sy,

donde Sg es la superficie del cuerpo, Sw es una superficie de discontinuidad del
potencial de velocidades (estela o superficie de cortadura) con dos caras, que
conecta Sg y S.., Y Se es la superficie de una esfera (en 3D) o un circulo (en
2D) de radio € que excluye del dominio el punto P, en el que &,y V&, son

infinitas. La ecuacion (2) entonces puede expresarse como

ﬂ (dVD,, — @, VD) NdS = - chcp N)ds+”c1>vq> N)dS

SB+Sw +Se
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Si se hace tender £—0, como®yV® son continuas en Sg y su interior,
® — ®(xp). V& - V@(x,)y la integral 2 tiende a cero por simetria. La integral 1



tiende a —CD(ZJ),puestoquelaintegral”VCDdeSes el gasto volumétrico a
S

£

través de S; producido por un manantial de gasto unidad, es decir la unidad.
Con esto se obtiene

O (%p) = H (®, VP - DV, ) NdS
SB+Sw +Seo

(3)

Por otra parte, la ecuacién (2) podra aplicarse también a la superficie Sg,
considerandola ahora como frontera del interior del cuerpo, y definiendo un
“potencial interior” ®,, que verifica A®, =0.

Como el punto P no pertenece a esa region no hay que excluirlo. En este caso
se obtiene

SB

En esta ecuacién se ha tomado N como la normal exterior a Sg, para que
coincida con la que aparece en la ecuacion (3).

Finalmente, restando las ecuaciones (3) y (4) resulta

CI)()?P):jj(d)m(VCD—VCDi)-N—(CD—CIDl-)VCDm-N)dS +

+” q>qu>-ﬁ—q>vq>m-ﬁlds +H(c1>qu>-ﬁ—q>vq>m-ﬁ)ds
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donde el término de V&N =0®/9dn da una integral cero en Sy, puesto que

od/dn es continua a través de S, y N tiene sentidos opuestos a ambos lados
de S,. Por otra parte, al hacer tender |7cP|—>oo, la integral sobre S.. tiende a:

D =U°°(xcosa+zsina). Con todo esto se obtiene lo que se conoce como
Formula de Green:



@ (%) =”(%%’— aaa”}mds —ﬂ(¢—¢i)V<I>m-NdS—!_[(<I>+ &7V, -NdS +..(5)
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donde en la integral C, la superficie S, se recorre ahora una sdla vez y
®*" - d~ es el salto de potencial a través de S,.

En la integral A aparece @m(‘}s—}p‘) donde xs es la posicidn del elemento dS,

luego @, se puede interpretar también como el potencial producido en xp por

un manantial situado en el punto xs. De esta forma la integral A se puede
interpretar como una distribucién de manantiales sobre la superficie del cuerpo

de intensidad 92 — 9P
on on

puede interpretarse como el potencial producido en xp por un doblete situado
en el punto xs de eje perpendicular a las superficies Sg 0 Sw (ver Apéndice).

Luego estas integrales se pueden interpretar como distribuciones de dobletes a
lo largo de la superficie del cuerpo y de la superficie de discontinuidad, de

ejeN e intensidad ®-®, y ®*-®~ respectivamente.

. En las integrales B y C aparece el término V&, -N que

Condiciones de contorno

Como ya se ha impuesto que el potencial de velocidades en el infinito sea el de
la corriente incidente, la condicién de contorno que falta por imponer sobre el
potencial de velocidades es:

Velocidad normal al cuerpo nula: 9P _ (6)
on

Esta condicion se puede sustituir en la expresidon (5) obteniéndose

¢P:—Jo¢mdS—JyV¢m-NdS— '[ (@* -7 )V, Nds+o, )
SB SB Sw
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manantiales dobletes dobletes
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Para obtener la solucién del problema se hace tender P a Sg. El problema
puede resolverse de dos formas:



Resolucion tipo Dirichlet

Considerar como incoégnita el potencial sobre el perfil. Se discretiza
directamente la ecuacién (7)

Resolucion tipo Neumann

Derivar en (7) e imponer la condicion (6), es decir, V®-N =0. En este caso las
incognitas son las intensidades de dobletes, [, y manantiales, .

Eleccién del potencial interior P,

Depende de lo que se desee. Por ejemplo, para simplificar calculos conviene

tomar CIDi = 0, con lo que desaparecen los manantiales.
D, :—j UV®, -NdS - j (@ -P )V, -NdS +P_,
SB Sw
con U=D

Sin embargo, para mejorar la convergencia del método puede ser mas
interesante tomar @, =® en Sg:

D, =—j aacii ®, dS - j (@ —® )WV, -NdS +D,,

SB Sw
En cualquier caso, independientemente de como se elija (Di, siempre se

verifica que la suma de las intensidades de los manantiales distribuidos sobre
el cuerpo es nula. Aplicando (1) a A = V®,; se obtiene V- A=AP, =0, luego

J.J‘ V-Adxdydz=02jj2\-ﬁds =“‘%ds
VBi SB SB

es decir,

oD, B
I i ds =0

SB

donde Vi es el volumen del cuerpo limitado por Sg.



Apéndice
Sdlo se incluye la demostracién para 2D.

Por una parte se tiene:

(A.1)

donde ¢9=ang(1\_/,fp—)_cs)

Por otra parte, el potencial complejo de un doblete (2D) de intensidad unidad
situado en un punto S cuyo eje forma un angulo B con el eje x es

A ei(ﬂ‘ap)

fltp) = 7 0, =ang(1, -1, eje x)

b

luego el potencial de velocidades es

_cos(B=6p) _ cos@
Pltp)= 2ltg —tp|  27|tg —1p|

(A.2)

donde 6 es el angulo que forman tp —ts y el eje del doblete.

Finalmente comparando (A.1) y (A.2) se obtiene queV®,,-N es el potencial de
un doblete de intensidad unidad y de eje -N .



