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INTRODUCCION

Experimento aleatorio: cuando
al repetir el experimento bajo las
mismas condiciones no se conoce
a priorl qué resultado se va a
obtener.
Lanzar una moneda y ver s1 sale
cara O Cruz.

Lazar un dado y ver qué numero
sale



INTRODUCCION

Espacio muestral (E): Esta constituido por todos los resultados

posibles de un experimento aleatorio.

Lanzar una moneda: {C, X} E espacio muestra

Lazar un dado y ver que numero sale: {1,2,3,4,5,6} o
Elegir al azar un cierto n° real en el intervalo: [0,1] ° °
Tipos de espacio muestrales: o o

Espacios muestrales finitos: Tienen un n° finito de elementos.

Espacios muestrales infinitos numerables: Se puede establecer
una correspondencia uno a uno de los elementos del espacio
muestral con el conjunto de nimeros naturales. Ejemplo: n°
de vehiculos que pasan por un peaje en determinado
intervalo de tiempo.

Espacios muestrales infinitos no numerables: no se pueden
establecer correspondencias biunivocas con los nimeros

naturales. Ejemplo: nimeros reales en el intervalo [0,1]



INTRODUCCION

Suceso: cualquier subconjunto tomado de los elementos de E.
Ejemplo: E ={Lanzar un dado} = {1,2,3,4,5,6}

Ejemplo de Sucesos:
A={obtener resultado par} = {2,4,6}
B= {Resultado multiplo de 3} = {3,6}

Dado un espacio muestral E, el conjunto de TODOS los posibles

sucesos relativos a E se denomina ESPACIO DE SUCESOS S(E)
(o AAE), también llamado a veces CONJUNTO POTENCIA O

CONJUNTO DE PARTES DE E

S(E) tiene como elementos a conjuntos o sucesos (que es lo mismo)

S contiene un total de 2™ elementos (donde n es el numero de
elementos de E), incluyendo a E y a O={}

Ejemplo: En el experimento del lanzamiento de una moneda con

E={C, X}, el espacio de sucesos es: S(E) ={0, {C},{X},{C,X}}.



INTRODUCCION

Otro ejemplo: Consideremos el espacio muestral E =
{1,2,3,4,5,6} del lanzamiento de un dado. Su espacio de
Sucesos S(E) contiene 26=64 elementos, y es:

S(E)=19,11},12,13},14},15},16},11,2},11,3},11,41,11,5},11,6},12,3) 4
2,4},{2,5},{2,6},13,4},{3,5},{3,6},{4,5},{4,6},{5,6},{1,2,3},{1,2,4},{
1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},{1,4,6},{1,5,6},{2,3,4
4,12,8,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6},{2,5,6},{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6},{4,5
6},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,3,6},{1,2,4,5},{1,2,4,6},{1,2,5,6},{1,3,
4,5},{1,3,4,6},{1,3,5,6},{1,4,5,6},{2,3,4,5},12,3,4,6},{2,3,5,6},{2,

4,5,6},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,5,6},{1,2,4,5,6},11,

3,4,5,6},{2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}}

Sucesos notables:
Suceso seguro (E={1,2,3,4,5,6}): Suceso que ocurre siempre
Suceso 1imposible (0={}): Suceso que no ocurre nunca



OPERACIONES CON SUCESOS

Uni6n de sucesos AU B : Cuando ocurre A o B

E espacio muestral

A{1,2} .
iy
AuB - {1,2,3} o
B{2,3} QQ B .
3 (@) Q

Interseccion de sucesos A N B: Cuando ocurren A
y B simultaneamente:
ANB - {2} E espacio muestral




OPERACIONES CON SUCESOS

Suceso complementario de A, 4 : Cuando ocurre
slempre que no ocurre A

E espacio muestral

Suceso contenido en otro: A cB: S1 siempre que
ocurre A ocurre B

E espacio muestral




OPERACIONES CON SUCESOS

Sucesos disjuntos incompatibles o mutuamente
excluyentes: S1 no pueden ocurrir

simultaneamente. La ocurrencia de uno impide
que ocurra el otro.

E espacio muestral

® (]
A o
B
2] (]
o
© 0] @

Diferencia de sucesos, A-B: que ocurra A y no
ocurra B

A ={1,2;3;4;5;6;7}yB = {5;6;7;8; 9}
A-B=1{1,2;3;4}




PROPIEDADES DE LA UNION Y LA
INTERSECCION DE SUCESOS

Asociativa:
(AUB)UC =AU (B UC)
(ANB)NC=An(BnNnC)

Conmutativa:
AUB=BUA
ANB=BNA

Distributiva:
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
ANBUC)=(ANB)U(ANC)

Elemento neutro:

AUP=A
ANE=A



EJEMPLO

Consideremos el espacio muestral E = {1,2,3,4,5,6} del lanzamiento de
un dado y su correspondiente Espacio de Sucesos S(E) (con 26=64
elementos que son sucesos) que vimos antes:

S(E)=10,{1},12},{8},14}, (51,16}, (1,23, {1,3},(1,4},{1,5},{1,6},12,3},{2,4}, 2,5},
2,6},13,4},{3,5},13,6},{4,5},14,64,{5,6},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},
{1,3,5},{1,3,64,{1,4,5},{1,4,6},{1,5,6},{2,3,4},{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6},{
2,5,6},{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,6},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,3,6},{1,2,4,5} 4
1,2,4,61,11,2,5,6},11,3,4,5},11,3,4,6},{1,3,5,6),{1,4,5,6!,12,3,4,5',12.3,4,6},{
2,3,5,6},{2,4,5,6},{3, 4 5,6},{1, 2 3,4,5}, {1 2,3,4,6},{1,2,3,5,6},{1,2,4,5,6},{1
,3,4,5,6},{2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}}
Sean los sucesos:
A = {El resultado es par} — {2,4, 6}
B = {El resultado es = 3} - {3,4,5, 6}
C = {Elresultado es 16 5} - {1, 5}
Calcular los siguiente sucesos y ver que también pertenecen a S(E):
El resultado es par o mayoroiguala 3 - {2,3,4,5,6} > AUB
El resultado es par y mayor oiguala 3 —» {4,6} > ANBRB
El resultado no es par —» {1,3,5} - 4
El resultado no es mayor oiguala 3 - {1,2} - B
El resultado es par y unoocinco—» ® - ANC



LEYES DE MORGAN, SUCESO SEGURO Y
SUCESO IMPOSIBLE

El contrario de la uniéon de dos sucesos es la

interseccion de los sucesos contrarios.
AUB=ANDA

El contrario de la interseccion de dos sucesos es

la union de los sucesos contrarios:
ANB=AUBRB

El contrario del suceso seguro es el suceso

1mposible:

E=0
El contrario del suceso 1imposible es el suceso
seguro: B

O=F



EJEMPLO DE APLICACION DE LAS LEYES DE

MORGAN
AUB=ANB
AUB ={2,3,4,5,6}
AUB = {1} A = {El resultado es par} - {2,4,6}
B = {El resultado es = 3} - {3,4,5,6}

B ={1,2} Fene o

T spacio muestra

4 il’_?”S} E = {1,2,3,4,5,6)
ANB={1}

ANB=AUB

ANB ={4,6}



CONCEPTO DE PROBABILIDAD Y SUS
PROPIEDADES

La probabilidad cuantifica en tanto
por uno la posibilidad de que se
produzca un suceso:

Ejemplo: Probabilidad de que salga
cruz al lanzar una moneda:
E={CX)

1



FRECUENCIA ABSOLUTA DE UN SUCESO A

Se denota como n,, es el numero de veces
que aparece el suceso A en n pruebas.

Propiedades:
ng<n
ng=nyng=20
S1 A y B son sucesos incompatibles,
disjuntos y mutuamente excluyentes:

n(AUB) =n, +ng



FRECUENCIA RELATIVA DE UN SUCESO

Se llama frecuencia relativa de un suceso y se
nota como f,. (4), al siguiente cociente:

n
fr = f
Propiedades:
fr(4) <1
fr (E) =1

S1 A y B son sucesos incompatibles,
disjuntos o mutuamente
excluyentes, entonces:

fr (AUB) = fr(A) + fr(B)



EJEMPLO

Un ntmero del 1 al 10 es seleccionado al azar. Sean los siguientes sucesos:
A = {"El nimero elegido es par"}

B = {"El nimero elegido es primo"} (no se considera el 1 como primo)
C = {"El nimero elegido es multiplo de 3"}
Expresar los siguientes sucesos: = ANB;AUB;ANB;ANC;BNnC; AnC; (AUB)UC

Enunciamos IOS Sucesos.
E ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

A=1{246810} > 4 = {1,3,5,7,9}
B=1{235,7}- B ={1,46,8,9,10}
¢ ={3,69} > C ={1,2,4,5,7,8,10}

En funciéon de los sucesos enunciados expresamos las operaciones indicadas:

AN B = {El namero elegido es par y primo} — {2}

AU B = {El nimero elegido es par o primo} — {2,3,4,5,6,7,8,10}

AN B = {El nimero elegido es impar y no primo} — {1,9}

AN C = {Elnimero elegido es par y multiplo de 3} - {6}

AN C = {El nimero elegido es impar y multiplo de 3} - {3,9}

B N C = {El nimero elegido es primo y multiplo de 3} - {3}

(AU B) n C = {El nimero elegido es primo o par y no multiplo de 3} - {2,4,5,7,8,10}



DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

. En un experimento
aleatorio donde todos los sucesos
tengan la misma probabilidad, la
formula de Laplace se define como:

numero de casos favorables

P(A) =
(4) numero de casos posibles



DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

'n° al que
tiende la frecuencia relativa de
un suceso A cuando n
aumenta:

P(A) = lim f,.(A)

n—>00



DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

: Dado un
experimento aleatorio, con espacio muestral
E vy espacio de sucesos asociado S(E), se
define la probabilidad como una aplicacion
del Espacio de sucesos S(E) en el intervalo
[0,1] que satisface los tres axiomas

sigulentes:
P(A) =0
P(E) = 1
P(AuB)=P(A)+ P(B),siAyBeS(E)conANB =0



DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

P(A)=1—-P(A)VAeS(E)

Como A y A son sucesos incompatibles y su unién es el
suceso seguro E, tenemos:

P(AUA)=P(A)+PA)=P(E)=1
P(A) =1-P(4)
P(@) =0
En efecto, @ es el suceso complementario del suceso

seguro, por lo que aplicando las propiedades anteriores,
tenemos:

P(@)=1-P(E)>1-1=0

La probabilidad de un suceso cualquiera siempre es
menor que 1:

P(4) < P(A) +P(A);
Puesto que P(4) + P(4) = 1



DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

Siendo A y B dos sucesos cualesquiera, se verifica:
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

E ANB

Demostracion: Pongamos "

A=(AnNB)U(AnB)

B=(AnNB)U(ANB)
Entonces (AUB)=(ANB)U(ANB)U(ANB)

Calculando las probabilidades para estos sucesos queda:
P(A) = P(ANB)+P(ANB) » P(AN B) = P(4) — P(AN B)

P(B)=P(ANB)+P(ANB) > P(ANB)=P(B)—P(ANB)
Con lo que finalmente queda:
P(AUB) =P(A)—P(ANnB) + P(B) —P(ANnB) + P(ANB)

Por lo que:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)




PROBABILIDAD CONDICIONADA

Dado un suceso A con P(4) > 0,
para cualquier suceso B definimos la
probabilidad del suceso B condicionado al
suceso A como:

P(ANB)

PBIA) = —5




EJEMPLO

Consideremos el experimento aleatorio del lanzamiento
de un dado:

E =1{1,2,3,4,5,6}
ConP(1) =P(2)=P(3)=P#4)=P(5) =P(6) = %
Sea A = {Resultado par} — {2,4,6}
Sea B = {Resultado < 4} - {1,2,3}
Calcular P(B|A)

1 1 1 3 1

P(A)=P@)+ P +P(6) =z +-+5=>=>

1 1 1 3 1

P(B):P(1)+P(2)+P(3)=g+g+g=gzz
P(AﬂB)—>P(2)=%

P(ANB)

PBIA) = —5




INDEPENDENCIA DE SUCESOS

Dados dos sucesos A y B, tales que P(A), P(B) >0, diremos
que son INDEPENDIENTES si:
P(A|B) = P(A)

O, lo que es lo mismo, s1:

P(ANB) = P(B) - P(A)

Demostracion: Por la definiciéon de probabilidad condicionada:
P(AIB) — P(ANB)
5= =5
De lo que se deduce: P(AN B) = P(B) - P(A|B),
Luego, segun la definicién
P(A|B) = P(A) > P(AnB) =P(A) - P(B)




EJEMPLO

Se elige al azar una carta de una baraja y
después de devolverla al montén tomamos otra
segunda. ;/,Cual es la probabilidad de que la
primera sea un oro y la segunda un as?

Definimos los sucesos:
4

A = {extraccion de un as en la segunda oportunidad} - P(A) = 0

10

B = {Extraccion de un oro en la primera} - P(B) = 0

Como realizamos la extraccion con reemplazamiento, la
probabilidad de que ocurra A no se ve afectada por que en
la 2% extraccién el suceso haya ocurrido o no:

4 10 40

P(ANB) = P(A) - P(B) - - oo = ——— = 0.025



TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Consideremos un conjunto de sucesos {4;}i=1..m, tales
que cumplen las siguientes condiciones:
7iz1 A =E
AiNnA;=@; i #j; I,j=1...n(ncompatibles dos a dos)

Es decir, la unién de todos ellos es el espacio muestral E, y
son 1ncompatibles dos a dos. Un conjunto de sucesos que
cumple estas condiciones se llama

SCS.

Sea ahora un suceso cualquiera B y un sistema completo de

sucesos tales que:

El teorema de la probabilidad total dice que:

P(B) = ) P(4) - P(BIA)
=1




TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Resumiendo, el Teorema de la Probabilidad Total
establece que, dado el sistema completo de sucesos
anterior, s1 conocemos las probabilidades condicionadas

P(B|A1), P(B|Az), ... P(B|Ay)

Entonces la probabilidad del suceso B puede calcularse de
la forma

P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|Az) + -+ + P(Ap)P(B|Ap)



ESQUEMATICAMENTE

A

A;

P(B) =

P(BﬂAl) " P(BﬂAZ) + P(BNA.) + P(BNA,)

Suceso
seguro

Si conocemos la probabilidad de B en cada uno de
los componentes de un sistema completo de
sucesos, entonces...

.. podemos calcular la probabilidad de B.

T P(B|A1
P(Al) G

’\

T P(A 4

=P(A,) P(B|A,) + P(A,) P(BJA)+P(A,) P(B| AL)+ P(A,) P(B| A,)

29



EJEMPLOS

Ejemplo 1: Se tienen dos urnas, la urna n° 1 tiene tres bolas blancas y
dos negras, la urna n° 2 tiene dos bolas blancas y tres negras. Se elige
una urna al azar y se extrae una bola, ;Cual es la probabilidad de que
sea blanca?

Enunciamos los sucesos: A; = {Elegir la urnan®1}, A, =
{Elegir la urnan® 2}, B = {Extraer una bola blanca}. Como la urna

esta seleccionada al azar: P(4;) = P(4,) = %, y es facil ver que
P(B|Ay) ==, P(B|A;) = =. Aplicando el TPT, tenemos

1 2 5 1
—l——.—=__)_
2 5 10 2

P(B) = P(A,) - P(B|A;) + P(4;) - P(B|A;) = P(B) =

N | =
vl |l w

Ejemplo 2: La probabilidad de que un autobus sufra accidente en dia
nublado es 0.09 y en dia seco 0.005. Durante un periodo de 10 dias ha
habido 7 dias secos y tres nublados. ;/Cual es la probabilidad de
accidente en base a esta informacion?

Enunciamos los sucesos B = {Se produce accidente}, S = {El dia es
seco}, N = {El dia es nublado} . Aplicando el TPT, tenemos

PB) =P®)PBI|S) + P(N) P(BIN)=0.70.005 + 0.3-0.09 = 0.0305



TEOREMA DE BAYES

Considerando las mismas premisas que para el teorema de la probabilidad total, suponemos ahora que
estamos interesados en conocer la probabilidad de que ocurrido el suceso B, la causa haya sido 4;

Expresado analiticamente queremos calcular:

P(A;|B)
El teorema de Bayes establece que:
P(A,|B) = P(4;) - P(B|A;)
: e, P(4y) - P(B|Ay)
Sabemos que:A;
P(A; N B)
P(4;|B) = W
Por otra parte,
P(A; N B)
P(B|A;) = TP
l

Despejando P(4; N B)
P(A; N B) = P(B|A;) - P(A)

Queda:
P(A;nB) P(A)P(B|A;)

P(B)  P(B)
Ademas segun el teorema de la probabilidad Total P(B) es:
n
P(B) = ) P(4)-P(Bl4)
i=1

P(4;) - P(B|Ap)
Y P(A) - P(BlA)

P(4i|B) =

P(4i|B) =




EJEMPLO TEOREMA DE BAYES

Una tienda vende filtros para purificadores de aire industriales. Todos los filtros
son de la misma marca, pero han sido elaborados en tres fabricas distintas A}, A,, y
A,. La tienda tiene en stock 100 filtros, de los cudles 30 se fabricaron en A;, 40 en
A,, y 30 en A,. Se sabe que, en promedio, 4 de cada 500 filtros procedentes de A, son
defectuosos y no funcionan y lo mismo ocurre con 10 de cada 800 filtros de A, y con
10 de cada 1000 filtros de A,.

a) (Qué porcentaje de filtros defectuosos esperas que haya en la tienda?

b) Un cliente adquiere un filtro y no le funciona. Calcular las probabilidades de que el
filtro haya sido fabricado en cada una de las tres fabricas.

Solucion: definimos los sucesos: A; ={fabricado en A,}, A, ={fabricado en A}, A,
={fabricado en A,}, B={filtro defectuoso}, B ={filtro no defectuoso}.
Vemos primero el diagrama de sucesos y el arbol de probabilidades del
problema:

P(B|A)= == = 0.008

500
A
/ 1<P{E|A11=1—%=u.992 A A, A;
P(A()=0.3 .
P(BIA,)=5g5 =0.0125
P(A;)=04 A, _ 0 ANB| A,NB | A,NB
P(B|A,)=1- 505=0.9875
P(A;)=0.3
10
P(BJA;)= 2= 0.01
A3<P{E _1?020 _
|Ag)=1 ~0.99

1000



EJEMPLO TEOREMA DE BAYES

Soluciéon apartado a) La probabilidad de que el filtro sea defectuoso viene dado
por el Teorema de la Probabilidad Total. Multiplicando por 100 esta probabilidad,
nos dara el porcentaje de filtros defectuosos en la tienda:

P(B) = P(A;) - P(B|A;) + P(4;) - P(B|A;) + P(A3) - P(B|A3)

30 4 40 10 30 10 13
= r—t——+ : = = 0.0104 - [1.04 %
100 500 100 800 1000 1000 1250

Soluciéon apartado b) La probabilidad de que, sabiendo que el filtro adquirido es
defectuoso, haya sido fabricado en cada una de las tres fabricas, viene dada por el
Teorema de Bayes:

30 4
P(4,)-P(BlA}) Tpg Sog 0.3-0.008
P(4,|B) = ) =3 = —oonaq = 023077
1250
P(4,) - P(B|A,) A A 0400125
_P(4;)- 2) _ 100 8oo _ 04-0. _
P(4,|B) = ) =3 = og10s = 048077
1250
P(A45) - P(B|As) Sy 20 03001
_ P(43) - 3) _ 100 1000 _ 0-3-0.01 _
P(A3|B) = ) =3 =5 g104 = 028846

1250
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