ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
10 de junio de 2005

Tiempo: 2 hora 15 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 17 de junio de 2005.
Fecha revisién: 20 junio de 2005.

PROBLEMA 1.

Expresar en forma médulo-argumental las soluciones de la ecuacién: —1+i = 22 y representarlas
en el plano complejo.

PROBLEMA 2.
S
Sea la funcién y = 1]

a) Calcular las asfntotas, los puntos criticos, y los extremos absolutos y relativos si los hubiera
de la funcién anterior.

b) Plantear la integral que calcula el 4rea bajo 1a funcién anterior para z € [0,v3] jEs
impropia?. Estudiar su convergencia.

PROBLEMA 3. ‘
2?2 ot
Dada la funcién F(z) = / 7—dt z € [1,400).

Estudiar si admite funcién inversa. En caso afirmativo estudla.r si la funcién inversa es
derivable y calcular (F~1)'(0).




PROBLEMA 4.
Sea z2/3 4+ y2/3 = a2/3 con a = 2v/2 la ecuacién del astroide:

via

a) Calcular la pendiente de la recta tangente al astroide en el punto (1,1)

z =acos®t
y=asen3t
astroide. Partiendo de estas ecuaciones, calcular la pendiente de la recta tangente en el
punto (1,1).

b) Comprobar que { con t € [0,27] son unas ecuaciones paramétricas del

c¢) Calcular la longitud del arco del astroide situado en el primer cuadrante utilizando las
ecuaciones paramétricas con t € [0, 7/2].

PROBLEMA 5.

Hallar la curva y = y(z) que pasa por el punto (1,0) y tal que el rectdngulo que tiene como
altura la ordenada en el origen de la tangente a la curva en cada punto y como base la abscisa
de dicho punto, verifica que su perimetro y su 4rea tiene el mismo valor numérico.

PROBLEMA 6.

Sea f inyectiva y derivable, entonces (f~(z))' = siempre que f'(f~1(z)) #0

1
f1(f~1(=))

Problema 1: 1 pto. Problema 2: 2,5 ptos. Problema 3: 1,5 ptos. Problema 4: 2 ptos.
Problema 5: 1,5 ptos. Problema 6: 1,5 ptos.
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Problema 4 (2 puntos)
a) Segun el enunciado se tiene la curva:

x4y =a’ S NS NV yhi=2

. d . i
La pendiente de la recta tangente es m = d—y y se obtiene derivando
X

i

implicitamente respecto de x en la ecuacion de la curva:

b
“ 2 }/ y}/%:o,x;«to,y:&O:m:—(l) X=0,y=0
X X

Q X 3 3
En el punto (1,1) se tiene |LM= -1
3
. .., |x=acos’t .
b) Sustituyendo la parametrizacion { ot en la ecuacion de la
y =asen

curva se comprueba:

(acos*”t)% +(asen3t)% —a’ [cos2 t +sen? t] —a’

cumple la ecuacion de la curva. Ademas al variar el parametro t € [O, 271:] se recorre toda la curva una

d/t

tnica vez, salvo t =0 y t =2n que representan el mismo punto (a,0).

La pendiente de la recta tangente en ecuaciones parameétricas es m = , con lo que aplicando se

3 ax_ —3acos’tsent
X =acos’t dt
tien 3 = q :
y=asen y_3asen tcost
2
nt
m=——3asen2tCOSt,t¢0,£,n,3—n,2n:>m=——se t# OTE TE,3—n,2TC
3acos tsent 2 2 cost 2 2

De las ecuaciones paramétricas se tienen los valores de senty cos t en el punto:

{x=1:acos3t o Sent :_(%)% -1

y=1=asen’t cost (y)%
a

¢) La longitud de un arco de curva expresado en coordenadas paramétricas viene dado por

t

o 2
L= \/(%} +(g¥] dt, con lo que sustituyendo se tiene:

< €

T

Nl a
r 2.

L= \/(3acoszt(—sent))2 +(3asen2t(cost))2dt = SaJ‘\/senztcos4 t +sen*tcos? tdt, simplificando:

0

L= BaJ‘\/sen2 t cos? t(sen2 t + cos? t)dt = 3ajsentcostdt = 3?aJ‘sen 2tdt .
0 0
Finalmente:

L= _37?[(3052] 75 S?a: 32




Examen Calculo I. Junio 2005

Problema5
Hallar la curva y = y(x) que pasa por el punto (10, O) y tal que el rectdngulo que tiene por

altura la ordenada en el origen de la tangente a la curva en cada punto y como la base la
abscisa de dicho punto, verifica que su perimetro y su area tiene el mismo valor numeérico.

Solucién
La tangente a la curva y = y(x) enel punto (x,y) es: Y —y = y'(x)(X —x)). El corte de la

Y-y=y(x)(X-x)

tangente con el eje OY es {X =Y -y=y(X)(-x))=Y =y-xy'(x)

Por tanto la altura del rectangulo sera: h =|Y| =]y — xy'(x)|
La curva debe verificar: area = perimetro < h.x = 2h + 2x suponiendo x>0.

Luego h = (XZ—XZ) =|y — xy'(x)| Si suponemos que x>2:
e . 2X ,
La ecuacion diferencial es: =y —xy'(x)
(x-2)
Ecuacion diferencial lineal de primer orden.
X y—xy'(x) < y'(X)—£y+2—X—0
(x-2) X" (x=2)x
y'(x) _1

== E.D.. de variables
X

Solucién de la ecuacion homogénea: y'(x) 1 y=0&
X

separables jmdx = Iidx < Lny = Lnx+ C = Lnkx < y = Kx
y X

. . 1 2X ] L
Solucién de la ecuacion completa y'(x) ——y + W =0 con método de variacion de
X X—2)X
las constante: suponemos que la solucion es de la forma: y = K(x)x y sustituimos:
y' = K'(x)x + K(x) en la ecuacion:

/ 1 2 , 2 ey 2
K'(xX)x + K XKx+(x_2)_0:>K(x)x+(x_2)_03K(x)— —(x—2)x:>
IK’(x)dx:j(X:i)de: K(x)=I{%+(Xi2)]dx=Ln(x)+Ln(x—2)+C

Luego la solucion de la ecuacion completa es:
y =(Ln(x) + Ln(x —=2) + C) x = Cx + xLn(x(x — 2))

Si debe pasar por el punto (10,0): 0=(Ln(80+C)10 = C =-Ln(80)

2X
La solucion de { (x—2)
y(10)=0

=y —Xxy'(x)

) o _ X(x—2)
€s y = x(Ln(x(x-2))-Lnso) an( 80 )




Problema 6 (1,5 puntos)

!

Sea f inyectiva y derivable, entonces ( f *(x)) = + siempre que f'(f*(x))=0.
t(£7(x))

Demostracion

Podemos demostrar el teorema por derivacion implicita como sigue.

Sea y=f" (x) , que existe por ser f inyectiva entonces

f(y)=x
Derivando los dos miembros de la ecuacion con respecto a x, obtenemos
d f(y)= a4 X
dx dx
y por tanto,
dy
f'(y)—=1
V)5,

por la regla de la cadena. En este Gltimo paso se da por supuesto que % existe. Asi, siempre que
X

f'(y)=0 setiene
dy 1
dx  f'(y)’

0 Sea,

como queriamos demostrar.
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