












Problema 4 (2 puntos) 
a) Según el enunciado se tiene la curva: 

3
22 2 2 2 22 2 23 3 3 3 3 2ax y a x y= =+ = ⎯⎯⎯⎯→ + =  

La pendiente de la recta tangente es dym
dx

=  y se obtiene derivando 

implícitamente respecto de x en la ecuación de la curva: 
1 1

3 32 2
3 3

x y− − 0dy
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+ = , 0, 0x y≠ ≠  ⇒ 
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3
, 0, 0y y

x
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m x  

En el punto ( )1,1  se tiene 1m = −  

b) Sustituyendo la parametrización 
3

3
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sen

x a
y a t

⎧ = t
=⎩

⎨  en la ecuación de la 

curva se comprueba: 

( ) ( )
2 2 2 23 3 2 23 3 3 3cos sen cos sena t a t a t t a⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ = , 

cumple la ecuación de la curva. Además al variar el parámetro [ ]0,2t∈ π

= = π

 se recorre toda la curva una 

única vez, salvo t  y t  que representan el mismo punto 0 2 ( ),0a . 

La pendiente de la recta tangente en ecuaciones paramétricas es 
dy

dy dtm , con lo que aplicando se 

tiene 
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De las ecuaciones paramétricas se tienen los valores de sen t y cos t en el punto: 
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c) La longitud de un arco de curva expresado en coordenadas paramétricas viene dado por 

0
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ft
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dx dyL
dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ dt , con lo que sustituyendo se tiene: 
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= − + = +∫ ∫ dt , simplificando: 
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Finalmente: 
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Examen Calculo I. Junio 2005 

Problema 5 
Hallar la curva  que pasa por el punto ( )y y x= ( )10,0  y tal que el rectángulo que tiene por 
altura la ordenada en el origen de la tangente a la curva en cada punto y como la base la 
abscisa de dicho punto, verifica que su perímetro y su área tiene el mismo valor numérico. 

Solución 
La tangente a la curva  en el punto ( ,( )y y x= )x y  es: ( )( ) )Y y y x X x′− = − . El corte de la 

tangente con el eje OY es 
( ) ( )

( ) )
( ) ) ( )

0
Y y y x X x

Y y y x x Y y xy x
X

′− = −⎧
′ ′⇒ − = − ⇒ = −⎨

=⎩
 

Por tanto la altura del rectángulo será: ( )h Y y xy x′= = −  
La curva debe verificar:   suponiendo x>0.  . 2 2area perimetro h x h x= ⇔ = +

Luego 
( )

2 ( )
2

xh y x
x

′= = −
−

y x  Si suponemos que x>2:  

La ecuación diferencial es: 
( )

2 ( )
2

x y xy x
x

′= −
−

 

Ecuación diferencial lineal de primer orden. 

( ) ( )
2 1( ) ( ) 0

2 2
x xy xy x y x y

x x
′ ′= − ⇔ − + =

− −
2

x x
 

Solución de la ecuación homogénea: 1 (( ) 0 y xy x y ) 1
x y x

′
′ − = ⇔ =  E.D.. de variables 

separables ( ) 1y x dx dx Lny Lnx C Lnkx y Kx
y x
′

= ⇔ = + = ⇔ =∫ ∫  

Solución de la ecuación completa 
( )

1 2( ) 0
2
xy x y

x x x
′ − +

−
=  con método de variación de 

las constante: suponemos que la solución es de la forma: ( )y K x x=  y sustituimos: 
 en la ecuación: ( ) ( )y K x x K x′ ′= +

( ) ( )
1 2 2( ) 0 ( ) 0

2 2
K x x K Kx K x x

x x x
′ ′+ − + = ⇒ + = ⇒

− − ( )
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K x
x x
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−

( ) ( )
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K x dx dx K x dx Ln x Ln x C
x x x x

⎛ ⎞−′ = ⇒ = + = + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ +  

Luego la solución de la ecuación completa es: 
( ) ( )( ) ( 2) ( 2)y Ln x Ln x C x Cx xLn x x= + − + = + −  

Si debe pasar por el punto ( ) : 10,0 ( ) ( )0 (80 10 80Ln C C Ln= + ⇒ = −  

La solución de ( )
2 ( )

2
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x y xy x
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⎪ =⎩

 es ( )( ) ( 2)( 2) 80
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Problema 6 (1,5 puntos) 
 

Sea f inyectiva y derivable, entonces ( )( ) ( )( )
1

1

1f x
f f x

−
−

′ =
′

 siempre que ( )( )1 0f f x−′ ≠ . 

Demostración
Podemos demostrar el teorema por derivación implícita como sigue. 
Sea , que existe por ser f inyectiva entonces ( )1y f x−=

( ) .f y x=  
Derivando los dos miembros de la ecuación con respecto a x, obtenemos 

( )d df y x
dx dx

= , 

y por tanto, 

( ) 1dyf y
dx

′ =  

por la regla de la cadena. En este último paso se da por supuesto que dy
dx

 existe. Así, siempre que 

 se tiene ( ) 0f y′ ≠

( )
1dy

dx f y
=

′
, 

o sea, 

( ) ( )
1 1d f x

dx f y
− =

′
, 

como queríamos demostrar. 
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