ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO |
3 de septiembre de 2007

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Cada problema debe comenzarse en una nueva hoja de examen.
No se permite entregar el examen a lapiz.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: martes 11 de septiembre de 2007
Fecha prevista de revisidn de examenes: jueves 13 de septiembre de 2007

PROBLEMA 1.
—i

1+i-z

Hallar el lugar geométrico de los afijos de los nUmeros complejos z tales que Re( j =0. Identificar y
representar dicho lugar geométrico en el plano R?.

(1,5 puntos)
PROBLEMA 2.
£
[x-3

Dada la funcion f (x)= , se pide:

a) Estudiar la derivabilidad de la funcionen x=0 yen x=3

b) Determinar los extremos relativos de f (x) asi como sus asintotas, si las hubiera.

., . 5
c) ¢Se puede asegurar que la funcién alcanza extremos absolutos en el intervalo {—3 , E ? Calcularlos

en caso afirmativo.

(3 puntos)
PROBLEMA 3.
Sea la region R:{(x,y)eRzlyssenhx AY=0A OSXSInZ}. Se pide:
a) Calcular el area de R.
b) Calcular el volumen de revolucién obtenido al girar R alrededor de larecta x=1In2.
c) Calcular el volumen de revolucion obtenido al girar R alrededor del eje OX.
(3 puntos)

PROBLEMA 4.
Dada la familia de curvas 3y’ —2y® =6x+C, C € R, determinar su haz ortogonal z = z(x) y hallar la

1
curva del mismo que verifica z(0) = 2

(1,5 puntos)
PROBLEMA 5.
Enunciar el Teorema del Valor Medio para funciones derivables: Teorema de Lagrange.

Utilizar este Teorema para demostrar:

ea_eb‘2|a—b|, va,be[0,x)

(1 punto)
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PROBLEMA 2.

La funcion f (x) = % , que no esta definida en x = 3, se expresa sin valores absolutos:
X_
3
x<3= f(x)= X :>X<O}<:>X€(—OO,0)
- x-3 x<3
x<0= f(x)=——=—>|x-3
|x-3 -x*  x<0
x>3= f(x)=—== =37,
|x| x-3 x>3
-x° >0
x<3= f(x)= XX }®X€[0,3)
X3 x-3 x<3
x>20= f(x)= —|x-3|
|x-3 X3 x>0
x>3= f(x)= = < xe(3,)
x-3 x>3
3
XX—3’ Xe(—oo,O)
f X 03
(x) =1~ x€[03)
3
XX—3' Xe(3,oo)
a) Derivabilidaden x=0, con f (0)=0, se estudia aplicando la definicion de derivadas laterales:
h® h’
s | h* Thea n
f'(0) = lim— =i =0y f'(0")=Ii — = lim— =0
( ) hLT h erph_S y ( ) hLT h hLT h-3

Al ser iguales las derivadas laterales, la funcion es derivable en el punto, con f'(0)=0.
Derivabilidad en x = 3: la funcién no esta definida, por lo que no es derivable.

b) Extremos relativos. La funcion es derivable en su dominio, R — {3} , por lo que los extremos se encontraran entre los puntos

criticos que se obtienen al resolver la ecuacion f'(x)=0. La expresion de la funcion derivada es:

X (2x-9) v (oo
(x-3)’ (7=.0)
0 x=0
f'(x)=1 x*(2x-9) ‘e ;
 (x-3) (0:3)
x* (2x-9) e (3o
(x-3) (3:)

9
por lo que los puntos criticos son x = 0,— . Estudiando el signo de la derivada, para lo cual basta estudiar el signo de (2x —9) Y
2

aplicando el criterio de la primera derivada se tiene:
t(07) <0
f'(0+) >

A9
f'l— |<0
(9
f'l— |>0

Asintotas. La funcion presenta una asintota vertical x =3, con lim f (x) = . Se aplica la definicién para determinar posibles

x—3

, minimo relativo de f (x) enel punto x=0,con f(0)=0.

.. . 9 9 243
, minimo relativo de f (x) en el punto X:E, con f|—|=—.

X3

] . . f(x) o510 X -
asintotas horizontales u oblicuas y =mx+b. m = lim ( ) — 1im X=1 _ |im = to0, por lo que la funcién no presenta

X—>tm X X—>30 X xoto ¥

asintotas verticales u oblicuas.



. 5 . . . .
c) Extremos absolutos en el intervalo [—3, —} . La funcién es continua en el intervalo cerrado y acotado (es continuaen x =0
2

ya que es derivable en el punto) por lo que aplicando el Teorema de Weierstrass se puede garantizar que la funcion alcanza en el
intervalo valores maximo y minimo absolutos. Los puntos donde la funcion puede alcanzar los valores extremos absolutos son:

9
f(-3)=—
2
€ Extremos relativos en el intervalo: f (O) =0 @ Puntos extremos del intervalo: 125
(5) g 125
fl—]=z=—=—
2 1 4
2
L. 5 125
L ., . maximo absoluto: f | — | =—
En conclusion los extremos absolutos de la funcién en el intervalo son: 2 4

minimo absoluto: f (0) =0
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Grafica de la funcion
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PROBLEMA 4

Dada la familia de curvas 3y” -2y’ =6x+C, C € R, determinar su haz ortogonal

z = z(x) y hallar la curva del mismo que verifica z(0) = -}‘— .

Calcular el haz ortogonal consiste en hallar 1a familia de curvas cuya pendiente forma
4ngulo recto con la dada. Es decir la relacion entre las pendientes sera:
=L
mJ.

Para calcular la pendiente de la familia de curvas original derivamos implicitamente la
ecuacion dada:

3y -2y’ =6x+C, CeR,

6yy'—6y*y'=6

6y (y-y*)=6
oL
-y

Para la familia ortogonal su pendiente serd (usando la notacién del enunciado),:
y =z'=—(z-2%)

Resolviendo la ecuacién diferencial:

2=z -z
dz . .
== z* —z, por separacion de variables
dz . .
R dx, integrando ambos lados de la ecuacion
22—
dz
g L
A+B=0 A=-1
21 =£+ B > Az-1)+Bz=1—> -
zi-z z z-1 -A=1 B=1
( 4z _dz  pdz_ L
| el uaranl e =ln(z-1)~lnz+ XK
Ty K = x
z

z-1
___'eK =ex
Z

z-1 = Ce”", aplicando la condicion particular z(0) = %

z
174-1_ C,C=-3
1/4
La curva que verifica la condicion dada es z=1 =-3¢*
z
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Examen Septiembre 2007

Problema 5.
Teorema de Lagrange(Teorema del valor medio para funciones
derivables)

Sifes continuaen [a,b] y f derivable (a,b) entonces existe un ce(a,b) en
donde f(b)- f(a)=f'(c)(b-a)

Corolario

ea—eb‘2|a—b| va,b e[0,)

Demostracion del corolario:
f (x) =e* es continua y derivable en cualquier intervalo [a,b]<[0,). Por el

teorema de Lagrange: f(b)—f(a)=f'(c)(b-a)==¢"-e"=¢°(b-a)
La funcion exponencial es mayor o igual que 1 en [0,):
e’ —e*=e°(b-a)=b-a V[ab]c[0,x)

- . eb—e? ef-g” ea—eb|
Como la funcion es creciente : = = luego
b-a a-b \ a-b |
e* —¢ 2 b
—|21=le e |2[a-b| va,be[0,0) c.q.d.






