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PROBLEMA 1. 

Hallar el lugar geométrico de los afijos de los números complejos z tales que Re 0
1

z i
i z
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

. Identificar y 

representar dicho lugar geométrico en el plano .
 

2

(1,5 puntos) 
PROBLEMA 2. 

Dada la función ( )
3

3
x

f x
x

=
−

, se pide: 

a) Estudiar la derivabilidad de la función en 0x =  y en 3x =  

b) Determinar los extremos relativos de ( )f x , así como sus asíntotas, si las hubiera. 

c) ¿Se puede asegurar que la función alcanza extremos absolutos en el intervalo 
53 ,
2

⎡−⎢⎣ ⎦
⎤
⎥ ? Calcularlos 

en caso afirmativo. 

(3 puntos) 
PROBLEMA 3. 
Sea la región ( ){ }2, / senh 0 0 lnR x y y x y x= ∈ ≤ ∧ ≥ ∧ ≤ ≤ 2

6 ,y y x C C− = + ∈

. Se pide: 

a) Calcular el área de R. 

b) Calcular el volumen de revolución obtenido al girar R alrededor de la recta . ln 2x =
c) Calcular el volumen de revolución obtenido al girar R alrededor del eje OX. 

(3 puntos) 
PROBLEMA 4. 
Dada la familia de curvas 3 2 , determinar su haz ortogonal 2 3 ( )z z x=  y hallar la 

curva del mismo que verifica ( ) 10
4

z =  

(1,5 puntos) 
PROBLEMA 5. 
Enunciar el Teorema del Valor Medio para funciones derivables: Teorema de Lagrange. 

Utilizar este Teorema para demostrar: 

[ ), , 0,a be e a b a b− ≥ − ∀ ∈ ∞  

(1 punto) 

Tiempo: 2 horas 30 minutos 
Cada problema debe comenzarse en una nueva hoja de examen. 

No se permite entregar el examen a lápiz. 
No se permite el uso de calculadoras. 

El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa. 
 

Fecha prevista de publicación de notas: martes 11 de septiembre de 2007 
Fecha prevista de revisión de exámenes: jueves 13 de septiembre de 2007 
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PROBLEMA 2. 
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a) Derivabilidad en , con , se estudia aplicando la definición de derivadas laterales: 0x = ( )0f = 0
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Al ser iguales las derivadas laterales, la función es derivable en el punto, con ( )0 0f ′ = . 
 Derivabilidad en 3x = : la función no está definida, por lo que no es derivable. 
 

b) Extremos relativos. La función es derivable en su dominio, { }3− , por lo que los extremos se encontrarán entre los puntos 

críticos que se obtienen al resolver la ecuación ( ) 0f x′ = . La expresión de la función derivada es: 
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por lo que los puntos críticos son 
9

0,
2

x = . Estudiando el signo de la derivada, para lo cual basta estudiar el signo de ( )2 9x − , y 

aplicando el criterio de la primera derivada se tiene: 
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, mínimo relativo de ( )f x  en el punto 0x = , con ( )0 0f = . 
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Asíntotas. La función presenta una asíntota vertical 3x = , con ( )
3

lím
x

f x
→

= ∞ . Se aplica la definición para determinar posibles 

asíntotas horizontales u oblicuas . y mx b= +
( )

3
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1lím lím lím
1x x x

x
f x xxm
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−= = =
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= ±∞ , por lo que la función no presenta 

asíntotas verticales u oblicuas. 



 
 
 

c) Extremos absolutos en el intervalo 
5

3,
2

−⎡⎢⎣ ⎦
⎤
⎥ . La función es continua en el intervalo cerrado y acotado (es continua en 0x =  

ya que es derivable en el punto) por lo que aplicando el Teorema de Weierstrass se puede garantizar que la función alcanza en el 
intervalo valores máximo y mínimo absolutos. Los puntos donde la función puede alcanzar los valores extremos absolutos son: 
 
 
 
 

 Extremos relativos en el intervalo: ( )0 0f =   Puntos extremos del intervalo: 
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En conclusión los extremos absolutos de la función en el intervalo son: 
( )
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Gráfica de la función 
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Examen Septiembre 2007  

Problema 5. 
Teorema de Lagrange(Teorema del valor medio para funciones 
derivables) 

 Si f es continua en   [ ],a b  y f derivable ( ),a b   entonces existe un  en ( ,c a b∈ )
donde ( )( )( ) ( )f b f a f c b a′− = −  

Corolario 
[ ), 0,a be e a b a b− ≥ − ∀ ∈ ∞  

Demostración del corolario:  
( ) xf x e=  es continua y derivable en cualquier intervalo  [ ] [ ), 0,a b ⊂ ∞ . Por el 

teorema de Lagrange: ( )( ) ( )( ) ( ) b a cf b f a f c b a e e e b a′− = − =⇒ − = −  
La función exponencial es mayor o igual que 1 en [ )0,∞ : 

( ) [ ] [ ), 0,b a ce e e b a b a a b− = − ≥ − ∀ ⊂ ∞  

Como la función es creciente : 
b a a b a be e e e e e
b a a b a b
− − −

= =
− − −

 luego 

[ )1 ,
a b

a be e e e a b a b
a b
−

≥ ⇒ − ≥ − ∀ ∈ ∞
−

0,    c.q.d. 
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