ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de septiembre de 2009

Tiempo: 2 hora 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.
No se permite el uso de calculadoras. -
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 15/09/09.
Fecha prevista de revisién de exdmenes: 18/09/09.

PROBLEMA 1.

4

< . 3 . . ,
Resolver la ecuacién z* — iz? + i~ 0 siendo z € C. Representar en el plano complejo el poligono cuyos

vértices son las soluciones de la ecuacién dada y calcular su 4rea.
PROBLEMA 2.

Sea f(z) =1+ ez +e®t!
a) Demostrar que la gréfica de f(z) corta una tnica vez al eje OX. Enunciar los teoremas empleados.
b) Calcular los extremos absolutos, si existen, de la funcién f(z) en R. Lo mismo en el intervalo [—1, 1].

c¢) Calcular el polinomio de Taylor de f(z) de grado 2, centrado en z = —1. Aproximar con dicho
polinomio el valor de f(0) y hallar una estimacién del error cometido.

d) Enunciar la Regla de la Cadena y aplicarla para calcular la derivada de f o g, siendo g(z) = z2.

PROBLEMA 3.

Sea laregién R = {(z,y) e R?/(z - 1)2+94°<1; 3’ <z <3y}
a) Dibujar la region.
b) Calcular el 4rea de la regién, utilizando coordenadas polares.

¢) Plantear por tubos y discos las integrales para calcular el volumen generado al girar R alrededor
del eje OY.

PROBLEMA 4.

z

—t2
Sea F'(z) =/ e dt.

0
Demostrar que F(z) es creciente y enunciar el teorema empleado. Estudiar la concavidad de la funcién.

PUNTUACION: Problema 1: 1,5 ptos. Problema 2: 3,5 ptos. Problema 3: 3,5 ptos. Problema 4: 1,5 ptos.
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Problema i
Resuelve la ecuacion z* —iz* +3/4=0

Solucion |
Haciendo el cambio: f = z° 3

[P —4(=3)/4 i e (2

P _it_3/4=0m = IV 4D/ it-4 P22 [30)2
2 2 2 -2

. Las cuatro soluciones vienen dados por dos ecuaciones

22 =3i/2
2 =-i/2

La ecuacién z*> =3i/2 < (pa)z. = 3/_2% S plo= 3/2_’2’.+2k,,

=+/3/2

. 20 = '5'!' 2knm
da dos soluciones con médulo p =+/3/2 y argumentos:
| R
=% T

y sus afijos estan en una misma recta.
La ecuacion

p =~1/2
Zz=—i/2<:>(pa) =4/1/2 _’_’.<:>p2a =4/1/2 —--+2k7r ’

—'——2-+2/m k=0,1,2
da dos soluciones con médulo p =+/1/2 y argumentos:
C, ——_:Z-a —EE.
C47T 4

sus afijos estdn en la misma recta.

=7
L (L

- ﬁ/L‘

Area del rectingulo: 4 veces el tridngulo 1/2 base altura

4.-;-\/3/2\/1/2 =3




PROBLEMA 2.

SOLUCION

Xx+1

a) La funcién f(x) es de clase ¢” en R y su derivada es f'(x)=e+e™ . Como se cumple
f '(x) >0, xe R, la funcidn es estrictamente creciente (monodtona) y por tanto inyectiva. Estudiando
la funcién en el intervalo [-1,1] se tiene que f(-1)=2-e<0 y f(1)=1+e+e’>0. El Teorema de
Bolzano garantiza que la grafica de la funcién f'(x) corta al eje OX en algin punto del intervalo

(-1,1) , y dado que la funcidn es inyectiva queda demostrado que ese punto de corte es unico.

Enunciados de teoremas

Criterio de la 1* derivada “Si f"(x)>0 para x €(a,b)=> f(x) es estrictamente creciente x & (a,b)”

Teorema de Bolzano: “Si f(x) es continuaen x€[a,b] y f(a)f(b)<0=3ce(a,b)/ f(c)=0"

b) Los extremos absolutos de una funcién en un intervalo abierto, de existir se encuentran entre

los extremos relativos de la funcion en ese intervalo. Los extremos relativos solo pueden alcanzarse en

los puntos criticos de la funcién, y dado que f (x) es derivable, sus puntos criticos serian las

soluciones de la ecuacién f’(x)=0, pero dado que la funcién es monétona con f'(x)>0, f(x) no

tiene puntos criticos, por lo tanto no tiene extremos relativos ni extremos absolutos en R .

En el intervalo [—l, 1], intervalo cerrado y acotado, la funcion es continua y es de aplicacion el

Teorema de Weierstrass que garantiza que la funcién alcanza en el intervalo un valor maximo absoluto

y un valor minimo absoluto. Como no existen extremos relativos de la funcidn, los extremos absolutos

solo pueden alcanzarse en los puntos frontera del intervalo: f (1) =1+e+e’ >0 maximo absoluto y

f(~1)=2-e <0 minimo absoluto.

c) El polinomio de Taylor de grado 2 centrado en x =—1 viene dado por:
f’ _1 fll _1
P, (x) = f(—l)+——§—!—)(x+1)+———§——!——)—(x+1)2
Calculando se obtienen f(-1)=2-e, f'(x)=e+e™ = f'(-1)=1+e; f"(x)=€"" = f"(=1)=1

P2()c)==2—e+(1+e)(x+1)+—;-(x+1)2



El valor aproximado pedido es f(0)= P, (0)=2—e+(1+e) +% = % :

S (%)= B, (x)+ R, (x)
R, (%)= fm((t’)(x+l) e(-1x)

El Teorema de Taylor permite estimar el error cometido: , yaque la

funcién es de clase ¢” en R.

El error absoluto cometido es & =|f (0)— £, (0)| = |R, (0)| que se estima acotando el resto R, (0):

fm(é)’
31!

’RZ(O)‘z ,£€(~1,0). Como f"(x)=e"" es una funcién positiva y creciente, se cumple
| e

I (&) < f"(0)=e,&(-1,0), por lo tanto & = ‘Rz (0) <

Dado que se conoce el valor exacto de la funcidn, se puede acotar el error mediante:

5 28 5 28-25 3
=17 (0)-£(0) = =

e—— < ——=

2le2s10 2 10 10

1+e—z
2

d) Enunciados de la Regla de la Cadena:
“Si g(x) es derivable en ae/cR y f(x) es derivable en f(a)eJ <R entonces fog(x) es
derivable en x = a, siendo (fog)’ (a)=r1"(g(a))-g'(a)”

“Sila funcién u = g (x) es derivable en x, y la funcién y = f(u) es derivable en u, = g(x,) entonces

la funcién definida por F(x)=fog(x)=/(g(x)) es derivable en x, siendo
AN ). B
T (%)= i () T (%)

Dado que las funciones f(x) y g(x) son funciones derivables en R, puede aplicarse la Regla de la

Cadena, siendo F(x)= fog(x ( (x)) derivable en R .

u+l

Utilizando la notacién y = f(v)=1+eu+e""', u=g(x)=x" y operando se obtiene:

L (1) =L () L (x) = (e+e)(20) =, (e+¢™)(20)
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