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TEMA 1 CONJUNTOS NUMERICOS

1.1 Los ntimeros reales.

- Los nimeros reales, propiedades y representacién. La recta real.
- Conjunto de niimeros reales: intervalos.

- Valor absoluto. Propiedades.

1.2 Los ntimeros complejos.

Definicién de un nimero complejo. Representacion: el plano complejo.

Propiedades algebraicas. Interpretaciéon geométrica.

Conjugado de los ntimeros complejos. Médulo y argumento.

i

Forma polar y trigonométrica. Forma exponencial: férmula de Euler.

Las operaciones elementales en las diferentes representaciones de los nimeros com-

plejos.

Potencias. Férmula De Moivre.

Raices.

Polinomios complejos. Teorema fundamental del dlgebra.

Bibliografia complementaria
- Célculo I. Teoria y problemas de Andlisis Matemético en una variable.
Alfonsa Garcia y otros

- Célculo diferencial e integral. N. Piskunov

b



PROBLEMAS

1- Demuestra que los siguientes niimeros son racionales:
a) 16,42 1) 4,32  c) 25,2263

2.- Demostrar que v/2 no es un nimero racional.

3.- Resolver las desigualdades siguientes:

a) 3x+2 <11 b) 2x -3 <8 c)4—-3x<6

d)4<x+1<7 e) —2<2-2x<3 f)x*+3x—-4>0

g x2—x—6<0 h) 3x*+4>0 i) |x—3| <4

HIB—x <1 K) 2%+ 1] > 2 1)’”r2

m)iz——_:—}—(————Q->O 11)—:8—)(—<0 o) x—1]+x-2|>1
(x+4)2 = . (x+1)3 ]

1
o) x—1]—|x+1 <2 p)|5~—;|<1

4.- Expresar en forma exponencial los complejos siguientes:

a)z=+3—1i b)z=—v2—-1i c)z=—3
1—iv3 —11+11i  © V2 —iv6

)z = - e)z=———— flz=—"—0
2+ 2i i i—+/3

5.- Expresar en forma polar y exponencial los siguientes ntimeros complejos:

a)l+i b)—l1+i ¢ 1—i d)—-1—i e3+3 - f)4

6.- Expresar en forma binémica los nimeros complejos cuya forma mddulo-argumental es:

26D w(a
7.- Calcular: a) (1+44)3  b) (1+2)*



8.- Identificar, en cada caso, los niimeros complejos z que verifican:
1

a)zzg b) z—a|=|z—Db|lcona,beC <¢c)lz—1-i<2

d) Re(z) =3 e)lz—1| =2 flz—i=1

g) Arg(z—1) = % h) Im(z?) = 2 i) Arg(z +1) = %

Dlz—1+z—-2>3 1) |a—1—|z+1] <1 | 1)|1—§|<1
9.- Sea el mimero complejo z = 34-:_23(? Determinar a para que se verifique:

a) que z es un nimero imaginario puro
b) z un ndimero real

c) el afijo de z esta sobre la bisectriz del primer cuadrante.

2=z
10.- Resolver el sistema: y dar las soluciones z; y 2o en formas trigonométrica y
: zz=1
. ' 1 1
exponencial. Calcular —, — y la suma: 23 + — 4 20 + —
Z1 9 21 Z3
: . iz’
11.- Consideramos la expresién: w = f(z) = —.
z

1) a) Calcular f(i) b) Calcular f(2 — 3¢) en forma binémica.

2) Supuesto z = [r,d]. Calcular el médulo y el argumento de w ;Cémo deberiamos elegir

# para que w sea real?
12.- Resolver en € las ecuaciones:
a)22—8=0 b)64z2 +27=0

13.- Encontrar tres niimeros a,b, ¢ complejos, tales que la ecuacién az? + bz + ¢ = 0 admita

1+ 2¢ y 3 — 5¢ como soluciones.
14.- a) Resolver en IR la ecuacién: z* + 322 —4 =0
b) Resolver en € la ecuacién: z* + 322 -4 =10

15.- Resolver la ecuacién (2% + 4)(2% — 22 + 5) = 0 y representar las soluciones en el plano

complejo. ;Cémo es el cuadrilatero obtenido?



16.- 1)Resolver, para z € €, la ecuacién z® — 722 + 17z — 15 = 0 sabiendo que esta ecuacién

tiene una raiz igual a 3.

2) Designamos por M,N,P los afijos de las raices de la ecuacién anterior. Demostrar que
el tridngulo MNP es un tridngulo rectdngulo e isésceles.
2 1
17.- Sean z; = \—/2——(1 —1)y zg = —~2—(1 +iv/3). Se pide:

a) Escribir todas las posibles representaciones de estos niimeros complejos.

b) Dar 2% y 25 también de todas las formas posibles.

[

c) Calcular el valor z = — en forma polar y algebraica.

IS

Shol St

) s 7 . .
d) Deducir los valores exactos de cos 2 y senl—z— y comprobar que son los mismos si

- . : fe , T
utilizamos las relaciones trigonométricas y los valores de las razones de los dngulos 3 Y i

18.- Utilizar la férmula de Moivre para demostrar que:

sen30 = 3senf — 4sen® 0

(&2



TEMA 2 CALCULO DIFERENCIAL

2.1 Derivada de una funcién: definicién, interpretacién y propiedades. Aproximacién lineal.
2.2 Funcién derivada. Derivacién implicita. Funcién inversa. Derivadas sucesivas.
2.3 Funciones derivables en intervalos: teoremas de valor medio.

2.4 Estudio local de la gréfica de una funcién. Posicién de una curva respecto de su tangente.

Problemas de optimizacién.

2.5 Aproximaeién local. Po-linoinio de Taylor. Teorema de Taylor. Aplicaciones: Célculo de

limites, errores, anélisis de los valores méximos y minimos mediante la férmula de Taylor.

NOTA. Algunos ejercicios de este tema estdn recogidos en el libro referido en la bibliografia

principal: Célculo I. R.T. Smith y R.B. Minton



PROBLEMAS

1.- Hacer una lista de los puntos A, B, Cy D ordendndolos de menor a mayor segtin la pendiente
de la recta tangente.

= a usando las definiciones

2.-Hallar la pendiente de la recta tangente a y = f(x) en z

(equivalentes):

i [@ER =@ 60 ~ ()
h—0 h e

a) flx)=22—-1, a=0
b) f(z) =2+ =z, a= -1

3.- Hallar la ecuacién de la recta tangente a y = f(z) en z = a. Hacer la gréfica de y = f(z) y

de la recta tangente para verificar que tiene la ecuacién correcta.

) flg)= =, a=1

b) flz) =vz2+1,a=1

4.- Determinar si la recta tangente a y = f(z) existe o no en x = a. Si existe, calcularla; si no
existe, explicar por qué.

a) f(x)=|zr—1lena=1

b) f(z) = 4$1 ena=1

z2—1 si <0
c) f(x) ={ enag=0

2241 si >0

-2z si <0
d) f(z) = ena=>0

x2—2x si x>0



5.- La gréfica que aparece a continuaciéon muestra la cantidad de agua que contiene un tanque
en una ciudad, como funcién del tiempo. a);Cudndo contuvo més agua el tanque? b);Cusndo
estuvo més vacio? c¢);Cudndo la razdn a la que se estaba llenando fue la mayor? d); Cudndo la
razdén a la que se estaba llenando fue la menor? e);Qué parte del dia crees que representa la

porcién de la grafica que estd al mismo nivel?

>

nivel de agua

tiempo 24 horas

6.- Utilizar la gréfica dada de f(x) para dibujar la gréfica de f'(z).

v

7.- Utilizar la grafica dada de f'(z) para dibujar una posible gréfica de f(z) en el apartado a)

y decir los puntos en los que no es derivable la funcién del apartado b).

i 0 si <0
8.- Si f(z) = , mostrar grafica y numéricamente que f(z) es continua en

2r si x>0
z = 0, pero f'(0) no existe.



glz) st z<0 _ .
9.- Sea f(z) = . Si f(z) es continua en z = 0, y g(z), k(z) son derivables
k(z) si >0

en z = 0, demostrar que D, f(0) = k'(0) y D_f(0) = ¢'(0). {Qué afirmacién no es verdadera si

f(z) tiene un salto de discontinuidad en z = 07

10.- Un modelo para el crecimiento de la poblacién urbana es el siguiente: al principio la
poblacién urbana crece muy rédpidamente, luego la razén de crecimiento disminuye hasta que
la poblacién comienza a decrecer. Si P(t) es la poblacién en el tiempo ¢, dibujar una grafica

que incluya P(t) y P'(t).

11.- Determinar si lo que sigue es verdadero siempre; si f(0) = 0, f'(z) existe para todo z y

f(z) < z, entonces f'(z) < 1.

12 .- Determinar el valor o valores de z para los cuales la pendiente de la recta tangente a
y = f(x) no existe. Hacer la gréfica de la funcién y determinar el significado gréfico de cada

punto.
a) f(z) =2 b) f(z) =2

13.- Una curva representa una funcién f(z) y las otras dos representan f'(x) y f“(z). Deter-

minar cudl es cual.

‘ry Ay Ay

X X

14.- La funcién dada representa la altura de un objeto. a) Calcular la velocidad y la aceleracién’
en el tiempo ¢t = a. b) El objeto estd subiendo o bajémdo? c) (El objeto estd aumentando su

rapidez o disminuyéndola?
a) h(t) = —16t2 + 40t + 5, a =2
b) h(t) = 10t% — 24t, a =1

15.- A una altura de 2 km, un avién cruza a una distancia de 10 km de un aeropuerto. Si el
aeropuerto estd en el punto (0,0), el punto de partida del avién para el descenso al aeropuerto
es (10,2). a) Hacer un dibujo de una trayectoria y = f(z), que represente razonablemente la

situacién descrita. b) Explicar que representa la derivada f'(z). (Sugerencia: no es velocidad.)



c) Explicar por qué es importante y/o necesario tener f(0) =0, f(10) =2, f/(0) =0y f/(10) =
0. d) El polinomio més simple que puede cumplir con esos requisitos es un polinomio ciibico
f(z) = ax®+bz?+cz+d (Observacién: cuatro requisitos, cuatro constantes). Encontrar valores
de las constantes a, b, ¢, d que se ajusten a la trayectoria del vuelo. (Sugerencia: tomar f(0) =0
y luego f'(0) = 0). e) Dibujar la gréfica de la funcién resultante; jse ve bien? f) Supongamos
que las regulaciones de la aerolinea prohfben una derivada de 2/10 o mayor. ;jPor qué existird
tal regulacién? g) Demostrar que la trayectoria hallada para el vuelo es ilegal. h) Argumentar
que en efecto todas las trayectorias de vuelo que cumplan los cuatro requisitos son ilegales.
Por consiguiente, el descenso debe comenzar a una distancia mayor de 10km. i) Hallar una

trayectoria de vuelo que cumpla con todos los requisitos y cuyo descenso comience en 20 km.

16.- Escribir la regla del producto para la funcién f(z)g(z)h(x). (Sugerencia: agrupar los
dos primeros factores). Describir la regla general del producto: para n funciones, ;jcudl es la
derivada del producto fi(z)fa(z)fs(z) -+ fu(z)? ;Cuédntos términos hay? ;Qué forma tiene

cada término?

17.- Usar la regla del cociente para mostrar que la derivada de (g(z))~! es —¢'(z)(g(z))~2. Usar

luego la regla del producto para calcular la derivada de f(z)(g(z))™* .

18.- Supongamos que F(x) = f(z).g(z) para las funciones infinitamente derivables f(z), g(z).
Comparar F”(z) con la férmula binomial para (a + b)?. Calcular F”(z) y comparar F"(x) con
la férmula para (a + b)3, entonces: dado que (a + b)* = a* + 4a%b + 6a%b? + 4ab® + b*, escribir
una férmula para F(*)(z). Mostrar que F"(z) = f"(x)g(x) + 2f'(x)d (z) + f(z)g" (z).

19.- Hallar la derivada y'(z) implicitamente.

a) ZY—4y* =12 b) ze¥ — ysenx = 1

c) Vzty—4z?=y d) e¥ —Ilny=2x
20.- Hallar la aproximacién lineal en z = 0 para mostrar que las siguientes aproximaciones,
comuinmente usadas valen para x "pequefios”. Comparar los valores aproximados y exactos

para z = 0.01, z = 0.1, z = 1 radianes.
a) tanr =~

1
b) \/4+mz2+zx

c)e“r1l+zx

10



21.- Hallar una ecuacién de la recta tangente a la curva z%y? = —3zy en el punto (—1, —3)
22.- Comprobar que:
a) (coshz)’ =senhz b) (senhz)'=coshz

c) argch  =ln(z + V2?2 — 1)z > 1

d) argthz = -;-111 (1 +X)

1—x

23.- Razonar brevemente la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) coshz + senh z = e*

b) sen h2z = 2senh z cosh z

c) argsh:c=1n(:c+m) o<z <00
24.- Hallar la derivada y simplificar.

a) y =argshx

b) y =argthz

c) y =In(1 —2z?)

d) y =arg cos h(senhzx)

25.- Dada la funcién f(z) = (x — 1) — sen(z — 1). a) Estudiar si existe la funcién f~!(z) b)
;Ctal es el dominio de f~'(z)? c) Hallar la recta tangente a la funcién f ~!(z) en el punto -

(m,m+1).

26.- Sean f(z) =senz?y g(z) =+1—=x

a) Estudiar la continuidad de f o g indicando ctal es su dominio.
b) Enunciar las condiciones suficientes para aplicar la regla de la cadena a la funcién f o g.

c) Calcular la derivada de (fog)(z) aplicando la regla de la cadena en el intervalo en el que se

verifican las condiciones del teorema anterior. ;Existe (f o g)'(m+ 1)? {Es contradictorio

este resultado?

d) Sea h(z) = (g o f)(z) definida Vz € {0, \/g] . Decidir si existe h~!(z) y dar su dominio.
Justificar la respuesta.

11



V3-1
2

e) Sin hallar la forma explicita de h™'(z) calcular [h=}(z)) con = =

1
— sifz|>1
27.- Sea f(z) = || . Hallar a y b para que f(z) sea derivable Vz # 0.
ar’+b si |z| <1

28.- Dada la funcién f(z) = z? — 6In(2 — x)

a) Calcular los intervalos de crecimiento, extremos relativos, extremos absolutos, y puntos

de inflexién, si los hubiera.

b) Determinar el intervalo méximo que contenga a ¢ = 1 donde exista f~!(x). Hallar la

ecuacién de la recta tangente a la funcién f~*(z) en el punto (-In 64,0).

29.- En los apartados siguientes explicar por qué no es valido usar el teorema del valor medio.

Hallar el valor de ¢ cuando sea posible.

8) f@) ==, [-L,1]  b) f(z) =2, [~1,1]

x
30.- Constatar las hipétesis del Teorema de Rolle y del teorema de valor medio y hallar un

valor de ¢ para el cual la conclusién apropiada sea verdadera. Ilustrar la conclusién con una

grafica.

a) f(z)=22+1, [0,2] " b) f(z)=23+22, [-1,1]  c¢)f(z) =senz, [, 0]

(x—1)4+cos(x—1) si <1
' sen(z — 1)
-1

31.- Dada la funcién f: R — IR definida por f(z) =
si z>1

a) Determinar en qué puntos f(z) es continua y derivable.
b) ;Cumple f(z) en [0,2] las condiciones de teorema de Rolle?

32.- Si f'(x) < 0 para todo x, demostrar que f(z) es una funcién decreciente, es decir, si a < b,

entonces f(a) > f(b).
33.- Demostrar que z° + 4x — 3 = 0 tiene exactamente una solucién.
34.- Demostrar que z* + 622 — 1 = 0 tiene exactamente dos soluciones.

35.- Demostrar que un polinomio de tercer grado (ctibico) tiene como méximo tres ceros (puede

usar la férmula cuadrética). Demostrar que un polinomio de grado n tiene como méximo n

ceros.

12



36.- Discutir cudntas soluciones z € R tiene la ecuacién e* = ar en funcién del pardmetro

a € R(a > 0).
37.- a) Demostrar que para ntimeros reales cualesquiera z,y, | cosz — cosy| < |z — y|.

b) Utilizar el teorema del valor medio para derivadas (Teorema de Lagrange) para deducir

que:
|L11X - LHYI > lX - YIa Vx € (07 1)7 Vy € (03 1)
c¢) Demostrar que 2senz +3z +tgx >0, V€ (O, g)
38.- Sea f(z) una funcién derivable tal que f(0) = f'(0) = 0. Demostrar con un ejemplo que
no es necesariamente cierto que f(z) = 0 para todo z. Hallar el error en la siguiente falsa

"demostracién”. Usando el teorema del valor medio con a = z y b = 0, se tiene, f'(c) =
@ =FO) oo ¢
z

~0 (0)=0y f'(c) =0, se tiene 0 = @, por tanto, f(z) = 0.

39.- Presentar un argumento grafico para sustentar que si f(a) = g(a) y f'(z) > ¢'(z) para

todo z > a, entonces f(z) > g(z) para todo > a. Usar el teorema del valor medio para

probarlo.
Usando el resultado anterior verificar las desigualdades siguientes:
a)2y/x>3—1/zparac>1 b)e*>z+1lparaz>0 c¢)z—1>lnrparaz>1

40.- Halla los limites indicados.

a) lim >f 3;1 5 b)lim Se;lx c) lim ! —XZOSX
d) )l(% sen ;{3— X e) }lcli% tan;c3— X ¢ )1(1—% s

Jim, § h) lim ex; : i) lim xsen(1/x)
b)) lim % k) }}Lrgo(\/m -x) D xli%lJr(cos x)V/x

13



41.- Dibujar una gréfica de una funcién f(z) tal que:

a) El méximo absoluto de f(z) en el intervalo [—2,2] es igual a 3 y el minimo absoluto no

existe.

b) f(z) es continua, el méximo absoluto de f(x) en el intervalo ‘(—2, 2) no existe y el minimo

absoluto es igual a 2.

¢) f(z) es una funcién continua tal que su méximo absoluto en el intervalo (-2,2) es igual a

4 y el minimo absoluto es igual a 2.

42.- Dibujar una gréfica en donde se muestre que y = f(z) = 22+ 1y y = g(z) = Inx no se
intersecan. Encontrar z para minimizar f(z) — g(x). En este valor de z, demostrar que las

rectas tangentes a y = f(z) y y = g(z) son paralelas.

Explicar gréﬁcamerite por qué tiene sentido que las rectas tangentes del apartado anterior
sean paralelas, dado que en este punto las graficas se acercan entre si.
43.- La relacién entre la presion, P, el volumen, V, y la temperatura, T', de un gas o de un
liquido esté dada por la ecuacién de van de Waal | P + 7—2‘-/2—22 (V —nb) = nRT para constantes
positivas a,b,n, R. Resolver la ecuacién con respecto a P. Tratando a T' como constante y a V'
como variable, hallar el punto critico (T, P, V¢) tal que P'(V) = P"(V) = 0. Para temperaturas
superiores é T, la sustancia puede existir solamente en su forma gaseosa; por debajo de T,
la sustancia es un gas o un liquido (dependiendo de la presién y el volumen). Para el agua,
tome R = 0.08206-atm/mo:K, a = 5.464 12-atm/mo?, y, b = 0.03049 1/mo. Hallar la mayor

temperatura a la cual n = 1 mo de agua puede existir como liquido. (Nota: la respuesta debe

estar en grados Kelvin).

44.- El movimiento de un resorte estd dado por f(t) = e sent. a) Calcular la velocidad en el
instante ¢. b) Dibujar la grafica de la funcién velocidad. ¢) ;Cudndo la velocidad es cero? d)
;Cudl es la posicién del resorte cuando la velocidad es cero? e) ;Cudndo la velocidad alcanza
un valor méximo o minimo? f) ;Cudl es la posicién del resorte cuando la velocidad alcanza un

méximo o un minimo? describir el movimiento del resorte.

14



45 .- En los ejercicios siguientes, encontrar los extremos absolutos de cada funcién en el intervalo

dado.
8) flz)=0%—3z+1,[0,2] b) f(z)=gz—2cosz, [,
) f@ =2 4= ) f@) =T 40
¢) f(z)=senx +cosx, [0,27] .

Y repetir los apartados, pero en lugar de hallar los extremos en el intervalo cerrado, hallarlos

en el intervalo abierto, en caso de que existan.
46.- Para los distintos apartados, dibujar una gréfica de una funcién con las propiedades dadas.
a) f(0)=1, f(2) =5, f(z)<O0paraz<0yz>2, fi(z) >0 para 0 < z < 2.

b) f(3) =0, fi(r) <Oparaz <0yz>3, f(zx) >0para0 <z <3, f(3) =0, fO) vy

f'(0) no existe.

47.- En los apartados siguientes, encontrar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento,

todos los extremos locales, los intervalos de concavidad, todos los puntos de inflexién y dibujar

una grafica.

a) f(z)=2>-322+4 b) f(zx)==xz+ 1;/x

c)- flz) = e d) f(z)=2%/(z*-9)
48.- Los investigadores en varios campos (que incluyen la biologia de la poblacién, la economia
y el estudio de tumores en animales) utilizan la curva de crecimiento de Gompertz, W(t) =

ae~%"". Cuando t — oo demostrar que W(t) — a y W’ (t) — 0. Hallar la razén méxima de -

crecimiento.

49.- En los apartados siguientes calcular los intervalos en donde la funcién es céncava hacia
arriba y en donde es céncava hacia abajo. (Sugerencia: hacer una estimacién acerca de dénde

crece y dénde decrece la pendiente).

15



50.- En los ejercicios siguientes, dibujar una gréfica con las propiedades dadas.

a) f(0) =2, f'(z) > 0 para todo z, f'(0) =1, f’(z) > 0 paraz >0, f(0) =0.

b) f(0)=0, fz) >0paraz < -1y -1<z <1, f'(z) <0 paraz>1, f'(z) > 0 para
r<-1,0<z<lyz>1, f'(z) <0para—-1<z<0.

¢) f(0)=0, f(-1)=-1, f(1)=1, fi(z) >0paraz < —-1y0 <z <1, fi(x) <0 para
—l<z<0yz>1, f'(x)<0paraz<0yz>0.

51.- Suponer que w(t) es la profundidad del agua en un depésito de la ciudad. ;Qué seria mejor
como noticia en el tiempo ¢ = 0;w"(0) = 0.05 o w'(0) = —0.05? ;o seria necesario conocer el

valor de w"(0) para determinar cudl es mejor?

52.- Suponer que una compaiiia que gasta x miles de €en publicidad vende s(z) € de mercancia,
donde s(z) = —3z3 + 270z — 3.600x + 18.000. Hallar la inversién en publicidad que optimice

las ventas.

53.- Mostrar que hay un punto de inflexién en (0,0) para cualquier funcién de la forma f(z) =

z* + cz3, donde c es una constante diferente de 0. ;Qué papel(es) juega c en la gréfica de

y = f(2)?

54.- En los apartados siguientes la "familia de funciones” contiene un pardmetro c. El valor
de c afecta a las propiedades de las funciones. Indicar las diferencias que se presentan para los :

diétintos valores de c.
a) f(z) = z* + cz?
b) f(z) = P
c) f(z) = e/
d) f(x) = sen(cx)

55.- En aplicaciones variadas, los investigadores modelan un fenémeno cuya grafica comienza en
el origen, sube hasta un méximo tnico y luego cae hacia una asintota horizontal de y = 0. Por
ejemplo, la funcién de densidad de probabilidad de eventos como el tiempo entre la concepcién
y el nacimiento de un animal, o la cantidad de tiempo de supervivencia después de contraer

una enfermedad fatal, podrian tener estas propiedades. a) Mostrar que la familia de funciones
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re~% tiene estas propiedades para todas las constantes positivas b. b) ;Qué efecto tiene b en
la ubicacién del méximo? c¢) En el caso del tiempo transcurrido desde la concepcién, ;qué

representa b? d) En el caso del tiempo de supervivencia, ;qué repesenta b?

56.- Demostrar que el rectdngulo de drea méxima para un perimetro dado P siempre es un
cuadrado. Demostrar que el rectangulo de perimetro minimo para un 4rea dada A también es

un cuadrado.

57.- Hallar el punto de la curva y = z? que esté més cercano al punto (0,1). Hallar la pendiente
de la recta que pasa por el punto dado y por el punto més cercano a la curva dada. Demostrar

en cada caso que esta recta es perpendicular a la recta tangente a la curva en el punto dado.

58.- Una ciudad quiere construir una nueva seccién de autopista para conectar un puente
existente con un enlace situado a 8 km al este y 10 km hacia el sur del puente. Los primeros
4 km al sur del puente son de tierra cenagosa. Suponer que la autopista cuesta 5 millones .C
= por km sobre el terreﬁo cenagoso y 2 millones € por km sobre tierra firme. La autopista
debe construirse en linea recta desde el puente hasta el limite de la tierra cenagosa; luego, en
linea recta hasta el enlace. ;En qué punto deberia emerger la autopisté, del terreno cenagoso
para minimizar el coste total de la nueva autopista? Cudnto se ahorra con respecto a lo que
se gastaria comstruyendo la nueva autopista en linea recta desde el puente hasta el enlace?
(Sugerencia: usar tridngulos semejantes para hallar el punto del limite correspondiente a una.

trayectoria recta y calcular su funcién de costo en ese punto).

59.- En un aparato electrénico, los circuitos individuales pueden servir para muchos propésitos. -
En algunos casos el flujo de electricidad debe controlarse reduciendo la potencia, en 1ugar de
aumentarla. En el circuito que se muestra a continuacién se dan un voltaje de V voltios y
una resistencia de R ohmios. Se quiere determinar el tamafio del resistor restante (z ohmios).

La potencia absorbida por la resistencia = es p(z) = V2z/(R + z)2. Hallar el valor de z que

maximice la potencia absorbida.
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60.- Si la concentracién de una sustancia quimica cambia de acuerdo con la ecuacién z'(t) =
0.5z(t)[5—z(t)], hallar la concentracién z(t) para la cual la razén de reaccién es méxima. Hallar

la concentraciéon maxima.
61.- Representar:
a)e* b)e* c) e +e* d) e* —e®

62.- Dada la funcién f(z) = ze~*". Hallar los valores méximos y minimos de la funcién. ;Son

absolutos? ;Es una funcién acotada?
e'—'ll'
R

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x)

63.- Dada la funcién f(z) se pide:

b) Determinar los extremos relativos y puntos de inflexién, si existen.
c) Representar la funcién.

1
d) Si £ : (1, +00) — R, hallar (f-1) (25)

64.- Sea f: R — R una funcién definida por:

Demostrar que f(zx) es derivable en R y due f'(x) no esté acotada en [—1,1].

’

er —0o<zrz<0
ax +1 O<z<1
65.- Sea f(z) = < con a,b € R
Inx+b 1<z<e
3e
— e<zT <00
. T

a) Calcular los valores de a y b para que f(z) sea continua.

b) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, estudiar la derivabilidad de

f(z).

c) Para dichos valores de a y b, hallar los méximos y mfnimos absolutos de f(z) (Justificar

la respuesta).
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66.- Calcular el valor maximo de la funcién:

1 1
) = +
/=) I+|z] 14|z —1]
67.- Dada la funcién f(z) = ellj_j_'”. Hallar los méximos y minimos absolutos y relativos.
. 1+ |z| ,
68.- Dada la funcién f(z) = T se pide:

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en R. Representar la funcién.
b) Estudiar en qué intervalos [a, b] serfa posible aplicar el teorema de Rolle.

69.- Si la grafica adjunta es la de la derivada de la funcién y = f(z) ;para qué valores de z la

funcién f(z) presenta méximos relativos, minimos relativos o puntos de inflexién?

O = N W M

)
—
-—
b)-:;
I )
o
~
o
©

70.- Una compaiifa aérea dedicada al transporte de viajeros desea abrir una nueva linea entre

Madrid y Tenerife. Para ello realiza un estudio de mercado sobre la posible aceptacién de sus
4

vuelos, encontrando que el beneficio acumulado. vendria dado por la funcién f(t) = 1— =t
P

t en anos.

a) Estudiar si la linea producird beneficios desde el momento de su inauguracién, y en caso

contrario indicar desde qué instante es rentable.

b) ;Crece el beneficio a lo largo del tiempo? ;Est4 limitado este beneficio? ;Cusl es el

instante en que el crecimiento de beneficio es mayor?

71.- Dada la funcién y = % se pide:
y e

a) Expresién de su derivada n-ésima. Escribir el polinomio de McLaurin de la funcién y su

término complementario.
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b) Aproximar el valor de la funcién en = 0.2 tomando tres términos del polinomio y estimar

el error cometido.

¢) Representar graficamente todas las funciones implicadas.

72.- Los elementos aerodindmicos basicos necesarios para el cdlculo de actuaciones de un avién
son los coeficientes de sustentacién C7, y de resitencia Cp. Considerando una polar del avién

parabdlica Cp(Cr) = Cpo + KC%, seindo Cpg, K > 0 constantes, se pide:

a) Representar la polar del avién Cp(C1) y calcular las tangentes desde el origen a la gréfica

de la funcion.

: o o C o : ~
b) Sean las funciones eficiencia aerodindmica F(Cr) = C'_L y eficiencia modificada E(Cr) =
D
v/ Cp - E. Calcular los extremos, puntos de inflexién y asintotas si hubiere, asf como la

pendiente de la tangente en el origen.

c) Representar las funciones E(Cy) y E(Cy) sobre los mismos ejes coordenados.

73.- a) Usar los polinomios de McLaurin Py(z) y P3(z) correspondientes a f(z) = senz para.

completar la tabla adjunta.

T 01]0.25 0.50 1

senz | 0] 0.2474 | 0.4794 | 0.8415
P (z)
Py(x)

b) Representar f(z), Pi(z) y Ps(z).

74 .- Hallar el polinomio de Taylor de grado 4 centrado en 1 de:

1
) (z) = - b) f(z) =Inz
75.- Encontrar los 3 primeros términos no nulos del polinomio serie de MacLaurin de
a) e*senz  b) iej_lz cjcoszln(l+z)  d) tgx e) arctg z

76.- Con la ayuda de polinomios de McLaurin:

a) Calcular sen 1 con error menor que 0.0001.

b) Calcular el niimero ”e” con error menor que 0.01.

20



c¢) Para qué valores de z es vélida la aproximacién sen z = x, con error menor que 0.006x10~3

en valor absoluto.

77.- a) Escribir la férmula de Taylor para el caso f(z) = In(1 + z), para n = 5 y centrada en

c=0.

b) Utilizando el apartado anterior, encontrar un valor aproximado de In(1.2) y dar una

estimacidn del error cometido.

78.- a) Aproximar la funcién f(z) = /z mediante el polinomio de Taylor de grado 2 y centrado

en ¢ = 8.
b) Estudiar la precisién de esta aproximacién cuando 7 <z < 9.

79.- Aplicacién del Polinomio de Taylor:

1) Expresar en potencias de z — 1 el polinomio:
p(z) =5—xz+ 22 — 23 + z*

2) Utilizar un polinomio de Mac-Laurin del sen z para calcular:

. senr — &
lim —
z—0 3

3) Teniendo en cuenta los desarrollos limitados de Mac-Laurin de las funciones que inter-

vienen, calcular los siguientes limites.

. eT—eT -2 1 — cos z?
a) ilm —— b) lim
)z—>0 T —seng )w—>0$senx+2cosx—2

4) Sea f una funcién de clase n en I C R, y sea z, € I. Razonar que si f'(zo) = f"(x0) =
coo= f g0y = 0y £(x) # 0 entonces:
a) sin es par f(zo) es un valor extremo de la funcién.

b) si n es impar existe en (zg, f(zo)) un punto de inflexién de la funcién.

5) Aplicar el resultado anterior para estudiar la naturaleza del punto (0,0), en las siguientes

funciones:
a) f(z) =2> b) f(x)=2* ) f(z)=—z*

6) Demostrar que f(z) = z — tgz es un infinitésimo en z = 0 equivalente a g(z) = —%xg
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TEMA 3 CALCULO INTEGRAL

3.1 Funcién primitiva. Integral indefinida.
3.2 Sumas de Riemann e integral definida. Propiedades.

3.3 Teorema fundamental del cdlculo. Regla de Barrow. Teorema-del valor medio para

integrales.

3.4 Célculo de primitivas. Método de sustitucién. Integracién por partes. Integracién de

algunas funciones racionales, trigonométricas e irracionales.

3.5 Aplicaciones del cdlculo integral. Geométricas: areas entre curvas, volimenes, longitudes

de arco. Otras aplicaciones.

3.6 Curvas planas, ecuaciones paramétricas.y coordenadas polares. Célculo de pendientes;

dreas y longitudes de arco.

3.7 Integrales impropias.

NOTA. Algunos ejercicios de este tema estdn recogidos en el libro referido en la bibliografia

principal: Calculo I. R.T. Smith y R.B. Minton
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PROBLEMAS

1.- Determine la funcién posicién si la funcién aceleracién es a(t) = 3sent + 1, la velocidad

inicial es v(0) = 0 y la posicién inicial es s(0) = 4.

2.- Se estima que dentro de x meses la poblacién de un cierto pueblo estd cambiando a un ritmo
de 2 + 6+/x personas por mes. La poblacién actual es de 5.000. ;Cuél serd la poblacién dentro

de 9 meses?

3.- Demostrar las siguientes desigualdades:

2
dx <l
17_ 1 1+x% 7 2

a) / cos® xdx < / cos®xdx b) —

4.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = /1x\/’1+t2+t4dt b) /Osenx\/1+t3dt

a? gt
5.- Demostrar que la funcién f(z) = / ?dt es céncava hacia arriba Vz > 1.
1

6.- Probar que la funcién F(z) = -1 + / 14 sen t2 dt se anula en un dnico punto y que

éste se encuentra en el intervalo [0,1].

’

0 six<0

z si0<x<1 z
7.- Sean f(z) = y g(z) = / f(t)dt. Se pide:
2—z sil<x<2 0

0 six>2

a) Encontrar una expresién para g(z) semejante a la de f(z).
b) Dibujar las gréficas de f y de g.

¢) Determinar dénde son derivables f y g.

8.- Un objeto se mueve de forma tal que su velocidad después de ¢t minutos es v(t) = 1+ 4t -+ 3t?

metros por minuto. ;Qué distancia recorre el objeto durante el tercer minuto?

9.- Calcular las siguientes primitivas:
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/m_ld m ) / ! dz X) z +2
I -t
z+1 T V8 + 21 — x? VI —5

dx

b) /(2:5“2 + -\—%—) dr n) /”ﬁ‘f‘%&‘ﬁdm y) /:an(x—l— 1)dx

de zdz
, _ i
c) / Bsec xdx i) 1+ e® ) ./ cosh®x2
o® 222 + 3z + 11 2 3
5z*tgh 7)dx
d) /ez+3dz o) /x3+$2+3x_5dx aa) /93 gh(x®+7)
) / cosz ) / dz ab) / cos? z sen® zdx
€ esenx z p x3 -+

f) / @\/%Q—Qidx q) / e dz ac) / tan®xsec*xdx

et -7

| 241 1
g) /SL’San xdx A I') / ﬂ; j_]. dx ad) / mdw
senx sen 2x
h) \/C_ngd:c s) TT o2 s ae) / arctgxdx
, 9 (Inx + 2)? 2
i) / Ln(x? + 2x + 2)dx ) / T s af) / Nt
dz

i) / e " sen xdx u) ag) / Vz? + 4dx

2+ cosz+senz

k) / mdx V) / cos ze**"Tdy ah) / oV2? + ddz
Ln(Lnx) sen /T : 3z + 1
! / x dz w) / NZ7 dz ai) /:c3~x2+:v~—1

10.- Segtn registros ¢ horas después de la media noche la temperatura en el aeropuerto local

es f(t) = —0.3¢> + 4t + 10 grados ;Cudl es la temperatura media en el aeropuerto entre 9:00 y
12:00 h.?.

11.- Durante varias semanas, el departamento de carreteras ha estado registrando la velocidad

del trafico que fluye por una cierta salida del centro de la ciudad. Los datos sugieren que entre
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la 1:00 y las 6:00 P.M. en un dia normal de la semana, la velocidad del trafico en la salida es
aproximadamente de v(t) = 2t3 — 21¢% + 60t + 40 kilémetros por hora, donde ¢ es el ndmero de

horas desde mediodia. Calcula la velocidad media del trafico entre la 1:00 y las 6:00 P.M.

12.- Calcular el drea de la regién limitada por las curvas dadas en cada uno de los siguientes

gjercicios:

a) y=22—-222, y=12% c) y=2senz, y=4cosz, z € [0,27]

b) y=1% =13 d) 224+4%2=09, (x-3)?+¢*=9

13.- Supén que la tasa de natalidad en cierta poblacién es b(t) = 2¢%%4 millones de personas por
aflo, ¥ que la tasa de mortalidad en la misma poblacién es d(t) = 2€%9% millones de personas
por afio. Demuestra que b(t) > d(t) para t > 0 y explica por qué el drea entre las curvas

representa el incremento de la poblacién. Calcula el incremento de poblacién para 0 < ¢ < 10.

14.- Halla el drea de la regién limitada por las curvas dadas. Selecciona la variable de integra-
ci6én, de modo que el drea pueda escribirse como una sola integral.

a)y=2z(z>0),y=3-2% =0

b) z =3y, z =2+

15.- Dibujar la regién plana "(.:uya drea estd calculada mediante las integrales:
Ly ow ) 27/ 0w T

A= [ (G- 3w-17) -awen) v+ [7((5 - 5 -17) - 52-0)

b 5 2(?! ) arcseny dy+1 9 2(’!! 1) 2( y) ) dy

xQ
vt +1

estdn expresadas en metros). La profundidad de la piscina es 6+3 sen (g—m) . Elabora un dibujo

16.- El perimetro de una piscinaes y = + ( + 1) para —3 < z.< 3 (todas las medidas

de la piscina y plantea el volumen.

17.- La gran pirdmide de Gizeh se levanta aproximadamente 170 metros sobre una base cua-

drada de 250 metros de lado. Calcula el volumen.

18.- Una jarra de arcilla tiene secciones transversales circulares de radio 4 + sen — centimetros

para 0 < z < 27. Elabora un dibujo de la jarra y calcula el volumen.

19.- Calcula el volumen encerrado por la béveda de la figura obtenida por la interseccién de
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2 cilindros rectos de directriz parabdlica. El primero de los cilindros tiene por directriz la

9
parabola z = 6y — ¥2, y el segundo la paribola z = 9z — 13:2.

1
20.- Un abalorio de joyeria se forma abriendo un agujero de 2 cm en una esfera de 1 cm.

Calcula el volumen que queda.

21.- La forma del monticulo de un hormiguero se logra cuando la regién limitada por y = 1 —2?
y el eje z gira alrededor del eje y. Un investigador retira un niicleo cilindrico del centro del

monticulo. ;Cuanto debe medir el radio para que el investigador obtenga 10% de tierra?

22.- Supdn que el tridngulo cuyos vértices son (-1,-1), (0,1) y (1,-1) gira alrededor del eje .

2
Demuestra que el volumen del sélido resultante es —.

23.- Calcular el volumen engendrado al girar el circulo 22 + (y — 8)% = 4, alrededor del eje OX

(La figura obtenida es la llamada toro).

24.- Encontrar una curva de la familia de parabolas simétricas respecto al eje OY y con vértice
en el punto (0,2) que verifica que el volumen del sélido generado al girar alrededor del eje OY

el drea limitada por la pardbola, la recta z = 0 y la tangente a la parébbla en z =1, vale 7 u®.

25.- Sea R el drea plana formada por los puntos interiores del tridngulo de vértice: (-1,0),(0,1)

¥y (2,0) y los puntos de la regién D = {(z,y) € R? tal que y > 2% — 1,y < 0}.

Plantear utilizando los métodos de tubos y de discos, las integrales necesarias para calcular

el volumen del cuerpo de revolucién engendrado al girar el 4rea R en torno a la recta z = 2.
: ) oo 1 . —
26.- Sea la funcién f(z) =méx] 2, m . Se pide:
x
a) Dibujar f(x) y estudiar el dominio, la continuidad y derivabilidad.
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b) Calcular el drea acotada por la funcién y el eje de abscisas en el intervalo [-1,1].

c¢) Calcular el volumen engendrado al girar el drea anterior en torno al eje de ordenadas.

27.- Sea R = {(z,y) € BR?/z > 2(y — 1)) Az — 1 < (y — 1)?}. Calcular el volumen del sélido

generado al girar R en torno al eje de ordenadas.

28.- Calcula la longitud de un cable con forma de catenaria f(z) = acosh(x/a) que cuelga
2

de dos pilares iguales, de altura decdmetros, separados 4 decametros, y colocados a la

misma altitud.

29.- Un cierto pozo de petréleo que produce 300 barriles de petrdleo crudo al mes se secard en
3 afios. Se estima que dentro de ¢ meses el precio del petréleo crudo sers de P(t) = 18 +0.3/%
déblares por barril. Si el petréleo se vende tan pronto como se extrae del suelo, jcudl seré el

ingreso futuro total del pozo?

30.- Entre ciertos limites, la fuerza necesaria para estirar (comprimir) un resorte es propor-
cional al alargamiento (acortamiento), en donde la constante de proporcionalidad se denomina
constante de rigidez del resorte. Suponiendo que para producir en un resorte, cuya longitud
natural es de 1 centimetro, un alargamiento de 2,5 milimetros se necesita aplicar una fuerza de

25 kilopondios, calcula el trabajo realizado para alargarlo desde 1 a 2 centimetros.

31.- Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paraboloide de revolucién como el de la
figura (se obtiene al hacer girar una paribola alrededor de un eje vertical). Si la altura del”
tanque es de 4 metros y el radio de la parte superior es también de 4 metros, calcula el trabajo

que se requiere para bombear el agua hacia afuera del tanque.
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T = cos 2t T = cost
32.- Compara las gréaficas de y

y =sent = sen 2t

Emplea las identidades cos2t = cos?t — sen? ¢t y sen 2t = 2costsent para hallar ecuaciones de

la forma y = f(x) para cada gréfica.

z = 2cost
33.- Identifica todos los puntos en que la curva tiene una recta tangente hori-
y =4sent
zontal y una recta tangente vertical.
_ L = qa(t — sent)
34.- Halla la longitud de un arco de cicloide:
y = a(l — cost)

35.- Dibujar la gréfica de las siguientes curvas dadas en coordenadas polares:

a) r=2senf b) r=1+cosb
c) r=sen2d d) Espiral de Arquimedes: r =af

e) r=acosf
36.- Halla la longitud de arco de la siguiente curva: r =2 — 2sen6

37.- Halla la pendiente de la recta tangente a la curva polar r = sen36 en 0 = T yenf=0.

Calcula el é,reé de una hoja.
38.- Halla el drea situada en el interior de r =3 + 2sen@ y en el exterior de r = 2.

39.- Si la curva polar r = f(6), a < 8 < b, encierra el drea A, demuestre que para cualquier

constante ¢, r = cf(#), a < 6 < b encierra el drea c*A.

40.- Una vaca se encuentra atada a un punto de la valla de un prado circular de radio R,
mediante una cuerda de longitud { = v/2R. Calcular la superficie del prado a la que la vaca no

puede acceder.

41.- Sean r = 2senf y r = sen 8 + cosf, las ecuaciones de dos circunferencias que pasan por el

polo. Se pide:

a) Representarlas graficamente.

b) Calcular el drea comtn.
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42.- Dibujar la regién-del plano cuya drea estd calculada mediante la siguiente integral expresada

en coordenadas polares.

/4
—;—//6 ((3sen6)* — (1 + senf)*)dd

43.- Sea la regién

R={(z,y) eR*/(z -1’ +* < 1; 2+ (y— 1) <1; 2 +4° < 1}

a) Calcular en coordenadas polares el drea de R.

b) Plantear las integrales necesarias, por el método de discos, para hallar el volumen del

solido de revolucién engendrado cuando R gira alrededor del eje z = 1.

44.- Sea la regién R = {(z,y) € R*/z? < 2y; z* +y* < 8}

a) Calcular mediante integrales en coordenadas polares el drea de R.
b) Calcular el volumen de revolucién obtenido al girar R alrededor del eje y = —6.

¢) Calcular el volumen de un sélido de base R, donde las secciones perpendiculares al eje

OX, son semicirculos cuyos didmetros estén situados en la base del sélido.

45.- Determinar el cardcter de las siguientes integrales y evaluar las que sean convergentes:

é,) [; re**dx d) /100 l—nfdx

b) /:o—x—(—hll—;(—)—z-d:c e) /19\3/——:;}——_.:_:_9@: f) /0007_%—5

c) /Oo e ldy

46.- Sea la regién plana A = {(a:y) eR*0<y<el2z> —~1}. Plantear las integrales,
utilizando los métodos de tubos y discos, que calculan el volumen engendrado cuando el 4rea

A gira alrededor del eje z = —1. Calcular el volumen por uno de estos métodos.
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47.- a) Calcular el drea encerrada por la curva y = |Lnz|, su-asintota y el eje OX con = < 1.

b) El érea plana encerrada por la curva y = |Lnz| y la recta y = 1 gira en torno al eje OX.

Calcular el volumen del sélido generado.

c) Se considera el sélido cuya base es el drea plana del apartado b). Las secciones producidas

en este sélido por planos perpendiculares al eje OX son tridngulos equildteros. Calcular

el volumen de dicho sélido.
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Caracoles

r=a+ bcos@
r=ga+ bhsenf
0 <a.0<b)

Rosas de

n pétalos si n es impar
In pétalos si n es par
(n =2 2)

Circulos y
Lemniscatas

n L x bt
2 2 2 2
x 0 n 0 R 0 x 0
In In In I o
5 a 5 a a
2 < 1 2 = 2 j< 5< 2 2 52 2
Caracol con Cardioide Caracol Caracol
lazo interno (forma de corazon) con hoyuelo convexo
n .3
3 2

n=2
In In In
7 3 )
r= acos nfl r=a cos m! r=a scnnf r=asennl
Rosa Rosa Rosa Rosa
7 n n n
3 k] 2 2
|
" a 0 n (:{:> 0 n “Il'4 0 R f====>‘<===’
In 3n In 3r
? 2 2 7
r=acosf r=asenf r=a sen20 ¥ =a'cos 20
Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata

Recogido de Célculo: Larson/Hostetler/Edwards (5% edicién).
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TEMA 4 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES

4.1 Definicién y conceptos bésicos.

- Tipo. Orden.

- Solucién de una Ecuacién Diferencial: General, particular, singular.
4.2 Resolucién de algunas Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden.

- Ecuaciones Diferenciales de variables separables.
- Ecuaciones Diferenciales lineales.

- Aplicaciones.
4.3 Trayectorias ortogonales.
4.4 Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de coeficientes constantes de 2° orden.

- Ecuaciones homogéneas. Espacio vectorial de las soluciones. Sistema fundamental

de soluciones. Solucién general de la ecuacién homogénea.

- Ecuaciones no homogéneas. Solucién general: principio de superposicién. Solucion

particular: método de coeficientes indeterminados.
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PROBLEMAS

1.- Escribe una ecuacién diferencial que describa las situaciones dadas:

a) Una muestra de radio se desintegra a un ritmo que es proporcional a su tamaiio.

b) El ritmo a que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia entre

su propia temperatura y la temperatura del medio.

c) El ritmo al que la gripe se propaga en una comunidad es proporcional al nimero de

personas que ya han enfermado y al niimero de personas que faltan por enfermar.

d) Elritmo al que se propaga el rumor de que se va a dar aprobado general es proporcional
al nidmero de alumnos que ya han oido hablar de ello y al nimero de los que no lo han

oido todavia.

e) Una curva y = y(z) es tal que la pendiente de la recta tangente en cada uno de sus puntos

es igual al cociente entre la abscisa y la ordenada del citado punto.

f) Una curva es tal que la pendiente de la recta tangente en cada punto es igual al opuesto

del cociente entre la ordenada y la abscisa del punto.

2.- Comprobar que la funcién y = Ce*® es solucién de la ecuacién diferencial —Zﬂ = ky, para
: x

cualquiera que sea C € RR.

3.- Comprobar que la funcion y = Cie* + Coxe® es solucién de la ecuacién diferencial

d?y dy .
— — 2—= + y = 0 para cualquiera que sea C; y Cs de R.
dz? dx
., —t ., e L dy
4.- Comprobar que la funcién y = 3 — Ce™ es solucién de la ecuacién diferencial — = —y + 3
T

para cualquiera que sea C € R.

5.- Hallar la Ecuacién Diferencial de la familia de curvas siguientes: |

a)x2—y?—-Cx=0 d)x*+y?=C  g)y=Ce
b) y = Cie* + Cox e) x? = Cy h) y? = Cx3
c) y? = 2kx okl —y?=C i) y=Cx
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6.- Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

a)%=3x2+5x—6 Hyy —e¥=0
dy dy x+1

) & ’ 8 & 3y +2)

c) Y'+3X2y=X2Y3 h) y' + ytgx = secx + cosx; y(0)=1
! 2 : dy

d) y'cos’x+y—1=0; y(0)=5 1)ycosx—cosx+&=0

9y +(z)y=0y2 -2

7 - Resolver las Ecuaciones Diferenciales del problema nimero 1.

8.- Hallar las trayectorias ortogonales a las familias de curvas del problema nimero 5 (excepto

5.2y 5.b)

9.- Se ha demostrado que el niimero N(t) de bacterias por mililitro en un instante ¢ verifica la
ecuacién diferencial N'(t) = 0'3N(¢).

(a) Determinar la solucién general de la ecuacion.

(b) Dar la solucién particular que verifica: N(0) = 10® bacterias por mililitro.

(c) Se considera la funcién N(t) = 103 €%

Representar N gréficamente. Determinar el tiempo ¢ para el que el nimero de bacterias sea de

2000 por mililitro.

10.- La tasa de crecimiento de una poblacién de moscas de la fruta en un instante dado es
proporcional al tamafio de la poblacién en dicho momento. Si hay 180 moscas después del

segundo dia del experimento y 300 moscas del cuarto dia, jcuantas moscas habia originalmente?
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11.- El ritmo de desintegracién del radio es proporcional a la cantidad presente en un instante

dado. Hallar el porcentaje de una muestra actual que quedara al cabo de 25 afios, si la semivida

del radio es de 1600 anos.

12.- Tenemos un condensador de capacidad fija C, cargado con cierto potencial V;. Si conec-
tamos a sus placas una resistencia R, se descargard progresivamente: la carga almacenada en

el condensador disminuye produciendo una corriente variable a lo largo de la resistencia

dQ
[=-——%
dt

donde: @ es la carga que permanece en el condensador en cada instante, y vale Q = VC, e I

es la intensidad que circula por la resistencia y vale I = V/R.

(a) Calcular el tiempo que tardars el condensador en reducir el potencial entre sus placas a

la. mitad en funcién de las caracteristicas del circuito (C' y R), y las condiciones iniciales

(Vo).

(b) ;Cuénto tardarfa si colocdsemos una resistencia doble de la anterior?

13.- La Ley de Newton sobre enfriamiento afirma que el ritmo de cambio de temperatura de

un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo T' y la del medio

ambiente Tyy,:
dT :
— = k(T — m)y
o k( Tm) k >0

(a) Se introduce el cuerpo en una habitacién que esta a 0°F y se pide:

(a1) Resolver la ecuacién y dibujar la solucién.

(ag) Si el cuerpo que se introduce estd a 100°F ;Cudl serd la temperatura del cuerpo en

cada instante de tiempo?
(b) Un cuerpo que estd a 50°F se saca al aire libre donde la temperatura es de 100°F. Resolver

la. ecuacién y dibujar la solucién.

14.- Hallar el haz de trayectorias ortogonales al haz de pardbolas de eje de simetria-OX y vértice -
P =(2,0)

15.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
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a) y"' +y = 5e* Hy'"+2y+y=e*
b)y"+y=¢e* g) y" — 8y’ + 6y = Be™*
c)y"—y =¢* h) y" —y' = senx — sen 2x
d) y" — 2y = x — cosx 1) 4y" —8y' + 3y = x +senx
—4y' +4y =e 2  j)y"+y=senx+ 2cosx

16.- Consideramos dos masas m; = 4M y my = M suspendidas de sendos muelles de constante

elastica K, tal que K = 4M. La posicién de cada masa verifica la ecuacién diferencial

d?y

mEQ— + Ky = 0 siendo m la masa correspondiente. Se pide

(a) Obtener para cada masa la funcién que determina su posicién en funcién del tiempo si

las condiciones iniciales de cada una de ellas son

%1(0) =0 y2(0) =0
dy1 dys v

(b) Determinar los instantes en que ambas masas se cruzan en el intervalo t € [0, 27].

(c) Calcular en el intervalo ¢ € [0, 2n] el instante en el que la distancia entre las masas sea

méaxima.

17.- Hallar las curvas que tienen la propiedad de que la ordenada en el origen de la recta

tangente en cada uno de sus puntos es igual al cuadrado de la ordenada del punto de contacto.
s, . . ! 4 2 2 2

18.- En el supuesto que la ecuacién diferencial () = 5 y(t) — £ Y (t) represente la evolucién

del nimero de pasajeros en un cierto aeropuerto, con y en millones de pasajeros y t en afios

medidos en décadas, se pide:
a) Hallar la funcién que representa el niimero de pasajeros y(t), supuesto que en el momento
inicial lo utilizaron medio millén de personas.

b) ;Elntimero de pasajeros aumenta con el tiempo? ;Existird un nimero maximo de viajeros
que podrén utilizar el aeropuerto? ;Existe algiin instante en que se produzca un punto

de crecimiento méximo del ndmero de viajeros?

. d?
19.- Dada la ecuacién diferencial a—m—g + Ky = senx. Se pide:
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a) Resolver la ecuacién diferencial para-los distintos valores de K.

b) ¢Para qué valores de K la solucién de la ecuacién diferencial obtenida es no acotada?

Hallar es ese caso la solucién que verifique que para z =0,y =y’ = 0.

20.- La ecuacién diferencial que rige el movimiento de un sistema masa-resorte con amortiguador
es:
k
yll+__l"iyl+__y=0
m m

donde m =masa, k =constante recuperadora del muelle y y =constante de amortiguamiento.

Expresar la ecuacién del movimiento (solucién de la ecuacién diferencial) en el supuesto

que:

a) m =10 gr; k = 40 dinas/cm; p = 50 dinas seg/cm; y(0) =3, %'(0) =0
b) m =10 gr; k = 40 dinas/cm; u = 40 dinas seg/cm; y(0) =3, ¢'(0) =0

c) m =10 gr; k= 50 dinas/cm; u = 40 dinas seg/cm; y(0) = 1, y’(O) =0

Representar las tres trayectorias y seflalar en cada caso qué tipo de movimiento se produce y

su comportamiento a lo largo del tiempo.

21.- Las Férmulas de Breguet permiten determinar de forma aproximada las actuaciones de
un avién en vuelo horizontal: autonomia (tiempo en vuelo) y alcance (distancia recorrida). En-

forma adimensional estas ecuaciones son:
dt 1 2v?

autonomia especifica: —— = —
P av - T WVErl

d 2V3
alcance especifico: T _ 4

1
daw —  JWVi+1

siendo las variables adimensionales utilizadas ¢ : tiempo, z: distancia, V' velocidad y W peso.

Se introduce también en forma adimensional el peso de combustible transportado ¢ :

tztinicialzoz}vvzl

t= tfinal ===1- C

Se pide:
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a) Los valores de V que maximizan la autonomia especifica (V)(dt/dw)mé,x y el alcance

especifico (V') (4z Jaw) o (W es un pardmetro).

b) Para poder integrar las ecuaciones [1} es preciso especificar la ley de pilotaje V = V(W)

y tener en cuenta las condiciones [2].

b.1) Integrar [1] siendo V = V; constante. Calcular en este caso t... < = )
) grar [1] i 0 tmgx (con V; (V)(dt/dW)marX
Y Tmax (COH Vi= (V)(dt/dW)méx)

Vi
b.2) Integrar [1] siendo V = -\/___——&/—, V; constante. Calcular en este caso los valores de V;

que maximizan la autonomia (V;)tma’,x y el alcance (V;),
m
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ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de febrero de 2003

PRIMERA PARTE

Tlempo 1 hora 45 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 6 de marzo de 2003.
Fecha revisién: 10 marzo de 2003.

1.- Sabiendo que la grifica representa la derivada f’ de una funcién f

1 2 }‘\'4/5

a) (En qué intervalos la funcién f crece o decrece?

b) {En qué puntos la funcion tiene extremos locales? ;De qué tipo son?
¢) ;Dénde la funcién f es céncava o convexa?
d) Si f(0) = 1, dibuje una grifica posible de f.

e) Dibuje una posible grifica de f” indicando alguna caracteristica.

JUSTIFIQUE CLARAMENTE TODAS LAS RESPUESTAS.

(Sigue detris)



2.- A.- Calcule, utilizando coordenadas polares, el drea interior a las dos elipses:

2 2 2 2
z Y z Y
e d = I AR |
gte=t Y Ty

B.- Calcule el volumen de revolucién resultante del giro del drea R, alrededor del eje x (plantearlo
por tubos y discos y hacerlo de una de las dos formas).

2 z? y2 z? 2
R = (z,y) e R*/ —9—+—4—51;—4—+y >, y>0

3.- Determine la posicién y(t) y la velocidad en cualquier instante ¢, de un determinado sistema
masa-resorte amortiguado y libre que verifica la ecuacioén diferencial:

dy  dy
d?+6'a?+9’y—-0,

sabiendo que en t = 0 la masa se suelta de la posicién de equilibrio (y(0) = 0) con una velocidad hacia
arriba de 2 cm/seg.

Calcule los valores de ¢ en los que se produce el desplazamiento méximo respecto a la posicién de
equilibrio y la velocidad méxima de la masa e indicar estos valores.

Represente la funcién y = y(2).

Puntuacién Primera Parte:

Problema 1: 2’5 ptos. Problema 2: 2 ptos. Problema 3: 3 ptos.

Puntuacién Segunda Parte: 2’5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA'Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de febrero de 2003

SEGUNDA PARTE

Tiempo: 45 minutos
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 6 de marzo de 2003.
Fecha revisién: 10 marzo de 2003.

A.- Demuestre el teorema del valor medio o de los incrementos finitos:

“Si f(z) es una funcién contmua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un ¢ € (a,b) tal
que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c)

Apliquelo a la funcién f(z) = 2% con a = 0 y b = 2, calculando el punto ¢ del intervalo (0,2)
que verifica el teorema.

1+4 \12
B.- Calcule ( )
V3 +i

C.- Represente los niimeros complejos z que verifican:

|+ 2 + |z — 2| =2V2

D.- Utilice las reglas del trapecio y de Simpson para estimar / f(z)dz a partir de los siguientes
0

datos:

T 0 025 | 0.5 | 0.75 1




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERfA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
4 de septiembre de 2003

PRIMERA PARTE

Tiempo: 1 hora 45 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 12 de septiembre de 2003.
Fecha revisién: 15 de septiembre de 2003.

fllz)=2z si 0<z<1
1.- A.- Dibuje la grifica de una funcién continua y par, tal que f(0) =0,y { fi(z)=-1 si 1l<z<3
fllz)=1 si z>3
B.- Demuestre que la ecuacién z'0! + 25! + 2 — 1 = 0 tiene exactamente una raiz.
C.- De una funcién f se sabe que: f(0) =0, 2< f'(z) <5, Vz € [0,4]. Demuestre que
8 < f(4) < 20.
JUSTIFIQUE CLARAMENTE TODAS LAS RESPUESTAS.
2.- A.- Calcule, mediante integracién, el volumen que engendra el 4rea interior del rombo de vértices
A(3,1), B(4,2), C(3,3) y D(2,2) al girar alrededor del eje OX.
B.- Hallar, mediante integracién, el volumen de seccién conocida. correspondiente a un cono recto
de altura h, cuya base es una elipse de semiejes a y b.
3.- Desde un globo estacionario se deja caer un paracaidas con un objeto de masa m = 10 kg. La

ecuacién diferencial que describe la velocidad de caida cuando la reslstencxa que opone el aire es
proporcional al cuadrado de la velocidad ulqtantanea es:

dv Y
m-— = mg — kv*
at -

donde k es una constante positiva que depende de la forma v del tamafio del paracaidas.

Calcule:

a) La velocidad de caida en cualquier instante ¢ suponiendo v(0) = 0 (tomar g = 10m/seg”)

. . . 1
b} El valor de & para que la velocidad limite o terminal sea 5 n/seg.

e, Y. L . ds
¢) La posicién del mévil: s = s(t) en cualquier instante, supuesto $(0) = 3000 m. (Ez: = (‘)

Puntuacion Primera Parte: Problema 1: 1,5 ptos. Problema 2: 2,5 ptos. Problema 3: 3 ptos.
Puntuacion Segunda Parte: A:1,25 ptos. B:0,5 ptos. C:0.5 ptos D:0,75 ptos



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
4 de septiembre de 2003

SEGUNDA PARTE

Tiempo: 45 minutos
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima, de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 12 de septiembre de 2003.
Fecha revisién: 15 de septiembre de 2003.

A..- Demuestre el teorema del valor medio para integrales:

“Si f : [a,b] — R es continua en [a, b], existe un nimero c € (a, b) para el cual

1 b
R — d ”.
70 = 5= [ f@)a
B.- Identifique razonadamente y represente en el plano complejo la curva:

C={:eC/|z—2+2i =|z|}

C.- Calcule y represente en el plano complejo z = v/1, expresando la solucién en forma binémica.

D.- Sea la funcién f(z) = 2% — r + 1. Se pide aproximar numéricamente la solucién de la ecuacién

f(x) = 0 aplicando los métodos siguientes:

a) Método de iteracion de punto fijo. con un punto inicial xy = —1.
b) Realice 2 iteraciones con punro inicial rg = —1. del método de Newton-Raphson.

¢) Realice 2 iteraciones con intervalo inicial [-2.0]. del método de biseccién.

(Represente gréaficamente v justifique adecuadamente los resultados obtenidos.)



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERfA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
' EXAMEN DE CALCULO I
7 de febrero de 2004

Tiempo: 2 hora 45 minutos ‘
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado

No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa

Fecha prevista de publicaciéon de notas: 19 de febrero de 2004
Fecha revisién: 20 febrero de 2004

PROBLEMA 1. Calcula el determinante de la matriz (

3z -V3+i
i ;2  3v3 3 |, dando el resultado
€8 —— ——q
2 2
en forma binémica. ‘
PROBLEMA 2. Sea la funcién f(z) =e

a) Un rectdngulo tiene su base sobre el eje OX y dos vértices sobre la funcién dada. Demuestra que
dicho rectdngulo tiene la méxima drea cuando los dos vértices estdn en los puntos de inflexién
de la funcién.

b) Calcula el volumen generado cuando el drea encerrada por la curva y los semiejes coordenados
de orientacién positiva gira alrededor del eje OY
PROBLEMA 3.

Sea C la lemnisecata de ecuacion

(:z:2 +92)? - 4(z? - 92) =0

a) Calcula la pendiente en cada punto de la curva, Calcula los puntos de C situados en el primer
cuadrante con tangente horizontal.

b) Deduce la ecuacién r

f(6) en coordenadas polares de C. Demuestra que C es simétrica
respecto del eje polar y respecto de la recta 6
c) Desde la ecuacién en polares

Calcula los puntos de C situados en el primer cuadrante con
tangente horizontal. ;Son los mismos que en el apartado a)?
d) Calcula el drea interior de C

v4 — z?
PROBLEMA 4. Resolver { ¥ =

2y + cos?y
y(2) =
PROBLEMA 5.

Demuestra que la longltud de arco de y = f(z) en el intervalo [a,b] viene dada exactamente por la
integral definida s = / vV 1+ [f(z))2dz.

Problema 1: 1 pto. Problema 2: 2,75 ptos. Problema 3: 3,25 ptos. Problema 4: 1,5 ptos
Problema 5: 1,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
24 de Junio de 2004

Tiempo: 2 hora 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 29 de junio de 2004.
Fecha revisién: 30 de junio de 2004.

PROBLEMA 1.

Utilizar la férmula de De Moivre para obtener una expresién del cos 30 en términos de potencias de
cosf.

PROBLEMA 2.
2

—t2
Sea la funcién f(z) = / : %2—-dt, estudiar el crecimiento de f(z) y de f'(z) Vx > 1.
2

PROBLEMA 3.

Calcular mediante integracién, el volumen del sélido de revolucién generado al girar, alrededor del eje
y = —1, el 4rea interior a la circunferencia de centro (0,3) y radio 1.

PROBLEMA 4.
a) Representar razonadamente la funcién f(z) = ————1——1—|-
x po—

B e T
b) Estudiar la convergencia de la integral impropia / —
) g gral impropia | —72=

PROBLEMA 5.

zy =y +z3senz
(5)-0
Y 5) =

PROBLEMA 6.

Resolver: {

Demostrar el siguiente teorema:

si f(z) es derivable en = = a, entonces es continua en z = a.

Problemas 1: 1 pto. Problemas 2: 1,5 ptos. Problemas 3: 2 ptos. Problemas 4: 2,5 ptos.
Problemas 5: 1,5 ptos. Problemas 6: 1,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIER{A TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
3 de Septiembre de 2004

Tiempo: 2 hora 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 13 de septiembre de 2004.
Fecha revisién: 14 de septiembre de 2004.

PROBLEMA 1. Calcular el drea del tridngulo cuyos vértices son las raices del polinomio
P(z) = 2% — (T +4i)2% + (10 + 18i)z + (2 — 16¢), sabiendo que z = 3 + 2i es una raiz.
PROBLEMA 2.
I. Dada la funcién f(z) = ze~?2, se pide:

a) Determinar los extremos absolutos, relativos y puntos de inflexién de la funcion, si los
hubiera.

b) Representar razonadamente la funcién.

II. Sea la funcién g(z) = —6“2” (z+ 2).‘Se pide:

a) Calcular el polinomio de MacLaurm de grado 3 de la funcién, expresando el resto en la
forma de Lagrange.

b) Aproximar el valor de g(1) utilizando el polinomio anterior y estimar el error cometido.
PROBLEMA 3. o
Sea la regién R = {(z,y) € R?/z? + P >1, 42?+y% <4}

a) Dibujar la regién. .
b) Haciendo un cambio a coordenadas polares comprobar las simetrias de R y calcular su érea.
¢) Plantear las integrales que permitirian obtener el volumen del cuerpo de revolucién engendrado
al girar R en torno al eje y = 2.
PROBLEMA 4. Representar la familia de curvas y? = 4(z — C). Calcular y representar las trayec-
torias ortogonales de dicha familia.
PROBLEMA 5.
Demostrar el siguiente teorema.

Sea f una funcién derivable en un intervalo I, se verifica:

(i) Si f'(z) > 0 para todo z € I, entonces f es creciente en I.

(i) Si f'(z) < 0 para todo z € I, entonces f es decreciente en I.

Problemas 1: 1 pto. Probl. 2: 3,5 ptos. Probl. 3: 2,5 ptos. Probl. 4: 1,5 ptos. Probl. 5: 1,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERfA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I -
" 2 de febrero de 2005 '

Tiempo: 2 hora 15 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe de estar encima de lo mesa.
Fecha, prevista de publicacién de notas: 16 de febrero de 2005.
Fecha revisién: 17 febrero de 2005.

PROBLEMA 1.
En un circuito de corriente alterna se disponen dos impedancias en paralelo 21 = 1+4y
2 = —‘?—+zi. z € R. Sabiendo que la impedancia total zr viene dada po: % = .L.g._l_,se

21
pide el valor de z tal que z7 sea un nimero real. ;Podria conseguirse un valor de z tal que zzr%.lera
un ndimero imaginario puro?

=1+

z: -“i“'"'ﬂ

PROBLEMA 2.

a) Expresar la regién D = {(z,y) € R*/y <z, z > —y} en forma polar.

b) Expresar en coordenadas polares la familia de circunferencias con centro en el eje polar y que
pasan por el polo. Encontrar la circunferencia del haz anterior tal que el Area de la regién D
interior a dicha circunferencia vale (m + 2)u2. '

c) Sea C = {(z,y) € R%/y > —13-:1:, Y -——-‘}_éz,zz + (y — v3)? < 3}. Hallar el volumen generado
al girar la regién C alrededor de la recta y = —2.

d) Calcular el volumen de un sélido de base la regién C donde las secciones perpendiculares al eje
OX son tridngulos rectdngulos isésceles con un cateto en el plano XOY.



PROBLEMA 3. -
Sabiendo que la gréfica representa la derivada f' de una funcién continua f.

4

y
3
2 f'&
1 /\ .
-2 -1 1 4' 1]
-l
-3

8) Identiﬁcar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f.
b) (Para qué valores de = la funcién f es céncava hacia arriba?.
c) Idenfiﬁcar, gi existen, méximos, mfnimos y puntos de inflexién de la funcién f.

d) Representar, segtin el resultado de los apartados anteriores, una posible gréfica de f(z) con-
siderando f(0) = 0. '

PROBLEMA 4. .

Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y = az® con ¢ € R. Representar.
ambas familias segiin los valoreg de ms_par&metros respectivos. )
PROBLEMA 5.

Demostrar el siguiente teorema:

“Si f(x) es derivable en = = @, entonces es continua en z = a.”

Problema 1: 1 pto. Problema 2: 4 ptos. Problema 3: 2 ptos. Problema 4: 1,5 ptos.
Problema 5: 1,5 ptos. ’ '



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIER{A TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
10 de junio de 2005-

Tiempo: 2 hora 15 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 17 de junio de 2005.
Fecha revisién: 20 junio de 2005.

PROBLEMA 1.

Expresar en forma médulo-argumental las soluciones de la ecuacién: —1+i = z3 y representarlas
en el plano complejo.

PROBLEMA 2.
Sea la funcién y =

73

|=2 — 1]

a) Calcular las asfntotas, los puntos criticos, y los extremos absolutos y relativos si los hubiera
de la funcién anterior.

b) Plantear la integral que calcula el drea bajo la funcién anterior para z € [0,v3] iBs
impropia?. Estudiar su convergencla

PROBLEMA 3. ‘
3
Dada la funcién Fi(z) = /1: %dt z € [1, +00).

Estudiar si admite funcién inversa. En caso afirmativo @tudxar si la funcién inversa es
derivable y calcular (F~1)'(0).



PROBLEMA 4.
Sea £2/3 + y2/3 = a2/ con a = 2v/2 la ecuacién del astroide:

a) Calcular la pendiente de la recta tangente al astroide en el punto (1,1)

- 3
b) Comprobar que ;_ ::::32 con t € [0,2n] son unas ecuaciones paramétricas del
astroide. Partiendo de estas ecuaciones, calcular la pendiente de la recta tangente en el

punto (1,1).

c) Calcular la longitud del arco del astroide situado en el primer cuadrante utilizando las
ecuaciones paramétricas con t € [0, 7/2].

PROBLEMA 5.

Hallar la curva y = y(z) que pasa por el punto (1,0) y tal que el rectdngulo que tiene como
altura la ordenada en el origen de la tangente a la curva en cada punto y como base la abscisa
de dicho punto, verifica que su perimetro y su drea tiene el mismo valor numérico.

PROBLEMA 6.

Sea f inyectiva y derivable, entonces (f~}(z)) = ?,—(7-_%(;)—)- siempre que f'(f~(z)) # 0

Problema 1: 1 pto. Problema 2: 2,5 ptos. Problema 3: 1,5 ptos. Problema 4: 2 ptos.
Problema 5: 1,5 ptos. Problema 6: 1,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERfA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA

EXAMEN DE CALCULO 1
1 de septiembre de 2005

Tiempo: 2 hora 15 minutos

Cadé. problema debe entregarse en hojas de examen por separado

No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe de estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: 7 de septiembre de 2005.

Fecha revisién: 8 septiembre de 2005.

PROBLEMA 1.

Representar gréficamente los valores de 2 que verifican la ecuacién:

PROBLEMA 2.

|z — 3| = 2|z + 3|

Sea f(z) una funcién derivable en R donde su derivada f'(z) para x € [0,3], presenta la

siguiente gréfica:

1.5

a) Hallar los intervalos de crecimiento, estudiar la concavidad y deducir méximos, minimos
y puntos de inflexién de f(z) para z € (0,3).

b) Trazar una posible gréfica de la funcién f(z) para x € [—3, 3] sabiendo que es impar y

que f(0) =0y f(2) =0.

¢) Derivando implicitamente demostrar que si una funcién cualquiera g(x) es impar entonces

g'(z) es par.



PROBLEMA 3.

Sea f(z) = VT + 3. Hallar la ecuacién de la recta tangente a f(z) en el punto z = 1. Dibujar
f(z) y la recta tangente. Mediante una aproximacién lineal estimar /3,98.

PROBLEMA 4.
Un cable con forma de catenaria y = Chz con —2m < z < 2m cuelga de postes de altura

3,76m.
a) Obtener la longitud del cable.

b) Obtener el 4rea de la regién R del plano delimitado por las siguientes curvas: y = Chz;
=-=2; z=2y=0.

c) Obtener el volumen del cuerpo de revolucién que resulta al girar la regién R en torno al "
eje z = 2.

Nota: Tomar la siguientes aproximaciones Ch2 ~ 3,76; Sh2=~ 3, 63.

PROBLEMA 5.

Resolver:
{ y — 4z =gy
y(1) =1
PROBLEMA 6.

Demostrar el Teorema fundamental del Célculo
Si f es continua en [a,b] y F(z) = / : f(t)dt, entonces F'(z) = f(z) para todo z € [a, b].
[

Problema 1: 1 pto. Problema 2: 2 ptos. Problema 3: 1 pto. Problema 4: 3 ptos.
Problema. 5: 1,5 ptos. Problema 6: 1,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
1 de febrero de 2006

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.

No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de 1a mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: jueves 16 de febrero de 2006
Fecha prevista de revisién de exdmenes: lunes 20 de febrero de 2006

PROBLEMA 1.
Sea z, = ~8+831i. Representar z, . Calcular y representar z; y {‘/;; .

(1 punto)

PROBLEMA 2.
- 2 (x-1) .
Dada la funcién f (x) = 2(x-— 1) e/, sepide:

a)

b)

c)

Calcular el polinomio de Taylor centrado en x =1 y de grado 3 de la funcidn, expresando el resto en

~ 4
forma de Lagrange. Utilizando el polinomio anterior aproximar el valor de f (5) .

Determinar los intervalos de crecimiento y concavidad de 1a funcién f (x) , los extremos y puntos de

inflexion (si los hubiera), asi como las asintotas y puntos de corte con los ejes coordenados.
Representar la funcién utilizando los resultados del apartado anterior.

(3 puntos)

PROBLEMA 3.
Sea la regién R={(x,y)eR2\ysz/\yS(x—Z)z/\yZO/\OSxSZ}.Sepide:

a)

b)
©)

d)

Plantear las integrales respecto de x y respecto de y que calcularian el area de R. Calcular el area de la
regién integrando una de las anteriores.

Calcular la longitud del perimetro de R.

Calcular el volumen de un sélido de base R donde las secciones perpendiculares al eje OY son
cuadrados con un lado situado en la base del sdlido.

Calcular el volumen de revolucién obtenido al girar R alrededor de larecta x = 2.

(3 puntos)

PROBLEMA 4.

Resolver:

(1+x2)y’+2xy=3x/;

y(0)=2
(1,5 puntos)

PROBLEMA 5.
Demostrar el siguiente teorema:

“Si f (x) es derivable en x = a entonces f (x) es continuaen x=a"”

(1,5 puntos)




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
24 de junio de 2006

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Los problemas deben entregarse separados.

No se permite el uso de calculadoras.
El camé de la Escuela debe estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: martes 4 de julio de 2006
Fecha prevista de revision de exdmenes: miércoles 5 de julio de 2006
Si se desea revision de examen, ésta debera solicitarse sefialandolo en la lista

dispuesta en el despacho 405.

PROBLEMA 1.
Dados z,,z, € C, expresar z, en forma médulo-argumental y z, en forma binémica:

32(cos£+isen£) i”l(l—ils)
6 6 b) z, =13———2

(\/-2-—\/—2_ i)4 ‘ ‘ (3+2i)i37

a) z, =

(1 punto)
PROBLEMA 2,
Sea la funcién f(x) = (1 —lxl)e” . Se pide:
a) Estudiar la derivabilidad de la funciénen x=0.
b) Determinar los intervalos de crecimiento y concavidad de la funcién f (x) , los extremos y puntos de

inflexion (si los hubiera), asi como las asintotas y puntos de corte con los ejes coordenados.
Dibujar la grafica de f (x) .

3
¢) (Alcanza la funcidn extremos absolutos en el intervalo I:——z-, l:l ? Justifica la respuesta. Calcularlos

en caso afirmativo.
(3 puntos)
PROBLEMA 3.
Dadas las curvas expresadas en coordenadas polares p, (9) =1+cosB y p, (9) =2+2cos0, se pide:

a) Calcular el area encerrada entre ambas curvas.
b) Calcular los puntos donde la recta tangente a la curva p, (6) es vertical.

(2 puntos)
PROBLEMA 4.

1

>——dx es impropia y en caso afirmativo determinar si converge o no.

Estudiar si la integral .[
x —
1

(1 punto)
PROBLEMA 5.

2

Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas cuya ecuacién es x° + %— =K,K € R. Dibujar

ambas familias de curvas segln los valores de sus pardmetros respectivos.

(1,5 puntos)
PROBLEMA 6.
Demostrar €l teorema del valor medio para integrales:

b
“Si f (x) es continua en [a,b] entonces existe ¢ € (a,b) tal que f (c) =—b—%—; j f (x)dx 7

(1,5 puntos)




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
1 de septiembre de 2006

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Los problemas deben entregarse separados.-
No se permite €] uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacion de notas: martes 12 de septiembre de 2006

Fecha prevista de revisién de exdmenes: martes 19 de septiembre de 2006
Si se desea revision de examen, ésta debera solicitarse sefialindolo en la lista dispuesta en el
despacho 405 UNA VEZ PUBLICADAS LAS NOTAS.

PROBLEMA 1.
Dado el polinomio P(Z) =2z*~27°~27* ~2z-4, z € C, se pide representar el poligono

cuyos vértices son las raices del polinomio, sabiendo que z =i son raices del mismo. Calcular
el perimetro del poligono obtenido.

(1 punto)
PROBLEMA 2.
La derivada f’ (x) de una cierta funcién continua f (x) tiene una grafica que es simétrica
respecto del eje de ordenadas, con asintotas verticales en x = fa , maximos relativos en x = *c
y x =0,y con puntos de inflexién en x =xd . Témese, como ejemplo, la grafica siguiente:

¥

/()

:-dl 'C' "b -3

Se pide:
pa) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f (x) . (Enqué
_puntos la funcién f (x) alcanza extremos relativos? ;De qué tipo son?
b) Determinar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la funcién f (x) .
c) Dibujar una posible grafica de f (x) sabiendo que es continua.
d) Dibujar una posible gréfica de la funcién f"(x).
(3 puntos)
PROBLEMA 3.
Dada la regién R ={(x,y) eR?/-2<x<2A0< y <[y -1]} , se pide:

a) Calcular el 4rea de R.
b) Calcular el volumen de revolucién obtenido al girar R alrededor de larecta x=2.
(1,5 puntos)



PROBLEMA 4.

[0 x<0

e 0<x<l

Sean f(x)=4 2 1<x<2 y g(x)=J:f(t)dt.Sepide
3—x 2<xZ£3

. 0 x>3

a) Representar f (x) . Encontrar una expresion para g(x) andlogaalade f (x)
b) Determinar la continuidad y derivabilidad de la funcién g (x) .

(1,5 puntos)
PROBLEMA 5.
Dada la ecuacién diferencial ¥’ =0.005y ~0.0005y?, se pide:

a) Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial, expresindola en forma explicita

y=y(x;C),Ce]R.

b) Encontrar la solucién particular de la ecuacién diferencial que verifica y (20) = 10_(1
‘ —e

: ‘ (1,5 puntos)
PROBLEMA 6.
Demostrar el teorema del valor medio o de los incrementos finitos:
“Si f (x) es una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un

b)-f(a
ce(a,b) tal que f'(c) =—————-———f( 13 (e,
-a

(1,5 puntos)




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
1 de febrero de 2007

Tiempo: 2 horas y 15 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.

No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacion de notas: viernes 16 de febrero de 2007
Fecha prevista de revision de exdmenes: viernes 23 de febrero de 2007

PROBLEMA 1.
Sea la ecuacién z° +1=0,z € C . Representar las soluciones de la ecuacién, expresandolas en forma

binémica y en forma exponencial. Calcular el perimetro y el area del poligono cuyos vértices son las
soluciones de la ecuacion.

(1 punto)
PROBLEMA 2.

In(In x)

Dada la funcién f (x) = ——-o~_ ge pide;
x

a) Determinar el dominio de la funcién y el intervalo donde f (x) > 0. Determinar las asintotas de
f (x) , §i las hubiera.

b) Obtener la ecuacion de la recta tangente a f (x) en x = e. Aplicar el teorema de la funcién inversa

para calcular ( [ )I (O) .

¢) Calcular el polinomio de Taylor de f (x) de grado 2 en un entorno de x = e. Utilizar el polinomio

para dar una aproximacién de f (32)- ej .
(3,5 puntos)
PROBLEMA 3.
Sea la region R = {(x,y) eR*/x> (y—l)2 Ax—4)< —2(y—1)2 A0S y< 2} . Se pide:

a) Representar la region R y calcular su area.
b) Calcular por el método de tubos el volumen de revolucion obtenido al girar R alrededor del eje OX.
¢) Plantear las integrales que calcularian por el método de discos el volumen de revolucién obtenido al

girar R alrededor del eje OY.

(3,0 puntos)
PROBLEMA 4.
Resolver la ecuacion diferencial siguiente, identificando y representando la solucién obtenida:
x' +(1-2x)y =1
1
y(1)=-3
(1,5 puntos)

PROBLEMA S§.

Enunciar el Teorema de Rolle.

Utilizando este teorema demostrar que si b <1 los polinomios P(x) =x+x +x+1y Q(x) =x"+bx+c
se cortan en un unico punto.

Sugerencia: utilizar la funcién A (x) =P (x) -0 (x) .

’

(1 punto)




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
21 de junio de 2007

Cada problema debe comenzarse en una nueva hoja de examen.

No se permite entregar el examen a lapiz.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: miércoles 4 de julio de 2007
Fecha prevista de revisién de exdmenes: viernes 6 de julio de 2007

PROBLEMA 1.
(-1+)

Calcular z = ——~——,
(-5

expresando la solucién en forma bindémica y en forma exponencial.

(1 punto)
PROBLEMA 2.

xZ

Dada la funcién f (x) =e 2, sepide:
a) Calcular los intervalos de crecimiento y concavidad, determinar las asintotas y trazar su grafica.

b) Calcular el polinomio de MacLaurin de grado 2 de la funcion, expresando el resto en la forma de

Lagrange. Aproximar el valor de f (l) utilizando el polinomio anterior.

x2

c) Dadalaregién D= {(x,y) eR?/y<e 2 Ax20Ayp2 0} , calcular por el método de tubos el

volumen de revolucion obtenido al girar D en torno al eje OY.

(3,5 puntos)
PROBLEMA 3.
Sea la curva r(e) = c08(30) dada en coordenadas polares. Se pide:

T
a) Representar graficamente la curva. Hallar la recta tangente a la curvaen 6 =0 yen 6= 5 .

b) Calcular el area de una hoja.
¢) Plantear la integral que calcularia la longitud de la misma hoja.
(3 puntos)
PROBLEMA 4.

Resolver la ecuacion diferencial y” = y con las condiciones iniciales { . Comprobar que la

soluci6n obtenida es y =senh x+2coshx .
(1,5 puntos)
PROBLEMA 5.

Demostrar el siguiente teorema:
“Sea f(x) derivableen I c R . Si F(x) = J;xf(t) dt, xe [a,b] c I entonces F'(x) = f(x),Vx € (a,b) ”

(1 punto)




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
3 de septiembre de 2007

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Cada problema debe comenzarse en una nueva hoja de examen.

No se permite entregar el examen a lapiz.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de 1a mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: martes 11 de septiembre de 2007
Fecha prevista de revision de examenes: jueves 13 de septiembre de 2007

PROBLEMA 1.
—i

Hallar el lugar geométrico de los afijos de los nimeros complejos z tales que Re( z j =0. Identificar y

1+i-z
representar dicho lugar geométrico en el plano R?.
: (1,5 puntos)
PROBLEMA 2.

Dada la funcién f (x) = , se pide:

a) Estudiar la derivabilidad de la funciénen x=0 yen x=3

b) Determinar los extremos relativos de [ (x) , asi como sus asintotas, si las hubiera.

5
c) ¢Se puede asegurar que la funcién alcanza extremos absolutos en el intervalo [—3 s 5} ? Calcularlos

en caso afirmativo.

(3 puntos)
PROBLEMA 3.
Sea la regién R ={(x,y)e]R2/ySsenhx AYZ0A OSxSln2}. Se pide:
a) Calcular el area de R.
b) Calcular el volumen de revolucién obtenido al girar R alrededor de larecta x=1n2.
c¢) Calcular el volumen de revolucion obtenido al girar R alrededor del eje OX.
(3 puntos)

PROBLEMA 4.
Dada la familia de curvas 3y* —2y* =6x+C, C € R, determinar su haz ortogonal z = Z(x) y hallar la

curva del mismo que verifica Z(O) = Z

(1,5 puntos)
PROBLEMA 5.
Enunciar el Teorema del Valor Medio para funciones derivables: Teorema de Lagrange.

Utilizar este Teorema para demostrar:

o —e2la-t|, vab <[00

(1 punto)




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
31 de enero de 2008

Tiempo: 2 horas y 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.

No se permite el uso de calculadoras.
El carné de 1a Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: jueves 14 de febrero de 2008
Fecha prevista de revisién de exdmenes: martes 19 de febrero de 2008

PROBLEMA 1.
a) Resolver la ecuacion z* +7% =2, z e C . Identificar y representar en R” la curva solucién.

b) Calcular y representar en el plano complejo z = 3/; expresando la solucién en forma binémica.
1,5 PUNTOS
PROBLEMA 2. ‘
La siguiente gréfica representa la derivada f* (x) de una funcién f (x) de la que se conoce que f (O) =0,
A :

y

)

La funcién derivada f” (x) es una funcion par y presenta en x = 0,12, +4 extremos relativos, en x = +3,+5
puntos de inflexién e y =0 es asintota horizontal.
A partir de la gréfica, se pide:

a) Representar justificadamente de forma aproximada la funciéon f (x) enun entornode x=0.

b) Estudiar el crecimiento y la concavidad de la funcién f (x) , indicando los intervalos

correspondientes y deduciendo los extremos relativos y puntos de inflexidn.

¢) Demostrar que la funcién f (x) presenta alguna simetria.

d) Dibujar una posible gréafica de la funcién f (x) .

€) Representar justificadamente de forma aproximada la funcién f" (x) en un entorno de x=0.

2,5 PUNTOS



PROBLEMA 3.

Sea f(x) _ 1+senx

. Se pide:
1+cosx

a) Hallar los extremos absolutos de la funcién en el intervalo [—-721,1;—] .

b) Calcular el 4rea de la regién limitada por f (x) y las rectas x = g, y=0.

¢) Plantear las integrales que calcularian por el método de discos el volumen de revolucién obtenido al

girar el area del apartado b) alrededor del eje OX.
d) Plantear la integral que calcularia el 4rea de la regién R = {(x, y)eR*/0<y< f(x)a0<Sx< n}

(Es impropia? Estudiar su convergencia.
3,5 PUNTOS

PROBLEMA 4.
Determinar el haz ortogonal a la familia de curvas sen xcosh y = C,C € R. Encontrar las curvas de ambos

haces que se cortan en el punto (%,ln (\/5 + 1))

1,5 PUNTOS

PROBLEMA 5.

Sea F (x) la funci6n que determina el 4rea bajo la funcién f (t) ="

en [0, x] . Demostrar que la funcién

F (x) es estrictamente creciente en x 20 , enunciando los teoremas empleados.

1 PUNTO




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
25 de junio de 2008

Tiempo: 2 horas y 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacién de notas: 7 de julio de 2008
Fecha prevista de revision de exdmenes: 9 de julio de 2008

PROBLEMA 1.
a) Probar que (1+\/§ i)w =-2° (1+«/§ i).

b) Obtener y representar en el plano todos los niimeros complejos z solucién de la ecuacion:

- z+'3i -1
26'%

1,5 PUNTOS
PROBLEMA 2.
La expresion In |:sen3 (xy)] —cos(xy)=0 define de forma implicita una funcién y = y(x) en un entorno

del punto (x, y) = (1,121-) . Se pide:

a) Calcular la derivada de la funcién y (x) en x=1.
b) Determinar y representar el polinomio de Taylor de grado 2, centrado en x =1, de dicha funcién.
2,0 PUNTOS
PROBLEMA 3.
Sea R la region plana limitada por: y =tanx, x=0¢e y=1.
a) Calcular el 4rea de la regidn R integrando respecto de la variable x.

b) Calcular el mismo 4rea del apartado a) integrando respecto de la variable y.

¢) Plantear por los métodos de tubos y discos las integrales que calcularian el volumen de revolucién del
s6lido generado cuando la region R gira alrededor del eje OX. Calcular el volumen resolviendo el
método de discos.
3,5 PUNTOS

PROBLEMA 4.
Sea y (t) el desplazamiento de un determinado sistema libre masa-muelle-amortiguador, solucién de la
4y . o {y(O) =0

ecuacion diferencial con condiciones iniciales —+ 2>+ , .
dt y'(0)=1

dt
a) Determinar la funcién y (t) .
b) Calcular, para ¢ 2 0, los valores extremos del desplazamiento y (t) y de la velocidad '’ (t) .

¢) Representar la funcién y(t) ,para t >0.

2,0 PUNTOS
PROBLEMA 3.

Demostrar el teorema de valor medio para integrales:

1 b
b-a .L f(x)dx ’

1,0 PUNTO

“Si f (x) es continua en [a,b] entonces existe C € (a,b) tal qué f (c) =




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de septiembre de 2008

Tiempo: 2 horas y 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.

No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.

Fecha prevista de publicacidn de notas: 22 de septiembre de 2008
Fecha prevista de revision de exmenes: 24 de septiembre de 2008

PROBLEMA 1.
Resolver la ecuacion z* — i\/g z* —1=0, expresando las soluciones en forma exponencial y binémica.

Representar las soluciones en el plano R? y calcular la longitud del perimetro del poligono que se obtiene al
unirlas.

1,5 PUNTOS

PROBLEMA 2.
12x* 1n|x| —13x* x#0

, se pide:
0 x=0

Dada la funcién f (x) = {

a) Bstudiar la derivabilidad de f'(x) en x =0 a partir de la definicién de derivada.

b) Determinar los intervalos de crecimiento y concavidad de la funcién. Indicar los valores de x en los
que se alcanzan extremos relativos y puntos de inflexién de la funcién. Estudiar la existencia de
asfntotas.

c) Representar la funcion utilizando los resultados de los apartados anteriores.

d) Obtener el polinomio de Taylor de grado 2 centradoen x =1 de f (x) .
3,0 PUNTOS

PROBLEMA 3.

a) Plantear por los métodos de discos y tubos el volumen de revolucion del sélido generado cuando
D= {(x,y) eR?/x*+y*< 4/\(x--2)2 +y* < 4} gira alrededor del eje OY. Calcular el volumen

por el método de tubos.

b) Utilizando coordenadas polares, calcular el 4rea de la region:
R ={(x,y)e R*/x* +y* 24/\(x—2)2 +y° 34}
3,0 PUNTOS

PROBLEMA 4.
Resolver la ecuacién diferencial 2x>y’ +xy =1, x>0 con la condicién inicial y(l) =7

1,5 PUNTOS

PROBLEMA 5.
Enunciar el teorema de la derivada de la funcidn inversa y utilizarlo para demostrar:

(argcosh x)' = ,x>1.

x* -1

1,0 PUNTO




ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
4 de febrero de 2009

Tiempo: 2 hora 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe de estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 19 de febrero.
Fecha, prevista de revisién de exdmenes: 23 de febrero.

PROBLEMA. 1.
Resolver la ecuacién 28 — 223 4 2 = 0 siendo z € C, expresando sus soluciones en forma polar.

PROBLEMA 2.
Sea la funcién f(z) = In|z® — 1]

a) Representar la gréfica de f(z) estudiando: dominio, intervalos de crecimiento y extremos, intervalos
de concavidad, puntos de inflexién y asintotas.

b) Demostrar que existe la funcién inversa de f(z) para z € (1, +c0). Enunciar el Teorema de la
funci6n inversa y aplicarlo para calcular la derivada de dicha funcién inversa en el origen.

c) Obtener el polinomio de Taylor de la funcién f(g), de grado 2 centrado en el punto zp = /2.

Faet”

PROBLEMA 3.

" Obtener una primitiva de la funcién f(z) = L

2+ cosz+senz

PROBLEMA 4.
Sea la funcién f(z) = z/1—z con z € [0,1].

a) Comprobando que f(z) >0 Vz € [0,1], calcular el 4rea de la regién R encerrada por f(z) v el gje
0X.

b) Plantear las integrales para calcular el volumen generado al girar R alrededor del eje OX, del
eje OY, y del eje © = 1.

¢) Plantear la integral para calcular la longitud de f(x) con € [0,1] ;Es una integral impropia?

PUNTUACION: Problema 1: 1,5 ptos. Problema, 2: 3,5 ptos. Problema 3: 1,5 ptos. Problema 4: 3,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
20 de junio de 2009

Tiempo: 2 hora 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.
Fecha prevista de publicacién de notas: 26/06/09.
Fecha, prevista de revisién de exdmenes: 29/06/09.

PROBLEMA 1.

(cos & + isen —11'5)20
(1 -/3i)8

b) Identificar y esbozar el lugar geométrico siguiente: {z € C/Re(2?) =1}

, expresarlo en forma binémica.

a) Sea el nimero complejo z =

PROBLEMA 2.

A= si #0

1/22

Sea f(z) =
0 si z=0
a) Demostrar que f(z) es derivable Vz € R.
b) Estudiar el crecimiento y los extremos relativos de f(z).
¢) Estudiar la existencia de extremos absolutos de f(x) en el intervalo [—1, 1].
d) Estudiar las asintotas y su posicién relativa respecto a la gréafica de la funcién.

e) Representar la funcién a partir de los resultados anteriores.

PROBLEMA 3. )
Sean las funciones: f(z) =z%, g¢(zx)= =

a) Obtener el drea de la regi6n R encerrada entre sus gréificas y la recta = 2.
b) Calcular el volumen del s6lido generado al girar la regién R alrededor del eje OY'.
¢) Calcular la longitud del trozo de la gréfica de f(z) correspondiente a z € [0,2] .

d) Estudiar, si existe, el volumen del sélido generado al girar, alrededor del eje OX, el conjunto de

ordenadas de g(z) correspondiente a z € [2, 4+00).

PROBLEMA 4.
Hallar el volumen de un sélido de base circular de radio 4, sabiendo que todas las secciones planas

perpendiculares a un didmetro dado son tridngulos equildteros.

PUNTUACION: Problema 1: 1,5 ptos. Problema 2: 3,5 ptos. Problema 3: 3,5 ptos. Problema 4: 1,5 ptos.



ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA AERONAUTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
EXAMEN DE CALCULO I
8 de septiembre de 2009

Tiempo: 2 hora 30 minutos
Cada problema debe entregarse en hojas de examen por separado.
No se permite el uso de calculadoras.
El carné de la Escuela debe estar encima de la mesa.
Fecha, prevista de publicacién de notas: 15/09/09.

Fecha, prevista de revisién de exdmenes: 18/09/09.

PROBLEMA 1.

. , 3 . . .
Resolver la ecuacién z* —i22 + = = 0 siendo z € C. Representar en el plano complejo el poligono cuyos
vértices son las soluciones de la ecuacién dada y calcular su 4rea.

PROBLEMA 2.

Sea f(z) =1+ ex + 1!
a) Demostrar que la gréfica de f(z) corta una unica vez al eje OX. Enunciar los teoremas empleados.
b) Calcular los extremos absolutos, si existen, de la funcién f(z) en R. Lo mismo en el intervalo [-1, 1].

c) Calcular el polinomio de Taylor de f(z) de grado 2, centrado en z = —1. Aproximar con dicho
polinomio el valor de f(0) y hallar una estimacién del error cometido.

d) Enunciar la Regla de la Cadena y aplicarla para calcular la derivada de f o g, siendo g(z) = 2.

PROBLEMA 3.

Sea la region R = {(z,y) € B*/(z - 1P +32 < 1; ¥ <z <V3y}
a) Dibujar la regidn.
b) Calcular el 4rea de la regién, utilizando coordenadas polares.

c) Plantear por tubos y discos las integrales para calcular el volumen generado al girar R alrededor
del eje OY.

PROBLEMA 4.

T _¢2

Sea F(z) =/ e’ dt.

0
Demostrar que F(z) es creciente y enunciar el teorema empleado. Estudiar la concavidad de la funcién.

PUNTUACION: Problema 1: 1,5 ptos. Problema 2: 3,5 ptos. Problema 3: 3,5 ptos. Problema 4: 1,5 ptos.






