Control de Procesos Industriales

2. Modelado lineal de sistemas

por
Pascual Campoy
Universidad Politécnica Madrid

““ Modelado lineal de Sistemas

e —

» Introduccién

* Funcion de transferencia

* Punto de equilibrio y variables incrementales
- Sistemas con miltiples entradas

- Linealizacién de ecuaciones

+ Subsistemas y sistemas multivariables

- Simplificacion diagramas de bloques
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Motivacion del modelado

[— ]

» Control por realimentacion de la salida

Variable de sefial de Variable Variable

i error manipulada salida Var'igble
referencia p medida

—»(O—{ controlador Sistema » sensor T

¢cudl es el valor adecuado de la variable
manipulada para controlar la salida?

L
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Ejemplo regulador de Watt
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g

g\{# 'V gcalder‘a
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vapor

agua

turbina




Motivacion:
épor qué el modelado?

* pregunta: ¢cudl es la entrada adecuada
del sistema para controlar la salida?
(¢qué tiene que hacer el controlador?)

* respuesta: depende del comportamiento
del sistema ante esa entrada

» conclusion: se necesita tener un modelo
del comportamiento del sistema

L
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Modelado de Sistemas:
¢qué es un modelo?

[—

Modelo de un sistema es un conjunto de operaciones
que permiten obtener una buena aproximacion de los

valores reales de salida del sistema ante un rango de
valores de las entradas

d d

by 4 vl

> > q >

u . Yr u Ym
Sistema [ > Modelo [ » Ym(t)zyr(t)
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Modelado de Sistemas:
¢para qué un modelo?

- Permite conocer de una manera fdcil el
comportamiento de un sistema ante diversas
entradas

- Aplicaciones:

- Aprendizaje del comportamiento de sistemas (e;.
conduccidn de aviones, operaciones en centrales, ..)

- Experimentacion empirica del comportamiento
del sistema ante nuevas entradas

- Andlisis tedrico del comportamiento del sistema
ante nuevas entadas

y. /'(
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Modelado de sistemas:
ejemplos

— |
» Un circuito eléctrico

Un motor de gasolina

Una turbina de vapor

Una columna de destilacion

El cuerpo humano

La economia de un pais
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Metodologias para la
obtencion de un modelo

[— ]

« Tedrica: a partir de las ecuaciones diferenciales

que relacionan las variables del sistema
R

u=Ri+u,

“REw u=RCu_ +u
u C—— Cl/.lc=l. } c c

+ Empirica: a partir del comportamiento externo
entrada-salida del sistema = Identificacion

u(t) r— y(t) u=Ti, +u,
—{ Sistema [——
L
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Tipos de modelo

[— ]
Segln el tipo de sefial (continua-discreta)
Estdtico - dindmico

Lineal - no-lineal

Invariante - variante

Determinista - estocdstico

Parametros concentrados - pardmetros
distribuidos

Monovariable - multivariable
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Modelado lineal de Sistemas

[—

+ Introduccidn

Funcién de transferencia

* Punto de equilibrio y variables incrementales
- Sistemas con miltiples entradas

» Linealizacion de ecuaciones

+ Subsistemas y sistemas multivariables

- Simplificacion diagramas de bloques

e
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\B)Ejemplo: funcion de transferencia
de sistemas lineales

[—
Fu Fy ecuacion diferencial del sistema:
m e
K (u-y)=mp
K

resolucion mediante transformadas de Laplace:
K,U(s)-K,Y(s) = m[s°¥ () - $3(0) - y(0)

suponiendo nulos los valores iniciales de las variables
(eleccion adecuada del origen):

m

e
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‘B Funcién de Transferencia en sistemas
lineales monovariables

—> ]
ecuacion lineal de un sistema monovariable
(una entrada y una salida):

any(n) + .-+ aly + aoy — bqu(q) + .-+ blu + bOU
tomando transformadas de Laplace:

(a"s" +...+a's+a’)Y(s)=b%s? +...+b's+b")U(s)

despejando:
1 0
Y(s) Dbis’+...+bs+b
5 1 0
U(s) a's"+...+as+a
L
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Funcion de Transferencia:
definicion

[—

- En sistemas monovariables, continuos,
deterministas, lineales e invariantes el
cociente entre la transformada de Laplace
de la salida y la entrada es siempre fijoy
se le denomina funcion de transferencia del

sistema.
Y(s)=G(s)U(s)

representacion grafica:

U(s) Y(s)
— G(S) -

LD
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Ejercicio 2.1

[r—

Dado el sistema:

u=Ri+u,
Cu, =i

a) Obtener las f.d.t. U (s)/U(s) e I(s)/U(s) (5 puntos)

b) Implementar en Simulink la primera funcién de
transferencia y dibujar la evolucién de u (t) cuando
la u(t) varia bruscamente desde un valor inicial nulo
hasta 1. (5 puntos)

v /‘\
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B Ejercicios propuestos de f.d.t.
sistemas lineales

- muelle lineal con rozamiento viscoso
- dos masas acopladas

- muelle torsor con par resistente,
rozamiento viscoso y momento de
inercia

» circuito eléctrico conR, Ly C

—R
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Sistemas con retardo

Ly =Y(s)] [Lly(t—=T)] =Y (s)e™™

U(s) G(s) T 35)

U(s) Ty (s)
A;/%‘ O etsG(s) 28
D or
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Modelado lineal de Sistemas

+ Introduccidn
 Funcidn de transferencia

* Punto de equilibrio y variables incrementales

- Sistemas con miltiples entradas

» Linealizacion de ecuaciones

+ Subsistemas y sistemas multivariables
- Simplificacion diagramas de bloques

ya
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Ejercicio 2.2: punto de equilibrio

— |
Dado el siguiente sistema: _F )
F -a\2gNH = AH
F
a) Calcular el valor en el que se estabiliza la alturaH ( # = 0) cuando F =1
(2 puntos).
b) Calcular el valor de F, cuando la altura H estd estabilizada en H=1
(2 puntos).

b) Comprbar en Simulink que para los valores de F,y H calculados en los 2
apartados anteriores el sistema se encuentra estabilizado (3 puntos)
c) Obtener en un grdfico la evolucién de H(t) cuando F, varia del valor
obtenido en a) al nuevo valor obtenido en b) (3 puntos).

v /‘\
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Punto de equilibrio

[r—

Se define como punto de equilibrio de un sistema como
aquel en el que todas sus variables se encuentran
estabilizadas en unos valores constantes, es decir dquel
en el que todas las derivadas de las variables son nulas.
Dichos valores de las variables definen el punto de
equilibrio.

v /‘\
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Ejemplo: f.d.t. con variables

incrementales
p—
1w +ecuacion diferencial del sistema:
o K, (u-y)+mg=my
i y intento de resolucion mediante transformadas de Laplace:
K, U() = K, Y(s)+ ~mg = m[ Y (s) - 55(0) - y(0)]
mg s

* ecuacion diferencial de variables incrementales:
punto de funcionamiento: K, (1, — y,) + mg = my,
ecc . dif. variables incrementales (restando): Km (AU - Ay) = mAj}

* resolucion mediante transformada de Laplace:

m
L
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Modelado lineal de Sistemas

[—

* Introduccidn

* Funcion de transferencia

* Punto de equilibrio y variables incrementales
- Sistemas con miltiples entradas

- Linealizacién de ecuaciones

+ Subsistemas y sistemas multivariables

- Simplificacion diagramas de bloques

L
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F.d.T. en sistemas
multi-entradas

u
u2 -
—=— Sistema y
R
-------- >
um >

Y(s)=G,(s)U,(s) parau; =0 j=i
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F.d.T. en sistemas
multi-entradas

[—

Y(s) = G(s)U,(s) ++--+ G, (U (s)

representacion matricial:

U,(s)
Y(8)=[G(s)-G,(9)]  [=G(9HU(s)
U,(s)
é U.PM.-DISAM  P. Campoy Control de Procesos Industriales
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F.d.T. en sistemas
multi-entradas

[—

representacion grafica:

Ui(s)

— Gy(s)
Uy(s) +\+ Y(s)
— Gy(s) ———™O——

oS
—1_Gn(s)
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Ejemplo: f.d.T. en sistemas
multi-entradas:

J ecuacion del sistema:

‘Axs [l B +K (a-0)-B6O=J0
@Qﬁm—‘ resolucion mediante T.L. y valores

iniciales nulos:

Pr
1 K
m
Q(s) =—————P.(s) +——2——a(s)
Js“+Bs+K, Js"+Bs+K,
s
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Modelado lineal de Sistemas

[

* Introduccidn

* Funcidn de transferencia

* Punto de equilibrio y variables incrementales
- Sistemas con mdltiples entradas

+ Linealizacién de ecuaciones

+ Subsistemas y sistemas multivariables

+ Simplificacion diagramas de bloques

—R
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Ejemplo: Linealizacidn

F ecuacion diferencial del sistema:
} F. -a\2gVH = AH

desarrollo en serie de Taylor en torno a un punto
de funcionamiento: F, -ay2g[H, = 4H,

e-arra ik il
cuando H—H, queda la ecuacion lmeal.
F, —a\2gH, -a¥82 At~ aft
S : VEI2 1 gy

restando y denominando Avariable = variable:  F,-a i, =
0

(H H))-a (H H) +-=4H

0

.. 1
resultando la siguiente f.d.t.. |H(s)= 7\/%&(@
g
=y As+a
a\\ U.PM.-DISAM P, Campoy Cor VA, les 1
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2 F.d.T. en sistemas multi-entrada:
linealizacion y var. incrementales (1/2)

e — ]
ecuacion diferencial:
: (n) . (q1) . (Gm)
F(y,y,....y ou,ig,e..owy™ oo u, ut, ... ,u, ") =0
punto de funcionamiento:

y (n) ; (a1) 3 (@)
F(Y0: V0o 0@, Y0 sty ooty goe e sy se e sl sllyygse - sy’ ) =0

desarrollo en serie de Taylor:

JaF oF
F(-)) +— +—
dy

Re oF
(=Fo)+o b
Gyo

(u(q,,,) _ ui:l{(,],,)) =0

m

oF
(1=t 4

0 m o

1

(=30)+--
0

aproximando cuando A—0 por los términos de 1¢f orden, restando y
tomando valores incrementales respecto al p.f.:

oF oF oF oF

. oF oF
Ay At At AU e ] A, 4+ | A =0
1 m
|, |, oy |, ™| ou, |, au,"’|,
12
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2/ F.d.T. en sistemas multi-entrada:
linealizacion y var. incrementales (2/2)

[ —— ]
ecuacion linealizada con variables incrementales:

a"y™ 4. talg+aly = bPu™) o bhay 4 B0us 4+ bl B0 U,

tomando transformadas de Laplace:

(@'s" +...+a's+a®)Y(s)=b's" +...+bs+bU,(s) +...+ (B s + ...+ b, (s)

despejando Y(s):
Y()=G &)U, () +---+ G, (U, ()

2
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Ejercicio 2.3: linealizacién

[

Dado el sistema: f'ﬁ
fl — 81V 2gh = Ah

a)
b)

c)
d)

=

U.P.M.-DISAM P. Campoy

Sy
f2

Calcular las f.d.t. H(s)/F(s) y H(s)/S(s) y particularizarlas para el
punto de equilibrio definido por F,,=1, s,,=0.3, A=1 (3 puntos)
Dibujar en Simulink el diagrama de bloques con f.d.t. que permite
obtener obtener la evolucién de AH(t) en funcién de los incrementos
de F, y s;. (2 puntos)

Dibujar la grdfica de H(t) cuando F, pasa bruscamente de valer 1 a
valer 1,5, manteniéndose s, constante en el valor s,,=0.3 (2 punto)

Superponer en la grdfica de H(t) del apartado anterior (obtenida
con el modelo de f.d.t.) junto con la evolucién de H(t) del sistema
real. Analizar las diferencias observadas. (3 puntos)

Control de Procesos Industriales 34

Ejercicion propuestos:
Linealizacion

[

* depdsito con entrada la apertura de
salida

* sistema térmico
* reactor quimico

v /;<
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Modelado lineal de Sistemas

[— ]

* Introduccidn

* Funcion de transferencia

* Punto de equilibrio y variables incrementales
- Sistemas con miltiples entradas

- Linealizacién de ecuaciones

+ Subsistemas y sistemas multivariables

- Simplificacion diagramas de bloques

L
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Ejemplo: Subsistemas (1/2)

ecuaciones: enT.L.:

. di
u-u, =Ri+ LE U(s)-U, (s) = RI(s)+ LsI(s)
u, =Ko U, (s)=KQ(s)
P, =Kl F,(s)=K,I(s)

Pl’
P LpdBb= Jﬁ‘gﬂ’. P (s)- P.(s) - BRs) = JsQs)
t

sustituyendo en la ultima ecuacion y despejando:

~ K, Us) R+Ls
JLs* +(BL+JR)s + BR+ K K, JLs* +(BL+JR)s + BR+ K K,
: Js+B U(s)+— K,
JLs” +(BL+JR)s + BR+ K\K, JLs” +(BL+JR)s + BR+ K\K,

Q(s) B.(s)

I(s)=

B.(s)

LD
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L] . L]
Ejemplo: Subsistemas (2/2)
[— ]
circuito eléctrico de motor
U(S) 1 par motor sistema mecanico
Ls+R A I (s) Pm(s .
K,
Um(S ; Js+B A Q (S)
Ls+R -
L P()|
Js+B
[£]
fuerza contraelectromotriz
e
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Sistemas multivariables:
ecuaciones y F.d.T. (1/2)

[—

ecuaciones linealizadas con variables incrementales:

afy™ + - +alin+alyr = bBul™ bl 6%+ bl 09,
alyl™ + ot alip +ady, = b;’,‘lui‘“) o bh i + b s e+ b ulE) e BD

tomando transformadas de Laplace:
@'s" +...+ ais+a))Y,(s) = (b7 s + ...+ b s+ B))U () + ...+ (Blrs™ + ...+ B )U, (s)

(aps" +...+ a,s+a))Y,(s) = (blis" + ...+ b, s+ b)U,(8) +...+ (blns™ + ...+ b) YU, (s)
despejando Y(s):
Y()=G,HU () +--+G, (HU, (s) i=1..P

s
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Sistemas multivariables:
ecuaciones y F.d.T. (2/2)

ecuaciones de las salidas en funcion de las entradas:
Y, (s) = Gy y(s) Uy(s) +..+G,(s) U, (s)

Y (8) = Gy (5) Uy(8) 4. 4Gy n(8) Un(s)

utilizando la notacidén matricial:

Y(s) Yl(s) U(s) = U1(S) G(s) =
Y, (s) U(s)

resulta:

G,((s) ... Glm(s)J

G;l(s) e Gy(5)

Y(5) = G(s) U(s)
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Sistemas multivariables:
representacion grafica

P Gi(s) s
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Ejercicio:
Sistema multivariable

(— ]
Dado el sistema del ejemplo anterior: fé
Ah = fi—fe h
fa = s1v/2gh s
fZ
a) Calcular la matriz de f.d.t. de [h(s) f,(s)]T en funcién de [f,(s) s,(s)]T
y particularizarlas para el punto de equilibrio definido por f,;=1, 5,,=0.3,
A=1 (3 puntos)
a) Dibujar en Simulink el diagrama de bloques con f.d.t. que permite obtener
obtener la evolucién de Ah(t) y de Af,(s) en funcién de los incrementos de
f, ¥ s,. (2 puntos)
b)  Dibujar la grdafica de h(t) cuando f, pasa bruscamente de valer 1 a valer
1,5y s, pasa de valer 0.3 a valer 0.2 (2 puntos)
c)  Superponer en la grdfica de h(t) del apartado anterior (obtenida con el

modelo de f.d.t.) junto con la evolucién de h(t) del sistema real. Analizar
las diferencias observadas. (3 puntos)
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Trabajo:
depdsitos comunicados

]
h, a) Calcular las f.d.t. [H,(s) H,(s)]
- respecto de [F,(s) S,(s)]
n. D) Calcular la Hy(s) en funcion
= deFy(s)y S,(9)

S2 £, c¢) Calcular las ganacias estaticas
MJ—% y los tiempos caracteristicos
de dichas f.d.t.
Ali'l,l = f1 — 81 2g(h1 — hg)
A2h2 = 81V 2g(h1 = hz) — 824/ 2gh2
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Trabajo:
depdsitos comunicados

[r—

Usando Simulink dar valores coherentes al sistema de

los depositos para su funcionamiento en un p.e.

- a) para los dos depositos con dreas muy distintas y

- b) muy parecidas

Obtener las f.d.t. de los sistemas en torno a ese p.e.
- a) a partir de las ecuaciones

- b) mediante identificacién

Comparar en Simulink la evolucion de las alturas de los

tres sistemas siguientes; real, f.d.t. a partir de las
ecuaciones y f.d.t. apartir de identificacidn

LB
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