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Definiciones:
controlabilidad de un punto del estado

[F———— ]

* X, es controlable desde x, en [t,,t;], si y sélo si partiendo de
X(ty)=x, existe una entrada u(t) t, <t <t,, tal que x(t;)=x,

* X, es controlable desde x,, si y sélo para todo t, existe
un t, tal que x, es controlable desde x, en [t,,t;]

* X, es controlable en [t,,t,], si y sdlo para todo X,
X, es controlable desde x, en [t,,t,]

* X, es controlable, siy sélo para todo x, y todo t, existe
un t, tal que x, es controlable desde x, en [t,,t;]

-
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Ejemplo 3.1:
condensadores en paralelo

[— ]
Controlabilidad de puntos del espacio de estado

ucl | =M 0 Ul A
| f f R I | P R P
1

siendo: A\ = 1/(R1C1) y A2 = 1/(R2C3)

)

u

ParaRC RC.

a) estudiar la controlabilidad del punto u ;= u,=5,en funcién del estado inicial y
del intervalo de tiempo [0 t]
b) idem del punto u,,= 5, u,,=6

Para R,C, =2 R,C,;:
¢) idem del punto u,,=u,=5
d) idem del punto u,,= 5, u,=6

LA
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Definiciones:
controlabilidad de sistemas

[F—————— ]

* Un sistema es controlable en [t,t,], siy sdlo
si todos los puntos del espacio de estado
son controlables en [t,t,],

» Un sistema es controlable siy sélo si
todos los puntos del espacio de estado
son controlables

en sistemas lineales
t1
%(t)) = x(t) — B(tr, to)x(ty) = / B(t,,7)B(r)u(r)dr
to

LA
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Ejemplo 3.2:
condensadores en paralelo

[F—————— ]

Controlabilidad de sistemas

RICI R2C2
ecuaciones:
R, R, :
el | | =M 0 Uel AL
u@j f n =L s
1 2
T 1 siendo: Ay = 1/(R1Ch) v Aa = 1/(RoC)

Para R,C, =2 R,C,:

« idem del punto u ;= 5-e"(-A,t), u,=6-e"(-A,t) desde [1 1]T en
el intervalo [0 1]

sestudiar la controlabilidad del sistema desde c.i. nulas en

el intervalo de tiempo [0 1]

LA
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Controlabilidad de sistemas
lineales: teorema

[m—

* Dado el sistema:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
es controlable en [t ,t,] siy solo si la matriz
gramiano de controlabilidad W(t,,t,) es

invertible
t

W (t,,t,) =fq)(t1,‘5)B(T)BT (T)D' (¢,,T)dr

LA
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Controlabilidad de sistemas
lineales: demostracion

[m—

3 W-(t,.t;) < sistema controlable en [tg,1]

suficiente (=) :

conlaentrada U(t) =BT (z)®" (ty,7)W a (t4,t0)X4

se obtiene 5C(l‘l) = X,

<por tanto cualquier estado x, es controlable

y la entrada anterior u(t) es la de minima energia

necesaria (<): e

si no existe W-(t,,t,) entonces v x(t,)=0

siendo v el vector propio de W asociado al valor propio 0

< por tanto existen estados x(t,) no controlables
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B Ejemplo cdlculo del gramiano:
condensadores paralelo

R,C, R,C, ecuaciones:
) - 0 U A
R, R, Uel | _ 1 cl 1
b3 [ml-[ s a)
‘T °T7 siendo: A; = 1/(R1C1) y Ao = 1/(RaCs)

Gramiano de controlabilidad:

tr =M(t-7) 0 A\ [)\ A\ } =\ (t-7) 0
_ € 1 1 A2 € B

B |:0.5>\1(1—€_2)‘1t> )\1)\2(1;13;()\*21%\2%) ]

Mo (1=~ (A1 FA2)t Ot
% 05)\2(1 —e )
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Ej. Condensadores paralelo:
RlCl = RQCQ

[ — |

Gramiano de controlabilidad:

0.5M1(1 — e~ 2Mt) 0.5 (1 — e~2M1)

Wi, 0) = 0.5A1(1 — e=2M11) 0.5 (1 — e~ 2t

|W(t, 0)| = (0 —=> sistema no controlable
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Ej. Condensadores paralelo:

Rlclzl, R202:2 Yy t=1

Gramiano de controlabilidad:

0.5(1 — 6_2) % 1 — 6_1'5)
W(l,o) = { %(1 — 6_1‘5) 0125(1 _ 8_1) ]

W (1,0)| = 0.0013 # 0

Calculo entrada de minima energia para: [u.1(1) ueo(1)]7

2 1%

2

u(r) X

= BT<I>T(1,T)W_1(1,O){ ]

e—1+7'

1 0.5] [ .
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0

0.4323 0.2590

I

670.5+0A57—

45.2 ¢771 — 33.88 057705

Control en el Espacio de Estado

0.2590 0.1580

— N

Il

Ej. Condensadores paralelo:
Rlclzl, R202:2 Yy t=1

0.8

0.6

0.4f
3

0.2f

-0.2f
-0.4f

o 0.1

0?2 0?3 0:4 0;5 OTS 0?7 0:8
1

/ u?(T)dr =23.16 J

0

0.5 1
u,

E(u(7))
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Ej. Condensadores paralelo:

RO =1, RoCo =2

y

t=20.1

Gramiano de controlabilidad:

[ 05(1—e02) 95—
W(0.1,0) = [ 05(1 _ ¢-015) (35(1

W (0.1,0)| = 4.48 107

u(r) X

0
e—0.05+0.57

BTaT(0.1,7)W~1(0.1,0) {

[1 0.5 {

6—0.1+T
0
2564 eT*OAl — 2481 6057’7005
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Calculo entrada de minima energia para: [t (1) ue2(1)]

}:

Control en el Espacio de Estado

|

T

0.0906 0.0464
0.0464 0.0238

0.0906 0.0464
0.0464 0.0238

|

2 17

— N

|

|

Ej. Condensadores paralelo:

RO =1, RoCo =2

y

t=20.1

u(t)

-1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
t

1.

1
03|

0.6
5204
02)

0

0.2]

/ ~
Y .
\\
é/ U 04 05 0 05 1 15 2
Ll

25

Istado

"o 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
t

] E(u(r)) = /0 u?(1)dT = 168.68]




i) Ej. Condensadores paralelo:
RlClzlngszl.l Yy t=1

Gramiano de controlabilidad:

0.5(1 — e~2t) 0.4762(1 — e~ 1:9091%) ] B [ 0.4323  0.4056 ]

W(1,0) = [ 0.4762(1 — e~ 1:9091t) () 4545(1 — e~ L818t) 0.4056 0.3808

W (1,0)] =9,5310°

Calculo entrada de minima energia para: [u.1(1) ue(1)]7 = [2 1]
u(r) = BTST(1,7)W(1,0) { . } _
109091 [ e 17 0 04323 04056 ] '[2] _
- 0 e 0009L-7) 0.4056  0.3808 I

= 3733 ¢ 1 — 3613 0009101
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i) Ej. Condensadores paralelo:
RlClzlngszl.l Yy t=1

0 0.1 0.2 03 04 065 0.6 07 08 09 1 ) 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

E(u(7)) = /0 l u?(1)dr = 953290 J

é\\ =3 20 15 -Jo -5 o 5
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comandos Matlab

—

>> Wc=gram(sys,’c’)
>> det(Wc)

Gramiano en el intervalo (t, t0)

>> syms tau real

>> Wc=eval(int(expm(A*(t-tau)*B* ...
B"expm(A*(t-tau)',tau,t0,t))

7,
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comandos Matlab

—

Alternativa no simbdlica para el calculo del
Gramiano en el intervalo (t, t0)
>W11=quad(@Wint11,0,t)
function y=Wint11(x)
global AB t;
for i=1:length(x)
Int(:,:,i)=expm(A*(t-x(i)))*B*B"expm(A*(t-x(i)))';
end
y=Int(1,1,:);
>Wc=[quad(@Wint11,0,t) quad(@Wint12,0,t);
quad(@Wint21,0,t) quad(@Wint22,0,t)]
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Ejercicio 3.1
gramiano de controlabilidad

[m—

Dado el sistema de los depositos, con A =2, A,=1,5, 5,=0.25 y F,=1, cuyos valores de
equilibrio para distintos s, se calculan:

0 = fi,—51,V29(h1, — hay) fio = fie
h 0 = s, \/Zg(h1.0 — hzo).f 520.\/2gh20 120 = f20
2 y cuyas ecuaciones linealizadas son
S . ! 2 < 2
2 Ahy = — V9 hy + 19 ha + f1
filo filo
2 2 o2
Mphy = S| ER)VEL
1 o f1 0

a) calcular el valor del gramiano en el intervalo de tiempo [0 10] para
$10=0.3 y para s,,=2, analizando los resultados obtenidos.(5 puntos)

b) calcular el valor del gramiano para s;,=0.3 y en los intervalos de tiempo
[1020] y [10 11], analizando los resultados obtenidos. (5 puntos)

LA
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Controlabilidad de sistemas
lineales e invariantes: teorema

— ]

* Dado el sistema:
x(t) = A x(t)+ B u(t)

es controlable si y solo si la matriz Q es de
rango maximo (n).

Q=[BIABIAZBI...IA”‘1B]
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8 Controlabilidad de sistemas
lineales e invariantes: demostracion

[ ——— ]
rango (Q) = n < sistema es controlable

necesario (<):
x(t,)es c.l. de los vectores columna de Q

opor tanto para que cualquier X(7,) sea
controlable el rango(Q) tiene que ser n

suficiente (=):

si no es controlable existen vectores L a Q
& por tanto si no es controlable el rango (Q) <n
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comandos Matlab

>Q=ctrb(sys)
>rank (Q)
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B) Ejercicio 3.2 controlabilidad:
condensadores paralelo

—
R,C, R,C, ecuaciones:

R, R, [ Uer | _ | =M1 0 et | L | M

u ('\D (1 0 =X Ue2 A2

‘T °T7 siendo: A; = 1/(R1C1) y Ao = 1/(RaCs)

« calcular la controlabilidad de este sistema
mediante la matriz Q

* calcular el subespacio controlable

+ calcular los puntos controlables desde %o =[2 1
enelintervalo t€[0 1]

é’\ U.P.M.-DISAM P. Campoy Control en el Espacio de Estado
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Sistemas lineales invariantes:
Suespacio controlable

[F—— ]

» Todos los puntos controlables desde c.i.
hulas en un sistema lineal e invariante
forman un subespacio, denominado
subespacio controlable

» El subespacio controlable esta generado por
las columnas de Q de dimensidn ro=rango(Q)

Q=[BIABIAZBI...IA”‘1B]

7,
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Subsistema controlable: lema

Dado un sistema lineal e invariante con dimension del
subespacio controlable ro<n, existe una matriz de cambio de
base T tal que:

~ ~

A=T'AT = [Aaa Aab] B=T'B- §0a
0

~

Abb

en el que el subsistema (Aaaf?a ) de dimension roXrq es
controlable

donde T=[T,T,], donde T, es una base del subespacio
controlable del sistema
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Subsistema controlable:
representacion grdfica

X

u ~ ia a ~ y
Enne— Ba O_V f Ca O_V
A _ aa Aab g A e S
= ~ aa
0 Ay [ 1
g _ Ba Aab N SZ
s "| %,
‘|—V f —|-r 6b
Rl A [
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Bjercicio 3.3 subsist. controlable:
condensadores paralelo

R,C, R,C, ecuaciones:

R, R, Uer | _ | =M1 0 Uet At
.6 AR I P L

‘T °T7 siendo: A; = 1/(R1C1) y Ao = 1/(RaCs)

- calcular un subsistema controlable

+ ¢es la variable x; un subsistema controlable?
+ ¢es la variable x, un subsistema controlable?

* ¢qué variables constituyen un sistema con dindmica
independiente de la entrada?

LA
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