Solucion de la ecuacion de estado
en modelos lineales

[F——————— ]

» Solucion de la ecuaciéon homogénea
- Matriz de transicion
- Propiedades de la matriz de transicion

* Solucién de la ecuacién completa

- Cdlculo de la matriz de transicidn
- casos simplificables

método de Cayley-Hamilton

método de Jordan

mediante transformadas de Laplace

nuemricamente mediante Matlab
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()

olucion de la ecuacién homogénea

[F——————— ]

* ecuacién homogénea:
X(t) = A(t)x(t) ci.: X(tg) = X
*resolucion por aproximaciones sucesivas (método Peano-Baker)

x(t) = [ I+ ~i‘A(r)dr + ~}‘A(r)]A(17,)a’17,d‘5 +...

0 Ty Ty
t t T Tk

Bt = X + [A@)p a1 - [A@) [A@)... [AT1)dTq...dTdT + ... 1xo

to to to

@o(t) = %o

to

_ lim o (
X(t) = Jim gy (1) X(t) = ®(t,tg )%,
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Propiedades de la
matriz de transicion

[m—

+ derivada temporal

dd(t,1,)

————= = A(t))D(1,1
. (H)P(2,1,)

. VGIOf‘ en TO (I)(to,to) = I

* transitividad (I)(tz,to) =h q;(tz,t1)(p(t1,t0)

. inversa D(1,1,)" = D(t,,1)

+ cambio de base en el espacio de estado:

O(t,t,) = T"'D(t,t,)T
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Solucion de la ecuacion de estado
en modelos lineales

[m—

» Solucion de la ecuaciéon homogénea
- Matriz de transicién
- Propiedades de la matriz de transicion

* Solucién de la ecuacién completa

+ Cdlculo de la matriz de transicion
- casos simplificables

método de Cayley-Hmilton

método de Jordan

mediante transformadas de Laplace

numericamente mediante Matlab
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“Solucidn de la ecuacién completa

[F————— ]
+ ecuacion completa:

%(t) = A(x(t) + B(tu(t)  x(ty) = Xq

* resolucién:
- se ensaya con una solucién del tipo:
X(t) = B(t,t0)2(1)

- que introducida en la ecuacion diferencial permite obtener z(t) y
por tanto la solucion buscada:

x(t) = D(t,t,)x, + [ @(t.T)B(T)u(r)dr

Ty
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“Solucidn de la ecuacién completa

[F————— ]

x(t) =D(t,t,)x, + jq)(t,r)B(r)u(r)dr

Ty

d(t,t,)x, ° existesiy sdlo si existen c.i. de las variables
de estado no nulas

* es la respuesta del sistema ante entrada nula,
denominada evolucién libre del sistema

t

f O(¢,7)B(T)u(t)dr + existe siy sélo si existe entada no nula

o * es la respuesta del sistema desde c.i.
nulas
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Solucion de la ecuacion de estado
en modelos lineales

[m—

» Solucion de la ecuaciéon homogénea
- Matriz de transicion
- Propiedades de la matriz de transicion
+ Solucién de la ecuacién completa

+ Cdlculo de la matriz de transicién
- casos simplificables

método de Cayley-Hamilton

método de Jordan

mediante transformadas de Laplace

numericamente mediante Matlab

12
é\ Control en el Espacio de Estado 7

8) Cdlculo de la matriz de transicidn:
casos simplificables

[F——————— ]

- en los casos en que A0 f, Awdr= [ AmdiAn) se verifica:

t 1 t 2 1 t 3 fl A(tMt
D(1,1)) =1 + [ A(D)dT + E[ [ A(ydr] + 5[ [i AT + =g

efna“(tht 0
0 efuaim('tﬂ'[
« Ay =a(t) M (1,1, = er,oa(T)dr
- caso invariante: A)=A D(tty) =" = d(t-ty)
+ caso escalar: A(t)=a(t) <I>(t,t0)=ef:oa(”d’

Casos:
 A(t) es diagonal «(.t)-
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8 Cdlculo de la matriz de transicién:
Método de Cayley-Hamilton

5 n-1
B(1,10) = "o = S ()M

j=0

calculandose los coeficientes h;(t) mediante:

" n-1
e)u- f,oa(r)dr _ Eh (t))\,f i=1-n siendo A; son los
0 \ valores propios de M

st algin A, tiene multiplicidad m, se verificara:
" (ot k Jmnl j
&keAfm (et . J EH GYY

s s

A=,

k=1---m,-1

hedy
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Calculo de la matriz de transicion:
Método de Jordan (1/2)

siA(t) = T~ MToa(t) = Ma(t) donde M esta formada
por cajas de Jordan:

M; O 0
0 M, .
: .| S emar
~ Vi tla T T : : ..'. ~‘ .
q)(t’to):erto (mar _ [ 0 0 M;
entonces:

B(t, to) = TO(t, to)T 1
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Cdlculo de la matriz de transicion:
Método de Jordan (2/2)

[ —
donde para las cajas diagonales:

t

e)\l ftol a(r)dr 0 o 0
A f:: a(r)dr o 0

ot
eMJ fto a(r)dr 0 e

.
0 0 . e)qc ftol a(r)dr

y para las cajas de Jordan:

t t n—1
L [ e a0 e
to 2! (n—1)!
t
; ¢ (fy, a(r)dr)" 2
eMi ft;l a(r)dr _ 8)\ f:ol a(r)dr 0 1 fta Oé(T)da’U. o Mo VTS (n — 2)'
0 0 1 . ce.
L 0 0 0 1
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8) Cdlculo de la matriz de transicidn:
por transformada inversa Laplace

[ — |
tomando transformada de Laplace en sistemas lineales
invariantes se obtiene:

-1 -1
xt)=2L [((I-A)xo+-ZL  [(sI-A)'BU(s)]

por tanto:

() =2 [(T-A)7]

é/ Control en el Espacio de Estado 12




Ejemplo 2.1: sistema invariante

e —

Calcular analiticamente la evolucion del siguiente sistema
desde [x, x,]™=[1 1]" y con entrada:
X 1
u
0]

X, 233 e,
= +
x| (-1 Ofx,
Mediante Carley-Hamilton
Mediante Jordan

a)
b)

Control en el Espacio de Estado

Ejemplo 2.1: resolucion a)

e —

caso invariante ®(t) = e®?

a) Mediante Carley-Hamilton

®(t) = et

hol +hiA

2 i t
M = ho+ hi) n te t
B _ BhothA e, ho (1—2t)e
T a B e
B [ @+ tet
o) =hol+ma=| 100
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Ejemplo 2.1: resolucién b)

—

caso invariante ®(t) = e®?

b) Mediante la matriz de Jordan
>>A=[21;-10]; [T,J]=jordan(A)

T=1 1 JE AN 3 | 1t
100 A1 =8 [ o 1

>> syms t real
>> PhiJ=exp(J(1,1)*t)*[1 t; 0 1]  PhiJ =[ exp(t), exp(t)*t]
[ 0, exp(t)]
>> Phi=inv(T)*PhiJ*T  Phi=[ exp(t)*t+exp(t), exp(t)*t]
[ -exp(t)*t, exp(t)-exp(t)*t]
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Ejemplo 2.1: resolucidn c)

—

caso invariante ®(t) = e®?

c) Mediante el comando >> expm(Matriz)
>> expm(A*t)

ans = [ exp(t)*t+exp(t), exp(t)*t]
[ -exp(t)*t, exp(t)-exp(t)*t]
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" Ejemplo 2.1: simulacién con Matlab

[— ]
>[Y,X]=LSIM(A,B,C,D,U,T,X0) comando nuevo

>>A=[21;-10]; B=[1;0]; C=[1 1]; D=[0];
>>t=0:0.01:1; u=ones(length(t),1); Linear Simuiation Fesults

>> [sim(A,B,C,D,u,t,[1;1]); w/

02 04 06 08 1

>>[Y,X]=Isim(A,B,C,D,u,t,[1;1]); Tir ssc)

To: Out(1)
o

Amplitude

To: Out(2)
A b b L o w0

o
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Ejemplo 2.2: sistema variante

[ ————— ]

Calcular analiticamente la evolucion del siguiente sistema
desde [x, x,]™=[1 1]" y con entrada:

x| (2l i
= +| |u
x| |-t OJfx,| |0
a) Mediante Jordan
b) Mediante Carley-Hamilton
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Ejercicio 2.1

[ ————— |

Dado el sistema del ejercicio 1.3, cuyas ecuaciones linealizadas en torno al p.e.
$,=0.3, A,=2, A,=1,5,5,=0.25, F,=1, H=1.38 y H,=0,816 son:

SN R R

h, - 0.588 —0.996 hs

hey

a) Calcular la matriz de transicion para t=1 (2 puntos)

b) Calcular los valores de las alturas en el modelo anterior cuando estas
valen un 10% mas que en el p.e. (2 puntos)

¢) Obtener y dibujar los valores de ambas alturas durante 10 segundos a
partir de la matriz de transicion calculada, partiendo de unas alturas
iniciales del apartado anterior y con entrada F1 permanentemente igual a
la de su valor en el p.e. (4 puntos)

d) Superponer en la grafica anterior la evolucion de las alturas obtenidas con

é el comando Isim (2 puntos)
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jemplo 2.3: resolucion con Simulink

110
C x'= Ax+Bu
y = Cx+Du
State-Space
0.25
Constant
depositos comunicados
\\
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jemplo 2.3: resolucion con Simulink

(— A—
m
110
e 9 E
000 Scope2
State-Space ~ BF LRL HEEB B AR
m._ 00 O Seope? parametes
General H Dﬂ'ahlsbrv‘ Tip: try ri
i ! Limitdata pointsto last: 5000
(V! Save data to workspace
N Variable name: H1
ﬂ Format: | Armay +4
Constant ‘I ?
depositos comunicados
/
\
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Ejercicio 2.2

[ —

Dado el sistema de depositos del ejercicio 2.1

a) Dibujar en Simulink la evolucion de las alturas del modelo lineal
en las condiciones del ejercicio 2.1 (mismas c.i. y entradas) (3,3

puntos)

b) Comparar en un mismo grafico la evolucion de las alturas del
modelo lineal con la evolucion del modelo no-lineal (3,3 puntos)

c) Cargar en variables Matlab las evoluciones de las alturas de los
apartados anteriores y compararlas en el mismo grafico con las
obtenidas en el ejercicio 2.1 (3,3 puntos)
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