7. Aplicaciones proyectivas

Una aplicacién proyectiva del plano es una aplicaciéon f : P2 — P2,
es decir, que lleva rectas vectoriales de R? a rectas vectoriales de R3, y que
define a su vez una aplicacién lineal f : R? — R3, de modo que, si f(x) =y,
entonces f(z) = y, siendo x,y representantes de los puntos x,y del plano
proyectivo.

En una base vectorial de R?, {a, b, c}, la aplicacién f tendrd una expresion
coordenada
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donde (xg, 1, z2), (Yo, Y1, y2) son las coordenadas de x, f(x), respectivamente,
en dicha base y M es la matriz de f.

En el plano proyectivo, en una referencia {a, b, ¢; d} para la cual a, b, c,d
son vectores representantes que verifican (14), la expresién matricial serd la
misma,
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salvo un factor multiplicativo A\ # 0.
Veamoslo en un ejemplo sencillo sobre la recta proyectiva, P'. En este
caso, las ecuaciones de una aplicacién proyectiva seran de la forma
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Para ganar intuicion, proyectamos sobre la recta afin, dividiendo por la
primera componente, es decir, eligiendo representantes en los que yg = 1 =
xo,
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Son las llamadas transformaciones de Mobius de la recta. En gene-
ral, son funciones racionales, salvo si B = 0, caso en el que recuperamos las
aplicaciones afines de la recta. En caso contrario, la imagen de ;7 = —A/B
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Figura 11: Transformacion de Mobius

queda fuera de la recta afin, ya que es el punto del infinito. Son aplicacio-
nes proyectivas que no tienen equivalente afin, ya que mezclan el punto del
infinito con los puntos afines.

Si (C, D) fuese proporcional a (A, B), podriamos factorizar la aplicacion y
nos quedaria y; = const. Este es un caso degenerado que evitamos exigiendo
a las aplicaciones de Mdobius que AD — BC' # 0, es decir, que la aplicacion
lineal sea regular.

Claramente, las aplicaciones proyectivas no respetan la razén simple. Sin
embargo, dado que la expresién anterior no depende de z, vemos que el
cociente de dos razones simples si es conservado,

[f(a), f(b), f(x)] _ a,b, ]
[f(a), f(0), f(c)]  la,b,c]
De hecho, se puede demostrar que las aplicaciones proyectivas son las
lnicas que conservan este cociente, que, por ser razon de dos razones simples,
denominaremos razén doble de los puntos a, b, ¢, x,
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la,b,c,x] := (17)
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Si llevamos el punto b al infinito, el cociente cb/xb tiende a la unidad
y la razén doble estd bien definida. Mas aun, si tomamos a = 0, ¢ = 1
(como corresponde a que, si (1,0), (0,1) son las coordenadas de a, b, respec-
tivamente, entonces (1,1) son las del punto unidad c), entonces nos queda
0,00, 1, 2] =z, es decir, la razén doble [a, b, ¢, z] nos proporciona la coorde-
nada inhomogénea de x en la referencia {a, b; c}. Ejemplo.

Lo mismo que para la razén simple, existen definiciones alternativas de
la razén doble, que tan s6lo modifican el orden de los puntos.
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Figura 12: Razén doble de cuatro puntos alineados



