4. Coordenadas baricéntricas

Con frecuencia haremos uso de otro tipo de coordenadas en el plano. La
relacion con las coordenadas cartesianas, mas usuales, es sencilla. Sélo se
trata de poner en pie de igualdad los tres elementos de la referencia y, en vez
de requerir un punto y dos vectores, {a, €1, s}, necesitaremos tres puntos. La
manera de obtenerlos es sencilla. Simplemente trasladamos el origen por cada
de uno de los vectores de la base y asi obtenemos la referencia baricéntrica
{a,b,c},b=a+ e, c=a+ e,.
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Figura 4: Cambio de referencia cartesiana a baricéntrica

Si el punto z tenia por coordenadas (1, x1, z5) en la referencia cartesiana,
sus coordenadas baricéntricas son sencillas de obtener:

r=1-a+z1e1 +x960 = (1 —x1 —23)a+x1(a+e€1)+z2(a+ez), (7)

de donde se deduce que un punto de coordenadas cartesianas (1, z1, x2) tiene
coordenadas baricéntricas (1 — z1 — 9, 1, x2), que obviamente suman uno,
ya que una combinacién de puntos debe tener suma de coeficientes igual a la
unidad.

Del mismo modo, un vector de coordenadas cartesianas (0,1, z3) tiene
coordenadas baricéntricas (—zy — 29, 1, T3), qUe suman cero, como corres-
ponde a un vector.

A la inversa, para pasar de coordenadas baricéntricas a coordenadas car-
tesianas con origen en, por ejemplo, el primero de los puntos, sélo es preciso
eliminar la primera coordenada baricéntrica y sustituirla por un uno o un
cero, dependiendo de si es un vector o un punto. Es decir, un punto de coor-
denadas baricéntricas (xg, x1, T2), Z?:o x; = 1, tiene coordenadas cartesianas



(1,1, 25) si el origen es a. Si fuera un vector, sus coordenadas cartesianas
serfan (0, x1, z2).

Aunque no formen una referencia, podemos realizar combinaciones ba-
ricéntricas de varios puntos {ai,...,a,} y escribir un punto x como x =
> i, x;a;, donde x; son los coeficientes de la combinacién, que deberdn sumar
la unidad. Para un vector, deberan sumar cero.

La interpretacion de las coordenadas baricéntricas es sencilla. Considere-
mos tan sélo dos puntos {a,b}. Un punto x que sea combinacién baricéntrica
de {a, b} se escribe como = = (1 — t)a + tb, es decir, ax = tab, con lo cual
las combinaciones baricéntricas de {a, b} describen la recta que pasa por a y
b. Méas atin, podemos saber que, si las dos coordenadas (1 — t), ¢t estan entre
cero y uno, el punto = pertenece al segmento ab. El punto a corresponde a
t =0yel punto b, at = 1. Los puntos con ¢ > 1 estan mas alld de b y los
que tienen t < 0 estan mas alla de a. Ejemplo.
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Figura 5: Coordenadas baricéntricas en la recta

Esto nos lleva a una construccion tipica de la geometria afin, la razén
simple de tres puntos alineados, a, b, x, que denotaremos por
ax t
[a,b, x] = =T (8)
que no es mas que la proporcién existente entre los dos segmentos en los que
“divide” el punto x al segmento ab. Ejemplo.

Claramente, si = estd realmente contenido en el segmento ab, la razén
simple es positiva y toma valores en el intervalo (0,00). Si = estd situado
més alld de b, la razén simple toma un valor en el intervalo (—oo, —1). Y si x
se encuentra més alld de a, toma un valor en (—1,0). Los puntos singulares
corresponden a los casos degenerados de dos puntos coincidentes,

[a,b,a] =0, [a,b,b] = o0, la,a,2] = —1. 9)

La importancia de la razén simple radica en que es invariante bajo apli-
caciones afines, propiedad esta muy importante que subyace en el diseno.
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Figura 6: Razon simple de tres puntos alineados

La demostracién es bien simple. Como a,b,z estan alineados, denotando
r = |a,b, x|,

ax =rxb, f(ax)=rf(xb)=[a,b,z] =r=[f(a), f(D), f(x)], (10)

la proporcion se mantiene por la linealidad de f. [

De hecho, las aplicaciones afines pueden caracterizarse precisamente por
ser las unicas que conservan la razon simple de tres puntos alineados.

En el plano, podemos hacer una clasificacién similar de los puntos en
términos de sus coordenadas baricéntricas en una referencia {a,b,c}. Si x =
ua + vb+ we, de modo que u+ v+ w = 1, el punto = estara en el interior del
triangulo descrito por la referencia si 0 < u,v,w < 1. Si u = 0, el punto esté
sobre la recta bc y asi sucesivamente. Ejemplo.

u=0

Figura 7: Coordenadas baricéntricas en el plano
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Esta propiedad se generaliza sin dificultad a combinaciones baricéntricas

de varios puntos {ao, ..., a,}: Un punto x = Y"1 jwa;, tal que Y ju; =1
de modo que 0 < uy,...,u, < 1 esta situado en el interior de la envolvente
convexa de {ag,...,a,}, es decir, el menor poligono convexo (con dngulos

interiores menores que 7) que encierra a todos los puntos.
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Figura 8: Envolvente convexa de seis puntos

El nombre de baricéntrico hace referencia a que estas combinaciones ge-
neralizan el concepto de baricentro o centro de gravedad de un conjunto
de puntos, g,

1 n
g:n—l-l;ai’

que no es mas que el caso particular en el que todos los coeficientes son
iguales.

Las aplicaciones afines también se pueden expresan en coordenadas ba-
ricéntricas. Si x = zga + 10 + x9c = a + x1ab + xsac, entonces

f(z) = f(a) + z:1f(ab) + x2f(ac) = zo f(a) + 21 f(b) + 22f(c) , (11)

teniendo en cuenta que ) z; = 1.
Asi pues, las aplicaciones afines respetan las combinaciones baricéntricas,

f <Z Ui%’) = Zuif (ai) . (12)

hecho que nos sera muy ttil al definir las parametrizaciones de Bézier.



Por ello, podemos expresar una aplicacién afin en una referencia {a, b, c}
cOmo

Yo Zo
no | =M\ x|, (13)
Y2 T2

donde (yo,y1,y2) son las coordenadas baricéntricas de la imagen, f(x), de
un punto x, de coordenadas (g, 1, xs). Las columnas de la matriz M de la
aplicacion son las coordenadas de las imagenes de los puntos de la referencia

{a,b,c}.



