2. Parabolas C! a trozos

Video de Parabolas a trozos

Consideremos una curva plana formada por N tramos parabdlicos. Ten-
dremos una coleccién de vértices {co,...,can}, en la cual {cy,c1,ca} es el
poligono de control del primer tramo, {cz, 3, ¢4} es el poligono del segundo,
{Cg(i_l), Coi—1, Cgi}, el del z'—esimo, y {CQN_Q, CoN—1, CQN}, el del ultimo.

do di

Figura 1: Parabola a trozos

Cada poligono definird una parametrizacion en un intervalo. Asf el primer
tramo estara definido en un intervalo [ug, u1], el segundo, en [uy,us], el i-
ésimo, en [u;_1,u;] y el dltimo, en [uy_1, un].

Si queremos que la curva compuesta sea de clase C' en todo el intervalo
[ug, uy], tal como se estudié en el tema segundo, tendremos que exigir que
lo sea para cada valor u = u;,

Acy; . Acy;
Aui_l AUZ '

i=1,...,N—1, (1)

es decir, que los vectores Ca;_1C2i V C2iCa2i11 Son paralelos y estdn en la pro-
porcion Au,;_q : Au,.

Obviamente, las relaciones (1) no se mantienen si permitimos al usuario
modificar todos los vértices. Por tanto, si queremos mantener la clase de


http://youtu.be/kry-qoyhJp8

diferenciabilidad, s6lo deberemos ofrecerle los vértices que no afecten a dicha
condicién.

Con esta idea en mente, podemos ver (1) como la definicién del vértice
Coi, conocidos los vértices co; 1, Coi11,

A i A i—
Cop = —uc2i—l + L%H, (2)
Aui_l + AUZ Aui_l + Aul

que refleja el hecho de que la razén simple de los puntos co;_1, co;, o1 €S
precisamente [co;—1, Ca;, Coi41] = Au;—1 /A, tal como se refleja en la figura.

En resumen, los tnicos datos de la curva que debemos facilitar al usua-
rio para que los modifique libremente, sin alterar la condiciéon de suavidad,
son los nudos de la particién del intervalo, {uy,...,uyx} y los vértices de los
poligonos de control {cg,c1,...,¢2-1,...,Con_1,Can}, €s decir, un total de
N + 2 vértices, como corresponde al hecho de que tenemos 2NN + 1 vértices
y N — 1 condiciones de diferenciabilidad en las uniones. Ejemplo.

Video de Ejemplo de tramo parabdlico spline

Adelantando notacién posterior, denotaremos como {dy, ..., dy+1} estos
vértices,

d() = (g, dz = C9i—1, 1= 1, .. .,N, dN+1 = CoN. (3)

A este conjunto de vértices lo denominaremos poligono B-spline de la curva
polinémica a trozos.

Esta construccién de la curva de clase C'' parabdlica a trozos se podria
emplear para interpolar una curva de clase C' entre N + 1 puntos del plano,

ao, . ..,ay, por los que sabemos que pasa para valores conocidos del pa-
rametro u, a; = c(u;). El problema se reduce, en funcién de los vértices
{dy,...,dns1}, a resolver el sistema de ecuaciones co; = a;,

ag — do

Au; Ay .
a; = dz—l— di+1, 221,...,N—1
Aui_l + Aul Aui_l + Aul
any = dN-i-la (4)

que, obviamente es un sistema indeterminado, ya que consta, una vez eli-
minadas las dos ecuaciones triviales, de N — 1 ecuaciones lineales para N


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos4/ejemplo401.htm
http://youtu.be/D5hlPvrs83k
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Figura 2: Parabola a trozos que interpola cuatro puntos

incégnitas, los vértices di,...,dy, lo cual nos lleva a tener que fijar, por
ejemplo, una tangente en uno de los tramos. Esta seria una solucién un tanto
asimétrica del problema.

Obviamente, si la curva es cerrada, ¢y = con 2, todo vértice par se obtiene
a partir de los impares adyacentes por la relaciéon (2) y sélo es preciso facili-
tar estos ultimos, {c1,...,¢2_1,...,Can+1}. El vértice inicial-final se obtiene
como caso particular,

AUO + AUN
o = ¢ =—%¢ ———¢
0 2N+ = A A Y T A Aug D
AUN_l AUN
c = c + CoN_1- 5
2 AUN_l —I—AUN 2N AUN_l +AUN N1 ( )
El poligono B-spline, {dy, ...,dy}, estd formado por los vértices interio-
res, do = CaN+1, dl = C9;—1, 1= 1, .. .,N. .

La matriz de este problema es regular para N par. Luego tenemos garan-
tizada la solucién tnica del problema de interpolacién exclusivamente para
un ntmero impar de puntos, lo cual no quiere decir que no haya solucién en
todos los casos. Luego no es un método afortunado de interpolacién. Ejemplo.

Es claro que, como la parabola es una curva plana, esta construccién solo
es valida en el plano.


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos4/ejemplo402.htm

Figura 3: Pardbola a trozos cerrada
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Figura 4: Dos soluciones para el problema de interpolacion de cuatro puntos



