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1. Introducciéon

Video de Curvas spline

En el tema anterior estudiamos que una manera de superar la rigidez
de las curvas de Bézier consistia en recurrir a curvas racionales. Adn asi,
la flexibilidad que proporcionan los pesos de las curvas racionales es muy
limitada, ya que, como vimos, existen infinitas configuraciones de pesos para
un poligono de control que corresponden a una misma curva, de modo que
siempre podemos fijar dos de ellos. Asi pues, una cénica no tiene tres grados
de libertad adicionales frente a la parabola, sino tan solo uno.

Ademads, como las curvas racionales se corresponden con curvas poliné-
micas en el espacio, su capacidad de variacion no es mucho mayor que la de
estas.

Aparte, la posibilidad de aparicién de polos en la parametrizacion y pun-
tos en el infinito, los vectores de control, nos fuerzan a ser cuidadosos en la
eleccién de pesos y a mantenernos en el orden de magnitud de la unidad.

Por todo ello, parece aconsejable seguir buscando generalizaciones alter-
nativas de las curvas de Bézier.

En la introduccion del tema anterior apuntabamos una, las curvas po-
lindmicas a trozos. En vez de tratar de cubrir toda la curva con una sola
parametrizacion polinémica o racional, emplearemos varias. De esta manera
conseguiremos mayor flexibilidad, ya que, modificando una parametrizacién,


http://youtu.be/kpBfmHPxJI8

solo alteraremos la parte de la grafica correspondiente a esta y, al dispo-
ner de tantos poligonos de control como tramos polinémicos tiene la curva,
el nimero de grados de libertad para el diseno aumenta considerablemen-
te. Ademas, como también podemos recurrir a parametrizaciones racionales,
curvas racionales a trozos, también incorporaremos las ventajas del uso de
los pesos.

Sin embargo, no todo es tan sencillo como multiplicar el nimero de vérti-
ces del poligono de control por el nimero de tramos que queremos que tenga
la curva. En general, trabajaremos con curvas continuas y suaves. De hecho,
las parametrizaciones polinémicas y racionales son de clase C'*°, son dife-
renciables tantas veces como queramos. Pero en el tema segundo vimos que
las condiciones de diferenciabilidad imponian una serie de restricciones sobre
los vértices de los poligonos de control proximos a las uniones en las curvas
compuestas. Si querfamos una parametrizacion global de clase C*, los s + 1
vértices de cada poligono de control mas proximos a la unién estaban ligados
entre si. Por ejemplo, tener una tangente continua requeria la alineacién de
los vectores ¢,_1Cn ¥ CoCy.

Salvo que queramos expresamente que la curva presente puntos angulo-
sos, deberemos implementar las condiciones anteriores de modo que la curva
presente siempre la clase de diferenciabilidad que hayamos escogido de an-
temano, de modo que las modificaciones que realice el disenador sobre los
poligonos de control no afecten a estas propiedades.

Estudiaremos inicialmente como construir parabolas de clase C* a trozos
y ctibicas de clase C? y C! a trozos antes de introducir un procedimiento
general.

2. Parabolas C! a trozos

Video de Parabolas a trozos

Consideremos una curva plana formada por N tramos parabdlicos. En
vez de utilizar la notacién con tildes del primer tema, numeraremos conse-
cutivamente los vértices de los poligonos de control, teniendo en cuenta que,
para que la curva sea continua, el vértice ultimo de un poligono debe coin-
cidir con el vértice primero del siguiente. Asi pues, tendremos una coleccion
de vértices {co,...,can}, en la cual {cg, 1,2} es el poligono de control del
primer tramo, {cz, c3, ¢4} es el poligono del segundo, {ca(i—1), C2i—1, C2; }, €l del


http://youtu.be/kry-qoyhJp8

i-ésimo, vy {can_2, Con_1, Can }, €l del tltimo.

do di

Figura 1: Parabola a trozos

Cada poligono definird una parametrizacion en un intervalo. Asi el primer
tramo estara definido en un intervalo [ug, u1], el segundo, en [uy,us], el i-
ésimo, en [u;_1,u;] y el dltimo, en [uy_1, un].

Si queremos que la curva compuesta sea de clase C! en todo el intervalo
[ug, uy], tal como se estudié en el tema segundo, tendremos que exigir que
lo sea para cada valor u = u,,

Acy; . Acy; i
Aui_l AUZ ' T

es decir, que los vectores Ca;_1C2i V C2iCa2i11 son paralelos y estdn en la pro-
porcién Awu;_q @ Au;. Ya sabemos que si los vectores son paralelos, pero no
respetan la proporcion, la curva tiene tangente continua, aunque la parame-
trizacion no sea tenga derivada continua.

Obviamente, las relaciones (1) no se mantienen si permitimos al usuario
modificar todos los vértices. Por tanto, si queremos mantener la clase de
diferenciabilidad, s6lo deberemos ofrecerle los vértices que no afecten a dicha
condicién.

Con esta idea en mente, podemos ver (1) como la definicién del vértice
Coi, conocidos los vértices co; 1, Coi11,

Aui i Aui_l
= A Gt Gt
Aui_l + Au, st Aui_l + Au, 2t

LN -1, (1)

(2)

C2;



que refleja el hecho de que la razén simple de los puntos co;_1, co;, o1 €S
precisamente [co;—1, Ca;, Coi41] = Au;—1 /A, tal como se refleja en la figura.

Por tanto, conocidos los vértices “interiores”, cg;_1, de cada poligono y
los nudos de la particién del intervalo, {uo, ..., uy}, podemos reconstruir
los vértices “exteriores”, cy;, de los poligonos por la relaciéon anterior, garan-
tizando de este modo que la parametrizacion serd de clase C*.

Por supuesto, a los vértices impares habra que anadir los vértices que no
se obtienen a partir de ninguna condicion de diferenciabilidad, cg, con, puesto
que no estan situados sobre ninguna uniéon de tramos.

En resumen, los unicos datos de la curva que debemos facilitar al usua-
rio para que los modifique libremente, sin alterar la condicién de suavidad,
son los nudos de la particion del intervalo, {ug, ..., ux} y los vértices de los
poligonos de control {cg,cq,...,¢Co1,...,Can_1,Can}, es decir, un total de
N + 2 vértices, como corresponde al hecho de que tenemos 2N + 1 vértices
y N — 1 condiciones de diferenciabilidad en las uniones. Ejemplo.

Video de Ejemplo de tramo parabdlico spline

Adelantando notacién posterior, denotaremos como {dy,...,dys1} estos
vértices,

do = (g, dl = C2i—1, 1= 1, o .,N, dN+1 = CaN- (3)

A este conjunto de vértices lo denominaremos poligono B-spline de la curva
polinémica a trozos.

Obsérvese que con esta representacion, usando la forma polar de cada
tramo,

do :C[Uo,UQ], dz :c[ui_l,ui], 1= 1,...,N, dN+1 :C[UN,UN].

Por tanto, podemos unificar la notaciéon definiendo nudos auxiliares
U_1 = Ug, Uns1 ‘= Uy, de modo que

di:c[ui_l,ui], Z:O,,N+1,

O lo que es lo mismo, los nuevos vértices se evalian con la forma polar
sobre listas correlativas de dos nudos consecutivos extraidas de

{U07 Up, U1, U2y ..., UN-2, UN—-1, UN, UN}-


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos4/ejemplo401.htm
http://youtu.be/D5hlPvrs83k
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Figura 2: Parabola a trozos que interpola cuatro puntos

Esta construccién de la curva de clase C'' parabdlica a trozos se podria
emplear para interpolar una curva de clase C' entre N + 1 puntos del plano,

ao, . .., ay, por los que sabemos que pasa para valores conocidos del para-
metro u, a; = c(u;). Teniendo en cuenta (1) y (3), el problema se reduce,
en funcién de los vértices {dy,...,dni1}, a resolver el sistema de ecuaciones
C2i = Gy,
ag — do
Aui Aui_l .
a; = dz—l— dz s 221,...,N—1
Aui_l + Aul Aui_l + Aul 1
ay = dnyi1, (4)
Aul AUO 0 0
I 0 . 0 dy
= - . : (5)
ITN— ) dN
! 0 0 AUN_l AUN_Q

que, obviamente es un sistema indeterminado, ya que consta, una vez eli-
minadas las dos ecuaciones triviales, de N — 1 ecuaciones lineales para N
incognitas, los vértices dy,...,dy. Nos haria falta un dato adicional aparte
de los valores x; := (Au;_1 + Au;)a;.



Esto es l6gico, ya que lo que estamos haciendo es trazar parabolas entre
cada par de puntos consecutivos a;_1, a; y una parabola precisa de tres datos
para ser determinada. Podemos afirmar que la condicién de diferenciabilidad
fija un tercer dato, la tangente en uno de los extremos, conocida la tangente
del tramo anterior. Lo cual nos lleva a tener que fijar, por ejemplo, una
tangente en uno de los tramos. Esta seria una solucién un tanto asimétrica
del problema.

do

Figura 3: Pardbola a trozos cerrada

Obviamente, si la curva es cerrada, ¢y = con 2, todo vértice par se obtiene
a partir de los impares adyacentes por la relaciéon (2) y sélo es preciso facili-
tar estos ultimos, {c1,...,¢2_1,...,Can+1}. El vértice inicial-final se obtiene
como caso particular,

AUQ i AUN
& = C = C S —
0 2N42 = A Ae VY A o+ Aug !
Aun_q Auy

c = c + CoN_1- 6
2N Aun1 + Dun 2N AT Auy 2! (6)
El poligono B-spline, {dy, ...,dy}, estd formado por los vértices interio-
res, dy = Ccont1, di = C9;-1, 1 =1,..., N. Para el problema de interpolacion,



Coi=a;, 1 =1,..., N,

Aug  Auy 0 .- 0
Zo 0 Aul AUO . 0 d()
TN 0 0 . AUN_l A'LLN_2 dN
AUN_l 0 cee 0 AUN

donde zg := (Auy + Aug)ag, zn := (Auy_1 + Auy)ay.

d'
di d-
ai
d"
do d2
d
do s ds
d'

Figura 4: Dos soluciones para el problema de interpolacion de cuatro puntos

La matriz de este problema de interpolacion presenta un grave problema:
es facil ver que solo es regular para N par. Luego tenemos garantizada la
solucién tnica del problema de interpolacion exclusivamente para un nimero
impar de puntos, lo cual no quiere decir que no haya soluciéon en todos los
casos. Luego no es un método afortunado de interpolacion. Ejemplo. En el
caso se dos puntos, por ejemplo, no hay solucién, ya que no se pueden enlazar
dos parabolas con tangente continua.

Es claro que, como la parabola es una curva plana, esta construccién solo
es valida en el plano. En el espacio lo inico que conseguiriamos seria una
curva espacial compuesta de sucesivos tramos planos. Por todo ello, pasamos
al siguiente ejemplo, que es mucho mas interesante.


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos4/ejemplo402.htm

3. Cibicas C? a trozos

Video de Cubicas a trozos

Como es conocido, la curva no plana de menor grado es la ctiibica. Por ello,
para abordar el problema de interpolacion en el espacio, debemos recurrir
a este tipo de curvas. Buscaremos construir una curva de clase C? de N
tramos. Tendremos, pues, como vértices de los sucesivos poligonos de control
{co,...,csn}, de los cuales {c3(—1),C3i—2,C3i—1,C3} corresponden al tramo
i-ésimo, definido en el intervalo [u;_1, u;].

Vamos a imponer que la parametrizacién sea de clase C? en u = u;, unién
de los tramos i e (i 4 1)-ésimo. Como en el apartado anterior, la condicién
de ser de clase C! se traduce en

ACsz‘—1 ACsz‘ .
= =1,....N—-1 8
Aui_l Aui’ ! ’ ’ ’ ( )
Au; Ay
i — i— i+1, 9
C3 Aui—1+Auics 1+ Aui_1+Auics +1 9)

es decir, los vectores csj_1C3; Vv CsiCsir1 son paralelos y estan en proporcion
Aui_l . Au,

Finalmente, la condicion de continuidad de las derivadas segundas, desa-
rrollada en el tema segundo, aplicada al nudo u; nos proporciona como infor-
macion que los vectores csj_2C3;_1 ¥ €3i_1d; estan en proporcién Awu,_q @ Auy,
igual que los vectores djcsi11 v C3i11C3it2-

Aplicando esta misma condicién al nudo u;,; obtenemos otra relacion.
Los vectores c€3jy1C3i12 V Csirodir1 estan en proporcion Awu; @ Au;q. Y del
nudo u;_; extraemos que d;_1Csz;_2 y C3i_2C3i_1 guardan una proporcion igual
a Aui_g . Aui_l.

Con toda esta informacién, estamos en condiciones de expresar los vértices
C3i—1, C3i+1 en términos de los nuevos puntos que hemos introducido,

Aui Aui_g + Aui_l
C3i-1 = di—l + di,
Aui_g + Aui_l + AUZ Aui_2 + Aui_l + Aul
Au; + Auigy Au;_y

dir1. (10)

C3; i T
M Aui_l + Au, + Auiﬂ Aui_l + AUZ + Aqu

Este resultado, combinado con (9) nos permite obtener todos los vértices
de la curva compuesta a partir de los puntos dy, ..., dy_1, garantizando que


http://youtu.be/W70XjUDYCbM

C8

Figura 5: Cubica a trozos

la parametrizacién es de clase C%. Quedan fuera los vértices que no son
adyacentes a ninguna unién, es decir, los vértices iniciales, cg, ¢, y finales,
c3N_1, C3n, que no pueden obtenerse por estas relaciones.

Denotaremos, como hicimos en el apartado anterior, d_; := ¢, dy := ¢y,
dy := c3n—1, dyi1 = c3n, para poder completar la relacién de vértices. Los
restantes vértices, ca, c3n_2 se obtienen a partir de (10) tomando Au_; y
Auy nulos.

Podemos reescribir los nuevos vértices por medio de la forma polar, al
igual que hicimos con las parabolas a trozos:

En el nudo wu;, los vértices de la ctbica son

C3i—2 = C[Ui—l, Ui—1, lli], C3i—1 = C[Uz’—l,uz’, ui], C3; = C[Uz’,ui, lli],

C3i+1 = C[ui, Uy, Ui+1], C3i4+2 = C[ui,ui+1, Ui+1]-

Y sobre la parabola auxiliar que hemos usado para la continuidad de las
derivadas segundas,

C3i—2 = b[ui—la Ui—1], C3i—1 = b[ui—laui]v C3; = b[uiaui]u

C3i+1 = b[“z‘; ui+1]7 C3i+2 = b[ui—l—laui—l—l]'



Por tanto, d; = blu;_1, u;1] = c[uj—1, w5, w1, 0 =1,..., N—1, puesto que
estamos fijando el mismo valor u; en un paso del algoritmo de De Casteljau
en la cubica al evaluar todos los vértices implicados, con lo cual se obtienen
los mismos resultados que con la parabola.

Como, por su parte,

d_y = co = clug, ug, ug], do := c1 = clug, ug, u1),

dy = csy—1 = cluy—1,un, uy), dyy1 = 3y = c[uy, Uy, un),

si introducimos cuatro nudos auxiliares
U2 = Uy, U-1 = Uy, UN+1:=UN, UNt2: = UN,
todos los vértices se evaluaran sobre listas de nudos correlativos,
di:c[ui_l,ui,uiﬂ], Z:—l,,N+1

O lo que es lo mismo, los nuevos vértices se evaltian con la forma polar
sobre listas correlativas de tres nudos consecutivos extraidas de

{U_Q, u—17 u07 u17 u27 L ,UN_Q, UN_I, U‘N7 U‘N—l—17 UN+2}.

Realmente, la notacién usual es la correlativa de 0 hasta N + 2, para lo
cual deberfamos adelantar los indices en una unidad. Esta serd la notacion
que vamos a seguir.

Una vez més, en el caso de curvas cerradas, no hace falta anadir mas
puntos y todos los vértices se obtienen a partir de (9) y (10).

Por ello, podemos codificar la curva compuesta por medio del poligono
de control B-spline, {dy,...,dyi2} v la sucesién de nudos {ug,...,ux}
de modo que el usuario podra modificar la forma de la curva sin alterar sus
propiedades de diferenciabilidad.

Sustituyendo las expresiones de los vértices cz;_1 v c341 en (9),

a;d; + Bidip1 + Vidigo

3 Aui_l + Au, ’
- (Au;)?
v Aui_g + Aui_l + Aui’
Aui_g + Aui_l Aul + AuiH )
;= | Ay Au; )
2 ( B Au;_g + Au;_y + Au; A 1AU¢—1 + Au; + Auigg
Au;_q)?
i = (Auiy) (11)

Auiy + Ay + Ay’

10



vemos que cg; depende de tres vértices consecutivos del poligono B-spline.
Esta relacion es 1til para resolver el problema de interpolacién: dados

N + 1 puntos ag, . ..,ay y los nudos {ug,...,uy}, obtener la curva de clase
C? cibica a trozos que verifique ¢(u;) = a;. El problema se reduce al sistema
lineal (11), donde los datos son ¢y = dy = ag, ¢ = a;, t = 1,...,N — 1,

ay = dyyo = c3y y las incognitas son los vértices del poligono B-spline,
{do, ...,dns2}. Tenemos, pues, N + 3 incégnitas para N + 1 datos, asi que
el sistema tiene dos parametros libres, por ejemplo, d; v dyy1. Se puede
demostrar que el sistema tiene rango N + 1, asi que el problema tiene solu-
cién unica, una vez introducidos los valores de los vértices libres. El sistema
quedaria como,

1 0 0 e 0
T o B 7 0 d;
o )l=10 - 0 : , (12)
N 0 an-1 By-1 YNt Ay
0 0 0 1

donde estamos usando ya la nueva numeracion de vértices y xg := ¢y, x; =
(Aui_l + Aui)ai, 1= 1, .N — 1, IN = C3N—-1-

Video de Interpolacion cubica

Existen varias maneras de fijar estos vértices, imponiendo condiciones
razonables a la curva.

Una posibilidad son las condiciones naturales, que imitan el compor-
tamiento fisico del junquillo, el cual tiende a ser recto en los extremos. Por
tanto, la condicion natural es

d"(ug) = 0= "(un), (13)

que podemos desglosar en funcién de los vértices del poligono de control, ya

que la derivada segunda en el origen de la curva es, salvo factores constantes,
Au Au
L+ 0

AUQ + Aul AUQ + Aul

0:A260:Co—261+02:d0—2d1+ do,

haciendo uso de la relacién (10), con la nueva numeracién de vértices.

11
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De esta expresion y su andloga para los vértices finales de la curva, obte-
nemos la condicién natural sobre los primeros vértices,

0 = (AUO + Aul)do - (2AUO + Aul)dl + AuOdg,
= (Auy_1+ Aun_2)dyio — 2Aun_1 + Aun_2)dnit1 + Aun_1dn.

No obstante, estas condiciones no son muy apreciadas en el diseno, preci-
samente porque provocan que los extremos de las curvas sean excesivamente
rectos.

dz ds d> ds

da

23 4ds

Figura 6: Interpolacién con condiciones naturales y con tangentes de Bessel

Otra opcién consiste en elegir las tangentes en los extremos, ¢ (ug), ¢ (uy),
que determinan a su vez los vértices dy, dy1,

3 3
! = —(d; — d, ! = d —d
c(uo) Auo( 1 0); (un) AuN_l( N+2 N+1)s
teniendo en cuenta que dy = ag, dyio = ap,
AUN_l ’

Up
dl = Qg + TOC (Uo), dN+1 = anN — C (UN), (14)

3
que una vez reemplazadas en el sistema de ecuaciones, lo reducen a un sistema
de N — 1 ecuaciones para N — 1 incdgnitas.

Una manera practica de prescribir las tangentes son las condiciones de
Bessel, que consisten en tomar como valor de ¢ (ug) la derivada en el origen
de la pardbola que pasa por los puntos ag, a, as y, andlogamente, ¢'(uy) serd
la derivada en uy de la parabola que interpola ay_9,an_1, ay.

La parametrizaciéon de la primera de las parabolas es

(g — u)?ey + 2(u — up) (ug — )¢y + (u — ug)?és

élu) = (Aug + Auy)? ’

12



donde ¢y = ag, ¢a = as y ¢ se determina por la condicién a; = ¢é(uy)

(Au1)2a0 + QAU()AUlél + (Auo)2a2

tlun) = (Aug + Auq)? ’
N 1 <(AUQ + Au1)2 Aul AUO )
&G = = ay — ag — a
DT o\ T Awdn T Aw™ T A )
con lo cual la derivada en el origen y el vértice d; son
d(ug) = &(ug) = (&1 — o),
Aug + Auy
2 1
d = ———(A Auc =
! 3(Aug + Aul)( tado + Auoty) + 30
y de manera analoga para el extremo final de la curva,
s 1 ((AUN—2 + AUN—l)Za _ AuN_2a _ AuN—la )
N=L 2 AuN_lAuN_g N AUN_l N AUN_Q N=2 )

d B 2
N 3(AUN_2+AUN_1)

Las tangentes de Bessel proporcionan resultados mucho mejores que la

(Auy_san + Auy_1ey-1) + §QN~

condicién natural. Ejemplo.
En el caso de curvas cerradas, como se ha indicado, no son precisos vértices

ni datos adicionales y el sistema se cerraria en forma periddica,

a  Bo Y B 0
o 0 - - ’ 0 dy
= 0 . an2 Onv2 TN : ’ (15)
N -1 - 0 an—1 Bya dy
Bn v 0 B an

donde ahora zg := (Auy + Aug)ag, zn := (Auy_1 + Auy)ay.

4. Cubicas C! a trozos

Un problema alternativo al anterior seria la interpolacion con cibicas,
conocidos los puntos de la curva c(u;) y las tangentes a la curva, de clase C!

al menos en dichos puntos.

13
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d2 d3

al az

ao as

di do

Figura 7: Interpolacién con ctibica a trozos cerrada

Supongamos que tenemos N + 1 puntos {ag,...,ax} y N + 1 vectores
{vo,...,un} y queremos trazar una curva interpolante c¢(u) que verifique
c(u;) = a;, (u;) = vy, i = 0,..., N para una sucesion creciente de valores
del pardametro wu, {ug,...,un}.

Una solucion sencilla para este problema nos la proporciona una ctibica
a trozos de clase C'* con N tramos. Al igual que en el caso anterior, la curva
requiere 3N + 1 vértices {cy,...,csn}, de los cuales N + 1, los extremos de
las cibicas, estan determinados por las condiciones c3; = a;, ¢ = 0,..., N. El
resto estan determinados por las tangentes.

Teniendo en cuenta las expresiones para las derivadas en los extremos de
cada cubica, estudiadas previamente,

C3i+1 — C3;
v o= ) =32 TS g, N—1
7 (2 A'LL 9 Y Y )
i
C3i — C3i—1 .
/ 1) 7
v, = C(UZ)ZBTl Zzl,...,N,
i—

respectivamente para el extremo inicial y final de cada tramo. De aqui pode-
mos despejar los vértices interiores de cada poligono,

Au; .
C3i41 = Cgi+Tuvi, 1=0,...,N—1,
Au,;
C3;i—1 — C3; — ,l;) 1’02', ’izl,...,N, (16)

asi que en este caso no hay grados de libertad adicionales y la curva queda
determinada univocamente.

14



dz Alo: Al ds
al
di d4

doe ao a2 ods

Figura 8: Interpolacién C* con ciibicas a trozos

Sin embargo, para codificar la informacién de la curva, no es preciso una
vez mas dar todos los vértices, sino tan sélo los interiores, ya que los vértices
exteriores se despejan de las relaciones anteriores,

~Auygesipn + Augesig

;= , =1,...,N —1, 17
“s Auiy + Auy ! (17)

salvo los vértices inicial y final, ¢, cs3y. Por tanto, podemos caracterizar
la curva por la sucesién de nudos {ug, ..., uy} v los vértices del poligono
B-spline, {do,...,dsn41}, dado por dy := co, daim1 = C3i—2, do; = C3i-1,
1 = 1,...,N, d2N+1 = C3N,

_Auygdyigr + Augdy;

= L i=1,... N—-1. 18
“3 Ay + Ay, ! (18)

d> ds

di

do

d; de

Figura 9: Interpolacién C* cerrada con ctibicas a trozos

15



Escribimos los nuevos vértices con la forma polar,
dy = C[UO,UO,UO], dy = C[Uo,uo,ulL dy = C[Uo,ubul], d3 = C[Ul,ul,uz],

don—1 = C[UN—buN—lauN]a dony = C[UN—l, Un, UN]> d2N+1 = C[UN, UN>UN],

y observamos que se obtienen evaluandola sobre listas correlativas de tres
nudos consecutivos tomados de

{UO, Ug, Ug, U1, U1, U2, U2,y . . ., UN_-1, UN—-1, UN, UN, UN}-

El caso de curvas cerradas que interpolen los N + 1 puntos y tangentes es
aun més sencillo: las expresiones (16-18) son validas también para los casos
extremos ¢ = 0, N sin mas que tomar Au_; := Auy, para lo cual necesitamos
un nudo mas, uyy1, €l que cierra la curva mediante las condiciones ay =
c(unt1), vo = (Un1)-

Este problema de interpolacion se puede generalizar dando los valores de
las derivadas segundas de la parametrizacion, para lo cual recurriremos a
curvas quinticas de clase C? a trozos.

5. Curvas B-spline

Video de Curvas B-spline

De los ejemplos anteriores podemos inferir ciertas propiedades de las cur-
vas de grado n de clase O™~ ! a trozos con N tramos:

= Se definen con un poligono B-spline de n+ N vértices {do, ..., d,1n_1}
y una lista de 2n + N — 1 nudos {ug, ..., Uspin_2}-

» La curva estd definida en el intervalo de N tramos [t,—1, Up+n—1]-

s Los n—1 primeros nudos y los 1ltimos son nudos auxiliares y se toman
respectivamente iguales a u, 1 y a Uy n_1.

s Es decir, la lista de nudos comienza con n nudos iguales ug = - - - = u,_1
y acaba con otros n nudos iguales u, y_1 = -+ = UspiN_2.

= Los vértices se definen a partir de la forma polar evaluada sobre listas
de nudos correlativos, d; = c[u;, . .., Uippn—1].
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» La clase de diferenciabilidad en un nudo interior w; baja a C™™" si
dicho nudo esta repetido r veces. De esta propiedad nos ocuparemos
mas adelante.

La primera propiedad es sencilla de comprobar, ya que una curva de grado
n y N tramos tiene poligonos de control por un total de 1 + nN vértices,
{co,...,con}. Si imponemos que la curva sea de clase C"~!, tenemos n — 1
condiciones en las N — 1 uniones de los tramos. Por tanto, el ntiimero de
vértices libres resultante es

140N —(n—1)(N-1)=n+N.

La curva a trozos no puede ser de clase C" o superior, ya que un polino-
mio de grado n esta determinado por sus n derivadas. Por tanto, si estas n
derivadas fuesen iguales en todas las uniones, la curva seria en realidad de un
Unico tramo, ya que las funciones polinémicas serian las mismas en todos los
tramos. De hecho, la cuenta anterior daria un total de n + 1 vértices libres,
los que corresponden a una curva de grado n y un tnico tramo.

El resto de propiedades son consecuencia de definir los vértices como
d; = c[u, . .., Ujrn—1], manteniendo los vértices inicial y final,

n>]
Y

dy = co = cluy" N1l

dnyN-1 = CoN = C[Un+zv—1
lo que obliga a introducir los nudos auxiliares.

Queda por ver como expresar el algoritmo de De Casteljau con poligonos
B-spline y nudos, ya que resultaria engorroso tener que pasar de nuevo por
los poligonos de control de cada tramo, via forma polar, para poder aplicar
el algoritmo.

Para ilustrarlo, comenzamos con un parabola de un sélo tramo, con
poligono B-spline {dy, d;,ds} y nudos {ug,u1, us, uz}. El algoritmo de De
Casteljau tiene dos iteraciones,

do = C[Uo, ul] d1 = C[Ul, UQ] d2 = C[Ug, U3]
dy (u) d (w) :
dy (u) = clu, u]

de las cuales desconocemos la expresion, pero sabemos que son afines en u y
que deben ser combinaciones baricéntricas de dos vértices consecutivos. Por
ejemplo,

d(l))(u) = Mo+ (1—N)d; = Ac[ug, ug]+(1—=X)c[ur, us] = ¢ [ug, Aug + (1 — Nus],
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por la simetria y multiafinidad de la forma polar.

Por otra parte, como en cada iteracion el algoritmo sustituye un nudo
por una u, la unica posibilidad es que d(l)) (u) = cluy, u]. Comparando ambas
expresiones, deducimos que

u = Aug + (1 — N)us.

Como a su vez A tiene que ser afin en u, A = au + b, la tnica solucién

posible €es
Uo — U Uo — U U — Ug
2 = dol) (u) — 2 d() —|—

Uz — Ug Uz — Ug Uz — Ug

A:

d1>

y, del mismo modo, trasladando una unidad los indices,

Uz —Uu U — uy

d})(u) = cu, us] =

di +
U3 — Uy Uz — Uy

ds.

De idéntica manera, en la segunda iteracion,
dy)(u) = pd(w)+ (1= p)dy (u) = pefuy, u] + (1= p)efu, uo]
= clu,pur + (1 — pus],

v, a su vez, d (u) = c(u) = clu, u).
Por tanto, razonando igual que en el paso anterior,

U — U U — Uy

u=pu + (1 — p)ug = u + Us,

Ug — Uy Ug — Uy
U2 — U 1) U — U 1)

d? (u) = d dV (w),

o (u) — 0(u)+u2—u1 1 (u)

c(u) = Uz — (uz_uc[uo,u1]+ — c[ul,uQ])
Uy — U1 U2 — Ug U — Ug
Uz (“3_“c[u1,u2] Pl c[u2,u3]). (19)

U2 — U \U3 — U1 U3 — Uy

Resumiendo, los pasos seguidos en el algoritmo han sido:

r=0)  clug,u],cluy, us], clug, us
r=1)  cluy,ul,clu,us]
r=2)  clu,ul,
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donde cada paso consiste en la interpolacion en u en el intervalo formado por
los nudos distintos de los vértices correlativos. Ejemplo. Este es el algoritmo
de De Boor para una curva parabélica de un tnico tramo. Ejemplo.

Por ejemplo, para un poligono B-spline {(0,0),(0,1),(1,1)} y una suce-
sién de nudos {0, 1,2,3}, el valor de la parametrizacién correspondiente a
u=2es 1 !

El algoritmo se generaliza sin dificultad a curvas de cualquier grado, n, y
un solo tramo:

En la primera iteracion, de cada pareja de vértices consecutivos, d; =
c[ui, ey ui+n_1], di+1 = C[Ui+1, e ,ui+n], con n — 1 nudos {Ui+1, Ce ui—l—n—l}
comunes desaparecen los nudos no comunes, u;, U;,, y aparece u por inter-
polacion,

Ujgn — U U — U
U= —"""U; ——Uj4n,
Ujpn — U Ujtn — Uy
s 1 .
para dar el nuevo vértice di)(u), i=0,...,n—1,
1) Ujgn — U U — U
d;"(u) = c[isry o Uigp—1,u) = ———d; + ————d;41.
Ujtn — Uy Ujtn — Uy
El esquema se repite para el resto de iteraciones, r = 1, ..., n: de la pareja
de vértices,
T _ <r> T _ <r>
di - C[ui-‘rra sy Uign—1,U ]a di+1 - C[ui-‘rr—i-la sy Ui, U ]7

desaparecen los nudos no comunes, u;1,, U;,, y aparece u por interpolacion,

Ui — U U — Uity
U = Uit + Ujtn,,
Ujgn — Witr Ujgn — WUitr
T r—+1 .
para dar el nuevo vértice d, )(u), 1=0,....,n—7r—1,
r+1) _ <r+1>
di (u) = clUigrits e Uign-1,U ]
Ujgn — U T U — Uity r
= ) () + ] ().
Uign — Witr Uign — Witr

Recapitulando, el algoritmo de De Boor consiste en la aplicacién reiterada
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del algoritmo de De Casteljau,

dz‘l)(u) = c[Uig1, . U1, Ul 1=0,...,n—1,
Uity — U U — U;
= = di + —di41,
Ui, — Uy Uit — Uy
d?’(U) = Uiy Ui, uS7], =0, n—1, r=1,...,n,
= Tl g () ¢ L D),
Wign, — Uigr—1 Wign — Uitr—1
Up — U U—Up—1 g
d(u) = el = ey ) + A w). (21)

Up — Up—1 Up — Up—1
Por supuesto, c¢(u) = dg)(u). La parametrizacion esta definida en el inter-

valo final, [u,_1,u,]. Ejemplo.

0) clug, ..y Up—1] Cltny ..y uzp—1]
1) clug, ..., up—1,ul Cltn, ..., Uop—2,ul

n—1) cfun_1,u<"1>]  clun, u<1]

n) c[u<">]
c[u,uz,u3] cluz,u,us]  cluz,us,u4]
clut,uz,u] clu,us,u4]
c[uo,ur,u2] clus,u4,us]

Figura 10: Algoritmo de De Boor para una cibica

A pesar de su aparente complejidad, este algoritmo es recursivo. En el
primer paso interpolamos en el intervalo formado por los nudos no comunes
de dos vértices consecutivos para el valor u del parametro y eliminamos
los nudos primero y ultimo para quedarnos con {uy, ..., us, 2} y n vértices,

1 1 . . .

{do) (u),..., dn)_l(u)}. Sobre estos volvemos a aplicar el mismo procedimiento,

hasta un total de n iteraciones. Tras la iteracién r-ésima, nos quedamos con
los nudos {uy, ..., usnr_1} y n —r vértices, {d (u),...,d (u)}.

20


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/anima/anima403.htm

6. Forma polar

La forma polar correspondiente al algoritmo de De Boor se construye de
manera trivial. De hecho, hemos hecho uso de ella para deducir el propio
algoritmo. Al igual que sucedia con el algoritmo de De Casteljau, consiste en
interpolar en cada iteracién del algoritmo para un valor, en general, distinto
del parametro u. Para el poligono correspondiente a una curva de grado

n, {do,...,d,}, y una sucesién de nudos, {ug, ..., us,_1}, la forma polar se
evalta en los valores vy, ..., v, del parametro,
1) )
d; [Ul] = C[Ui+1, coey Uidn—1, Ul]>
Uitn — U1 U1 — Uy .
= dz—l— dz’+1> ZZO,...,TL—I,
Witn — Uj Wipn — Ui
r) —
d;'[vr, .. 0] = Uity ey Wipn—1, ULy - Uy
Uit — Uy r—1)
A T,

Uign — Uitr—1
Up — Ujpr—1 dr—l)

+ Uisn — Uigr_1 T [or, - V-l
1 = 0,....n—r, r=1,...,n,
Up — V _
dvy,...,v,] = dg)[vl,...,vn]:udg U[m,...,vn_l]
Up — Unp—1
Up — Up—1
+ L ve] = o, - o) (22)
Up — Up—1

A pesar de su aparente asimetria, la forma polar sigue siendo simétrica,
como se puede comprobar facilmente para n = 2,
Uz — V2 U2 — Uy

dlvi,ve] = clug, v = g ulc[vl’ul] + Hc[vl, Us]
= Uz — V2 (U2 U C[UQ, Ul] + 71}1 — % C[Ul, Ug])
U — Uy U9 — Ug U — Ug
+ 2 (Ug — 4 C[Ul, UQ] + 71}1 o C[UQ, U3]) s
U — U \ U3 — Uy U3 — Uy

donde los términos de c|ug, u1], cug, us] son claramente simétricos en el inter-
cambio v, <> vy. El término menos aparente, c|uy, us| es también simétrico,
aunque requiere un pequeno calculo.

Como ejemplo, calculamos la forma polar para {dy, d;, ds, d3} y sucesién
de nudos {ug, uy, ug, us, uy, us }, evaluandola en {vy, vy, v3}. Obviamente,

dy = C[Uo,ul,uz], dy = C[Ul,uz,u?,], dy = C[U2,U3,U4], d3 = C[Us,u4,u5],
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U3—U3 U3 — U2

d[vi,ve,v3] = clvi, vy, v3] clvi, va, ug] + clvr, va, us]
Uz — Uz Uz — Uz

Uz — V3 (U3 — V2 Vg — Uy

- U17u17u2] + C[Ul,UQ,Ug]
U3 — Uz \U3 — Uy Uz — Uy
U3 — Uz [ Ug — V2 Vo — U2

+ Ul,UQ,Ug] + C[U17u37u4]
Uz — Uz \Ug — U9 Uyg — U
Uz — V3 ([ U3z — V2 Us — U1 V1 — U

= do + dy
U3 — U2 \U3 — U1 \U3 — Up Uz — Up
Vg — Uy U4—U1 vl—ul

+ ds
Uz — Uy U4—U1 U4—U1
V3 — Uo Uy — V2 Ug — U1 V1 — Uy

-+ < dy + do
U3 — U2 \Ug — U2 \Ug — U1 Ug — U1
Vg — U2 (U5 — U1 U1 — U2

+ dy + ds | ).
Ug — U2 \Us — U2 Uz — Uz

Obviamente, la forma polar devuelve los valores correctos de los vértices
del poligono de control. Ejemplo. Ejemplo.

d[uia SRR ui-i-n—l] = C[ui> s aui-i-n—l] = dz

En el fondo, lo tinico que hemos hecho al introducir el algoritmo de De
Boor para curvas polinémicas de un solo tramo es cambiar el conjunto de

puntos con los cuales calculdbamos la forma polar. Pasamos de {co, ..., ¢,}
para el algoritmo de De Casteljau a {dy, ..., d,} con el algoritmo de De Boor.
Pero la forma polar sigue siendo la misma.

Por tanto, dado que d; = c[ug, ..., Uisn_1] ¥ ¢; = c[us"7™, us], vemos

que la forma polar nos proporciona un sencillo mecanismo para pasar de un
esquema a otro. Por ejemplo, si tenemos el poligono B-spline de una curva de
grado n, {dy,...,d,}, su poligono de control, como curva de Bézier vendra
dado simplemente por

<n—i>’ u;2>] — d[u<n—i> <i>].

G = C[un—l n—1 > Up

Por ejemplo, la curva parabdlica de la figura tiene poligono B-spline
{(0,0),(1,1),(2,0)} y nudos {0,1,2,3}. En la representacion de Bézier le
corresponde un poligono de control {(1/2,1/2),(1,1),(3/2,1/2)}. Partimos
de la expresién, teniendo en cuenta que la curva esta definida en el intervalo
[1,2], Uo :O, Uy = 1, (75) :2, Uz = 3,

2 — 3 — —1
d[vl,vg]:(2—vg)< ”ldo+ﬂd1>+(u2—1)( g 4+ & d2>,

2 2 2 2
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1 1
Co — d[].,l] §d0+§d1 = (1/2,1/2),

o = d[1,2]=d; = (1,1),

11
S+ 5d2 = (3/2,1/2).

Cy = d[Q, 2]

di

Co C2

do d2

Figura 11: Poligonos B-spline y de control para una curva parabdlica

A este nivel puede parecer un esfuerzo innecesario el que estamos reali-
zando al cambiar de representacion, pero el apartado siguiente nos permitira
avanzar hacia las curvas de varios tramos.

7. Algoritmo de De Boor

Video de Algoritmo de De Boor

El algoritmo de De Boor se puede extender a curvas compuestas de N
tramos polinémicos de grado n, que es para lo que estaba ideado inicialmen-
te. Consideremos una coleccién de vértices {d, ...,d,ny_1} y una sucesién
de nudos {uy, ..., Uz ny_2}. El primer tramo de curva estd parametrizado
en el intervalo [u,_1,u,], de acuerdo con el algoritmo ya estudiado, por los
vértices {dy,...,d,} y los nudos {ug,...,us,_1}. El segundo tramo corres-
ponde a los vértices {dy,...,d,+1} y a los nudos {uy,...,us,} y esta defi-
nido en [, u,41]. Y asi sucesivamente, el tramo i-ésimo tiene por poligono
{di_1,...,dnyi—1}, sucesién de nudos {u;_1,...,usuyi o} y su intervalo de
definicién es [t 452, Uy1i—1]. Finalmente, el dltimo tramo de curva tiene por
poligono {dyn_1,...,dpsn_1}, nudos {un_1,...,usnsn_2} y estd definido en
[UntN—2, Ungn—1). Ejemplo.
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di ds

ds
do d>

Figura 12: Curva spline parabdlica de tres tramos. El nudo final esta repetido

Asi pues, una curva de N tramos y grado n tiene n + N vértices y 2n +
N — 1 nudos y esta definida en el intervalo [u,_1, uy+n—-1]. Los n — 1 nudos
iniciales y finales son auxiliares. Lo normal es tomarlos iguales al nudo inicial
o final, respectivamente, ug = -+ = Up_1, UpiN_1 = **+ = Uyt N_2, tal como
hicimos, sin indicarlo, en los apartados precedentes, donde no aparecian tales
nudos auxiliares. El motivo no es otro que forzar a la curva a pasar por los
vértices inicial y final, dy = c(u,—1), dpin—1 = c¢(Upyn—1). Asi pues, lo comin
es que la sucesién de nudos comience, y acabe, con un nudo repetido n veces.

Como es facil de imaginar, la repeticién de un nudo no auxiliar, por ejem-
plo, uy = w1, supone la desaparicién del tramo de curva correspondiente,
en este caso el (I —n+1)-ésimo, que queda reducido a un punto. También su-
pone, como veremos, rebajar en una unidad la clase de diferenciabilidad de la
curva en dicha unién. Por ello, no tiene mucho sentido repetir mas de n veces
el nudo inicial o el final, ya que simplemente estariamos acortando la curva
por uno de los extremos, a la vez que almacenando informacién intutil en la
lista de vértices. Ademas, el algoritmo (21) fracasaria, ya que tendriamos un
denominador nulo.

Sélo resta, pues, saber como aplicar el algoritmo de De Boor a cada uno
de los tramos para construir la curva compuesta.

Supongamos que queremos evaluar la curva en un valor u del parametro.
Tendremos que averiguar en qué intervalo [ur, ur,1) estd contenido y aplicar
el algoritmo de De Boor al poligono correspondiente a ese tramo, {dy :=
d[_n+1, c. ,dn = d[+1} y a los nudos ﬁ() = Uf—p+1y- - - ,’&2”_1 = UJ4n, tal
como se explica en (21).

Por ejemplo, si queremos evaluar el spline ctibico de dos tramos da-
dos por el poligono {(0,0),(0,1),(1,1),(2,0),(1,0)} y la sucesiéon de nudos
{0,0,0,1,2,2,2} para u = 1/2, tendremos que tener en cuenta que el valor
de u estd en el primer tramo, [0, 1] y, por tanto, tenemos que aplicar el al-
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goritmo a los vértices dy, dy, do, d3 v a los seis primeros nudos, 0, 0, 0, 1, 2,

2,
() - 11__1(/)2 (11—_1é2 (11—_1(/)2 s 1{2_—00 dl)
L] {2_—00 <22__1é2 0 1;2_—00 d2)>
- 1{2—_00 <22_—1é2 <22_—162d1 - 142—_00612)
o (e )

1 19 1 1
= édo + @dl + ng + ﬁdg = (5/16,27/32).

En cambio, si queremos evaluar el spline en u = 3/2, estaremos en el
segundo tramo, [1,2], y tendremos que emplear los vértices dy, do, d3, dy y
los seis ultimos nudos, 0, 0, 1, 2, 2, 2,

«(3/2) 2-3/2 <2—3/2 <2—3/2d0+3/2—0d1)

2—1 \2-0 \ 2-0 2-0

. 3é2__00 (22__3é2 0" 3é2_—00 d2)>

. 3é2__11 (22—_3{2 (22—_3(/)2 - 3é2_ dz)
. 3;2_—11 <22—_3{2 " 3;2_—11 d3)>

_ 3_2d0 L ;—gdg + 8d3 (25/16,9/32).

Y si queremos evaluar la forma polar, por ejemplo, para calcular el poligo-
no de control de uno de los tramos, el procedimiento es el mismo. Sélo hay que
establecer cudl es el tramo que nos interesa (aquel cuyo poligono queremos
determinar, por ejemplo) y aplicar el algoritmo del apartado anterior.

Por ejemplo, si queremos obtener los poligonos de control del spline ctibico
de dos tramos dado por el poligono {(0,0),(0,1),(1,1),(2,0),(1,0)} y la
sucesioén de nudos {0,0,0, 1,2, 2,2}, para el primer tramo, [0, 1], aplicaremos
(23) a los vértices dy, dq, da, d3 y a los nudos 0, 0, 0, 1, 2, 2,

co = d[0,0,0] = (0,0), [001] (0,1),
o = d[0,1,1] = (1/2,1), =d[1,1,1] = (1,3/4),
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mientras que para el segundo tramo, [1,2], aplicaremos la expresién de la
forma polar a los vértices dy, ds, d3, ds y a los nudos 0, 0, 1, 2, 2, 2, es decir,
desplazados los indices una unidad,

Uy — V3 [(Ug — V2 [ Ug — Vg UV — Uy
dlvy, v, v3] = clvg,v9,v3] = dy + dy
Ug — U3 \Ug — U2 \Ug — Uy Uyg — Uy

Vg — U2 (U5 — U1 V1 — U2
dy + ds
Ug — U2 \Us — U2 Us — U2

V3 — U Us — U Us — U V1 —Uu
+ 3 3(5 2(5 1d2+1 2d3>

Ug — U3 \Us — U3 \Us — U2 Us — U2
Vg — Uz [ Usg — U1 UV —Uus

+ ds + dy) |,
Us — U3 \Us — U3 Ug — U3

G = d[1,1,1]=(1,3/4), & =4d[1,1,2] = (3/2,1/2),
& = d[1,2,2]=(2,0), & =4d[2,2,2] = (1,0).

Obviamente, el vértice comun a ambos tramos, c3 = ¢y, lo podemos cal-
cular con ambas formas polares. El resto, no.

La extension a curvas racionales a trozos es bastante sencilla, pues, como
vimos en el tema anterior, las parametrizaciones racionales en A" se obtie-
nen a partir de parametrizaciones polinémicas en R"*!, donde la componente
adicional corresponde al denominador de la parametrizacion. Asi pues, intro-
duciendo una componente mas, el algoritmo de De Boor es aplicable a curvas
racionales, sin mas que dividir por la coordenada adicional.

8. Propiedades de las curvas polinémicas a
trozos

Video de Propiedades de Curvas spline

El algoritmo de De Boor expresa que las parametrizaciones de las cur-
vas polinémicas a trozos son combinaciones baricéntricas de los vértices del
poligono B-spline, asi que disfrutan de las mismas propiedades que las cur-
vas de Bézier, tales como la invariancia afin, disminucién de la variacién,
envolvente convexa... En el caso de las curvas racionales, se mantiene la
invariancia proyectiva. Otras, como pasar por los vértices inicial y final, de-
penden de la eleccion de los nudos auxiliares, aunque ya hemos dicho que no
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es comtun tomarlos distintos de los nudos inicial y final de la parametrizacion.
Ejemplo.

d:

do

Figura 13: Disminucion de la variacién: una recta corta al tramo de una curva
en a lo sumo tantos puntos como a su tramo de poligono

Como en el algoritmo de De Boor sélo intervienen cocientes de diferencias
de valores del parametro u, la parametrizacion es insensible a cambios afines
de pardametro u = au + b, siempre que transformemos los nudos de idéntica
manera, u; = au; +b,1=20,...,2n+ N — 2.

di TCl4
/\L /ldS
do d:
Figura 14: Cada tramo esta contenido en la envolvente convexa de su poligono

Mas atin, como en cada intervalo las curvas spline son curvas polinémicas,
gozan de las propiedades que ya estudiamos para estas, no sélo globalmente,
sino en cada tramo concreto. Asi cada tramo de curva, por ejemplo el i-
ésimo, esta contenido en la envolvente convexa de su poligono de control,
{d;_1,...,diyn_1}. Lo mismo sucede con la propiedad de la disminucién de
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la variacion. Una recta corta al tramo ¢-ésimo de la curva en a lo sumo tantos
puntos como al poligono de control de dicho tramo. Ejemplo.

di d4 ds
' T—
d"- &
do d> ds

Figura 15: Control local: un vértice de un spline parabdlico controla tres
tramos de curva

Finalmente, hay propiedades que presentan una mejora sustancial. Cada
tramo de la curva depende exclusivamente de los n+1 vértices de su poligono
de control. Por tanto, no se ve afectado por los cambios de los demas vértices.
Visto de otro modo, un vértice genérico d; pertenece a los poligonos de control
de todos los tramos desde el (i —n+1)-ésimo, {d;_,, ..., d;}, hasta el (i+1)-
ésimo, {d;, ..., d;1,}. Asi pues, un desplazamiento del vértice d; modifica tan
solo a un total de n 4+ 1 tramos de la curva. Obviamente, si el vértice esta
proximo al comienzo o al final del poligono, controlard un nimero inferior
de tramos. Por ejemplo, el vértice inicial, dy, sélo afecta al primer tramo. A
esta propiedad se la denomina control local y no existia para las curvas de
Bézier, donde la modificacién de un vértice afectaba a toda la curva. Ejemplo.
Ejemplo.

9. Algoritmo de insercion

Video de Algoritmo de insercién y elevacién del grado

Intimamente ligado al algoritmo de De Boor esta el algoritmo de inser-
cion de nudos. Esencialmente es el equivalente del algoritmo de subdivision
estudiado para el algoritmo de De Casteljau.

Consideremos un poligono de control B-spline para una curva de grado n
de N tramos, {dy,...,d,+ n_1} ¥ una sucesién de nudos {ug, ..., Uz, n_2},
en la cual queremos introducir un nudo adicional %, distinto o igual a alguno
de los originales, de modo que la grafica de la curva permanezca invariable.
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Como el nimero de vértices, L+1 y el niimero de nudos, K + 1, estan ligados
entre si, K = L +n — 1, la inclusion del nuevo nudo supone la aparicion de
un tramo nuevo de curva, es decir, una subdivision, y, por tanto, un nuevo
vértice.

Figura 16: Inserciéon de un nudo en una parabola de un tramo

Si en la nueva sucesién ordenada de nudos, {dq, ..., Uz, n_1}, €l nuevo
nudo ocupa la posicion i-ésima,

u; = uy, jIO,,Z—l, 11@:1],
Wiy, j=i+1,....2n+N—1,

S
.
I

como ya sabemos que la forma polar nos proporciona los vértices del poligono
de control, tenemos ya todos los ingredientes para construirlo. Ejemplo.

dj:d[ﬂj,...,ﬁj+n_1], ]:O,,H+N (23)

Por tanto, los tnicos vértices que se modifican con el algoritmo son los
n vértices en los que interviene el nuevo nudo, CZZ-_”H, e ,CZZ'. Los vértices
iniciales, Jo, . .czi_n, son iguales a los originales y los finales, Jiﬂ, cee Jn+ N
s6lo sufren el incremento de su ordinal, d;, ..., d, n_1.

Los nuevos tramos en los que se excinde el original corresponden a los in-
tervalos [w;_1, @], [U;, U;41], que tienen cada uno, respectivamente, por poligo-
nos {CZZ-_”, o cZZ}, {cii_nﬂ, o Jiﬂ}, que engloban la totalidad de los vérti-
ces nuevos.

La aplicacion reiterada del algoritmo de insercién de los nudos w;, u; 11
hasta que alcancen ambos la multiplicidad n es una manera equivalente de
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obtener el poligono de control de la curva en el intervalo [u;, u;11]. Ejemplo.

Esto es obvio, ya que la sucesiéon de nudos de dicho intervalo, después de la

insercién serd {u;"", u;J7"} que corresponde, como sabemos, a una curva de

Bézier, con vértices ¢; = d[u;"""", u7].
d d" d:
@

ds

¢ do ds e
Figura 17: Spline ctbico de dos tramos: la inserciéon del nudo central dos
veces proporciona los poligonos de control de ambos tramos

Lo vemos con un ejemplo. Consideremos un spline cuadratico de dos tra-
mos determinado por el poligono {(0,0), (0,1),(1,1),(2,1)} y la sucesion de
nudos {0,0,1,2,2}. La insercién del nudo central proporciona unos nuevos
nudos, {0,0,1,1,2,2}, y un poligono, {(0,0),(0,1),(1/2,1),(1,1),(2,1)},

CZO = d[ﬂo,al] = d[O, 0] = d[UO, ul] = d() = (O, 0),
dl = d[ﬁl,’ag] = d[O, 1] = d[ul, Ug] = dl = (O, 1),
CZQ = d[ﬂg,ag] = d[l, 1] = d[UQ,UQ] = U2 = ! ( Y2 ! d(] + L il d1>

U2 — U \U2 — U Uz — Ug
us — 1 1—u di+d
S d+ ! dg) =11 (1/2,1),
Ug — U \U3 — Uy U3 — Uy 2

CZg = d[ﬂg,ad = [1,2] = d[UQ,U3] = d2 = (1, 1),
CZ4 = d[il4,115] = [2,2] = d[U3,U4] = d3 = (2, 1)

1—U1

+
—

d
d

Obsérvese que, al estar repetidos todos los nudos dos veces para una curva
de grado dos, hemos obtenido los poligonos de control de ambos tramos de
la curva, {(0,0),(0,1),(1/2,1)} para el primer tramo, el definido en [0, 1],

y {(1/2,1),(1,1),(2,1)} para el segundo tramo, el definido inicialmente en
[1,2].
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Probamos ahora a insertar un nudo que no esté en la sucesién inicial. Por
ejemplo, u = 3/2, lo que proporciona la nueva sucesién {0,0,1,3/2,2,2}.
Como 3/2 € [1,2], emplearemos para los calculos, cuando sea necesario, la
forma polar del segundo segmento, la definida por los vértices {d;, ds, ds}
y los nudos {uq, ug, us, us}, es decir, desplazando los indices una unidad en
(23),

Czo = d[ﬂo,ﬂl] = d[0,0] = d[uo,ul] = do = (0,0),
dl = d[ﬂl,ﬂg] = d[O, 1] = d[ul,u2] = dl = (0, 1),

B = dliiy,iis] = d[1,3/2] = 2~ ! (“3_3/2d1+md2)

Uz — U \ U3 — Uy Uz — U
1-— —3/2 3/2 — dy + 3d
o (“4 /2, ”2d3>: L0 (3/4,1),
U3 — U2 Uyg — U Uyg — U2 4
~ —3/2 -2 2 —
ds = d[@37@4]:d[3/272]:ug : (u3 dy + - d2)
Uz — Uz \U3 — U1 Uz — Uy
3/2 — -2 2 — do + d
LY uz(““ dy + uzdg): 2% 39,1),
Uz — U2 Uy — U2 Uy — U2 2

d4 = d[ﬂ4,ﬂ5] = d[2,2] = d[U3,U4] = d3 = (2, 1),

es decir, el nuevo poligono es {(0,0),(0,1),(3/4,1),(3/2,1),(2,1)}. La cur-
va queda dividida en tres tramos, definidos en los intervalos [0, 1], [1,3/2],
13/2,2].

A su vez, si volvemos a insertar el nudo u = 3/2, la sucesién de nudos
serda {0,0,1,3/2,3/2,2,2} y el poligono B-spline, usando la forma polar del
segundo tramo, el definido en [1,3/2], cuando sea necesario,

dy = d[%,fh] = d[0,0] = d[iZOaﬂl] = Cio = (070)7
dy = dliy, ) = d[0,1] = d[ity, @) = dy = (0,1),
dy = d[ig, 5] = d[1,3/2] = d[tis, U] = do = (3/4,1),

. o fs—3/2 (@is—3/2~  3/2—iiy -
s = i = dp/2.3y = B2 (B2 IR

I
w
|
<
[\")
— S|
[
w
|
g

3/2 — @y (114—3/2~ 3/2 — iy ) dy + ds
~ ~ ~ ~ d2+f A
Uz — Uy Uy — Uy Uy — U2

dy = dlug,us] = d[3/2,2] = d|us, u4] = d3 = (3/2,1),
d5 — d[?lg),?lﬁ] - d[2,2] — d[fb4,ﬂ5] — d4 - (2, 1),

es {0,0),(0,1),(3/4,1),(9/8,1),(3/2,1),(2,1)}, de donde podemos leer, por
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ejemplo, el poligono de control del tltimo tramo, definido en [3/2,2], que
estd formado por los tres tltimos vértices, {(9/8,1),(3/2,1),(2,1)}.

10. Diferenciabilidad

Video de Derivadas de curvas spline

En el primer tema demostramos que las derivadas de una curva de Bézier
se podian expresar por medio de la forma polar,

d*e(t) _ n! f

der (n—r)!

t<n—7‘>

e, (24)

usando interpolaciones vectoriales con el vector e, que une sobre la recta los
puntos 0 y 1.

di

do d>

Figura 18: Los dos vértices del pentltimo paso del algoritmo de De Boor nos
dan la tangente en un punto de la curva

Esta expresiéon sigue siendo valida para cada tramo de una curva spline,
ya que esta basada en la forma polar. Por ejemplo, para la derivada primera
en u € [u;, uit1),

de(u) n

— d[u<n—1>7 e] —
du Ujp1 — Uy Ujp1 — Uy

n

() = dg™(w), (25)
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es decir, los vértices del ultimo paso del algoritmo determinan la tangente a
la curva en c(u). Ejemplo. Para derivadas superiores,

d'c(u)  n! 1

— <n—r> <r> ) 2
dru (n—1r) (uiq — ui)rd[u el (26)

En este apartado vamos a volver sobre el tema ya mencionado varias veces
de la diferenciabilidad de curvas polinomicas de grado n a trozos. Conside-
raremos el caso mas sencillo, en el que todos los nudos interiores, desde u,,
hasta u,y_o son simples, es decir, no estan repetidos.

Nos vamos a fijar en la unién de dos tramos de la curva, parametrizados en
los intervalos [u;—1, w;], [u;, u;11]. El primero de los tramos tiene sucesién de
nudos {w;_n, ..., Urn_1} y poligono {d;_,,...,d;}, mientras que el segundo
tiene nudos {w;_p11,...,Uiin} y vértices {d;_ni1,...,dir1}

Consideremos sobre el intervalo [u;_1, ;] la curva de grado n—1 que tiene
por forma polar CZ, de modo que,

~

dvy, ..., 1] == d[u,v1, ..., V1],

es decir, d es el resultado de fijar el nudo u; en la forma polar d.
Esta nueva forma polar corresponde a una curva de vértices,

{di—n—i-l = d[ui—n-i-la S ,Ui] = d[ui—n-i-la SR Ui—1]> cee
di = d[ul, e 7ui+n—1] = d[ui+1, e 7ui+n—1]}7
con lo cual su sucesion de nudos es {w;_pi1, .-+, Uim1, Uig1y - - -, Uitn—1}. ES

decir, hemos perdido los nudos u;_,, u; y el intervalo en el que estd definida
esS [ui_l, ui+1].

Al mismo resultado habriamos llegado si hubiéramos procedido con la
forma polar de la curva en el intervalo [u;, u;41].

Tenemos, pues, una curva, ¢(u) que posee n — 1 derivadas no nulas en u;,
que ademés coinciden con las derivadas de nuestra curva, c(u), en u; hasta
orden n—1, salvo un factor dependiente del grado, puesto que, por la simetria
de la forma polar, como c(u) = d[u~"~],

de(u) " ddu? T v, u ) dd[u;""' v,
= Z =n ,
du j=1 d’Uj d'Un

U=U; v =U; V=1

y la derivada de ¢(u) es idéntica, pero con un factor n — 1 en vez de n, ya
que tiene una variable menos. Un razonamiento andlogo se sigue para las
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derivadas superiores, hasta la n — 1, ya que la derivada n-ésima de ¢(u) es
nula.

Por tanto, como, por ser polindmica, ¢(u) es de clase C™ en [u;_1, ;1]
y las n — 1 derivadas comunes de ¢(u) en u; son continuas. Asi pues, hemos
demostrado el resultado que anuncidbamos, que c(u) es de clase C"! en u;,
si este nudo es simple. [

di d4

ds
do d>

Figura 19: Spline cuadratico de tres tramos: al tomar el nudo tercero igual
al cuarto, desaparece el segundo tramo y la tangente no es continua

El caso de nudos multiples no es mucho mas complicado. Consideremos
ahora la unién de dos tramos en u;, de modo que u; es doble. Es decir,
los intervalos de los tramos son [u;_1,u;], [tit1, u;iyo]. Entre medias hay un
intervalo vacio [u; = u;11]. El razonamiento es enteramente similar, sélo que
debemos fijar dos nudos, u;, w41 para definir d y la curva auxiliar, ¢(u), es
de grado n — 2. Con lo cual s6lo podemos concluir que c(u) sea de clase C" 2
en u;.

Por tanto, en una unién de tramos en la que el nudo comin de los inter-
valos tiene multiplicidad r, la curva es de clase al menos C"~", pudiendo ser
de clase superior, aunque genéricamente no lo sea. [J Ejemplo.

Este resultado es una muestra mas de la versatilidad de las curvas poli-
némicas a trozos, que nos permiten combinar tramos con diferentes clases de
diferenciabilidad sin mas que repetir los nudos de las uniones.

11. Elevacién del grado

Video de Algoritmo de insercién y elevacién del grado
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En el tema segundo demostramos la expresion de la elevaciéon del grado,

1 n+1

1
ti,....t, :—E 1, ooy tist, tivty ooy tatls 27
c [ 15 ) +1] nt1 — C[l 1y Lit1 +1] ( )

que relaciona la forma polar de una curva de grado n con la forma polar de
grado n+1 para la misma curva. Esta misma férmula es valida asimismo para
elevar el grado de un tramo de una curva polinémica de grado n a trozos,
con algunas precisiones.

La férmula (27) estd pensada para curvas de Bézier y, por tanto, no
hace referencia a ninguna sucesion de nudos. Pero es claro que, como la
sucesion de nudos para estas curvas es de la forma {u5"”, u""} y la curva
elevada sigue siendo de Bézier, pero de grado n+ 1, su sucesién de nudos sera
{ug™> uf™ >}, Por tanto, para elevar el grado, hay que usar la formula
(27), pero teniendo en cuenta que hay que incrementar en una unidad la
multiplicidad de todos los nudos interiores, los que definen los tramos de la
curva, desde u,_; hasta u,y_1. Ejemplo. Ejemplo.

Que hay que anadir dos nudos a cada tramo es logico, ya que, si queremos
aumentar el grado en una unidad, el nimero de nudos de cada tramo debera
pasar de 2n a 2n + 2. Ademads, deben ser los de los extremos del intervalo,
porque, como hemos anunciado, las curvas de grado n son genéricamente de
clase C™! y no de clase C™, como corresponde a una curva de grado n + 1.
Esto se solventa introduciendo tramos ficticios, es decir, intervalos vacios de
la forma [u;, u;], lo que supone duplicar los nudos de los extremos.

Por tanto, para elevar el grado de una curva polinémica de grado a n a
trozos en la que los nudos interiores desde u,, hasta u,y_s son simples (no
estan repetidos), basta emplear la férmula (27), por ejemplo para calcular el
poligono B-spline, con la nueva sucesiéon de nudos,

{ug, -« o U1y U1y« oy U N— 1y Un N— 1 Un Ny« -+ s U2t N—2 } (28)

con lo cual acabamos con 2n + 2N nudos y n + 2N vértices en este caso.
Por ejemplo, si tenemos un spline cuadratico de tres tramos determinado
por el poligono {(0,0), (0,1),(1,1),(2,0), (1,—1)} y los nudos {0,0, 1,2, 3,3},
podemos ver la misma curva como un spline cibico de sucesion de nudos
{0,0,0,1,1,2,2,3,3,3}. Los vértices los obtenemos por la férmula habitual,
combinada con la de elevacién de grado, pero primero calcularemos algunos
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d, d-

d"

doe d'

d4 d'7

Figura 20: Elevacién del grado de un spline cuadratico de tres tramos

puntos necesarios,

d[o, 0]
d[1, 1]

d[2,2]

d[3, 3]

donde para calcular ¢(1) = d[1, 1], ¢(2) = d[2, 2], hemos usado la forma polar
de la curva en el segundo tramo, el definido en [1,2], es decir, desplazando

d[uo,ul] = do = (0,0),
d[u2,u2]: U3—1 (U3—1d1+ 1—U1 d2)

U3 — Uz \U3 — Uy Uz — Uy
1-'&2 U4—1 ]_—UQ 1 1
d ds )| = =d —dy = (1/2,1
Us—uz(u4—u2 2+U4—U2 3) 21+22 (/7>’
us —2 [ ug — 2 2—u
d[U3, U3] = 3 < 5 dl + ! dg)
U3 — Uy \ U3 — Uy Uz — Uy
2 —u Uy — 2 2 —u dy +d
( 2 2d3)= 225 (3/2,1/2),
U3z — Uy \Ug — U9 Uy — U2 2

d[U4,U5] - d4 = (17 _1)7
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los indices una unidad respecto a (23).

dé - dl['aOa ﬁl,'&g] - dl[oa 07 0] = d[07 O] = d[u())ul] = dO = (O> O)a
&~ e — d'0,0.1] — 0.0 22d[0, 1 _ d[0,0]3+ 2,
= (O>2/3)’

dy = d'[iy, 3,04 = d'[0,1,1] =

2d[0,1] +d[1,1]  2d, +d[1,1]

3 3

= (1/6,1),

B = i, i) — d'[1,1,2) = 21 ;2‘”1’2] _ d[1>1]3+ 2d
= (5/6,1),

B = iy, s, g = d'[1, 2,2) = 2L 2 dR2] 2ds +3d[2,2]
= (7/6,5/6),

d) = s, i, ] = d'[2,2,3] = D22 22‘”2’3] _ d[272]3+ 24
— (11/6,1/6),

2d(2,3]+d[3,3]  2d;+d[3,3
dy = d'[ug, Uy, 1) = d'[2,3,3] = 2, ]; 3.3 _ 3*3[= ]
= (5/37_1/?))7

dr = d'[ar, s, 0] = d'[3,3,3] = d[3,3] = d[uy, us] = dy = (1, 1),

{(0,0),(0,2/3),(1/6,1), (5/6,1),(7/6,5/6), (11/6,1/6), (5/3, =1/3), (1, =1)}

es el poligono B-spline de grado tres.

12. Funciones B-spline o nodales

Video de Funciones nodales

Del mismo modo que la aplicacion del algoritmo de De Casteljau condu-
ce a la aparicion de los polinomios de Bernstein, el algoritmo de De Boor
introduce funciones polinomicas en cada tramo.

Sea una curva de grado n a trozos con poligono B-spline {dy, ..., d,+n_1}
y nudos {ug, ..., Usuin_2}. Podemos almacenar todos los pasos del algoritmo
de De Boor en unas funciones {N§'(u),... N}, y_;(u)} polinémicas a trozos
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denominadas funciones nodales o B-spline,

n+N-—1

; diN!"(u). (29)

Centrémosnos en el primer tramo, [u,_1,u,|, de poligono {dy,...,d,} y
nudos {ug, ..., U1},
n n—1 3 1 1 1
SN = S NI () = = D ()N )
i=0 i=0 i=0

El ordinal de la funciéon que acompana a d} )(u) se adelanta una unidad
a ¢+ 1, ya que para los splines de grado n — 1 el primer intervalo no es
(U1, Uy, $INO [ty,_2, U, _1]. Asi pues, en el intervalo considerado intervienen
las funciones Nj*~*(u),..., N* 7 (u).

Por idéntico motivo, a d]~" le acompaia N, (u). En cada iteracién
avanza una unidad el ordinal de la funcion.

Esta expresion, combinada con el primer paso del algoritmo de De Boor,

U — Uu;

4 (u) = e dit1, (30)

KA
Ujgn — Uy Ujgn — Uy

cuyos vértices también deben proporcionar el punto ¢(u) tras n—1 iteraciones,

i, — U U — U
clu) = Y (;di + 7di+1> NI (w)

i—0 \UWitn — U4 Uign — Uy
n—1 U _ Uiy
- +n n 1 1— n—1
= E d; NZJrl )+ E d; —Ni (u),

— Ujyn — Uy — Ujyn—1 — Ui—1

nos facilita la regla de recursion de las funciones nodales, tras comparar con
(29),

Uity — U — U1
NP () = NI ()
Tn 1 Trn— 11—

NP Hu), € [up_1,u,), (31)

teniendo en cuenta que se deben anular los sumandos con nudos u_; 0 us,,
para lo cual las funciones N§*(u), N/71 (u) se tienen que anular en el tramo

[un—h un] .
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Esta notacion es peligrosa, ya que n hace referencia tanto al intervalo
como al grado. Se aclara obteniendo la iteracién r-ésima,

n—r—1 n—r
clw)y=Y &N ) = S dP (u) NS (u),
i=0 =0

a partir del algoritmo de De Boor (21),

47 () = Md? (u) + wdgl(u)’
Uit — WUidr WUign — Witr
Uiy, — U U — Wiy
N (u) = ——— NPT (u) + L NETN W), (32)
Uit — WUidr Ui4n—1 — Witr—1

de modo que (31) es el caso r = 0 de esta expresion.

Para completar la cadena de recursion, solo hace falta el paso inicial, los
polinomios N! | (u), N!(u), que se despejan del algoritmo de De Boor de
grado uno,

1
Up — U 1) U — Up—1 n-1) n—1) 1
= d d =) d, N, ;
) = =)+ ) = A V()
Uy — U U — Up—1
N, = N, (u) =
n—l(u) Uy — un—l’ n(u) Uy — Upy_1

Incluso podemos ir un paso mas alla, proponiendo un polinomio de grado
cero, constante, que satisfaga la recursion,

cu) = dy (u) N3 (u),
para r =n — 1 en (32),

U — Ujpn—2

U; — U
NI —_tin 7 NO NV
2+n—1(u) ui—i—n o ui-i—n—l 2+n(u) + ui—i—n—l o ui+n—2 2+n—1(u)?
NO(u) =1, U € [Up_1, Up), (33)

anuldndose N?_;(u), N2, (u) en el tramo [u,_1,uy).
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N N

No(u)

Uo W U2

Figura 21: Funciones nodales de grado uno

Para el resto de tramos la expresion es la misma, ya que el indice de las
funciones nodales avanza una unidad con cada tramo, igual que el indice de
los vértices que intervienen en el mismo. []

Recapitulando, las funciones B-spline gozan de una propiedad de recur-
sividad, que permite construirlas de forma iterativa a partir de las de menor
grado,

" U Uiz n—1 Ujgn — U n—1
N;] el ap Uign — U
‘ (U) Ui4n—1 — Uj—1 v (u> T Uiyn — Uj i+1 (u)7
0 = 1—1, Wi
= {OU€WFMW’ (34)
para una sucesion de indices {uo, ..., U2 1 n—2}. Ejemplo.

La funcién nodal NJ*(u) tiene, pues, soporte en n+1 intervalos, [u;_1, ti1n),
ya que el vértice d; controla todos los tramos desde el ©+ —n + 1 hasta el i 41,
es decir, desde el intervalo [u;_1,u;] hasta el intervalo [w;, 1, u;1,]. Fuera de
esos intervalos la funcién nodal correspondiente debe anularse.

Por ello, la férmula de recursién requiere nudos fuera de la sucesion, u_q,
para el célculo de N§'(u), ¥ usnin—1, para NJ', y_;(u), como corresponde al
hecho de que los intervalos de definicion de estas funciones son, respectiva-
mente, [u_1, U] y [Upin_2, UzntN_1]-

Estos nudos no afectan al intervalo de definicién, [u,—1, unsn-1], de la
curva, ya que aparecen en factores que multiplican a NJ~*(u), cuyo intervalo
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es [u_1,u,—1] y a Ng;}\,(u), cuyo intervalo es [ty n—_1,U2n+n—1]. Por tanto,
podemos tomarlos arbitrarios, tal como se hace en el formato IGES, aunque
suponga un exceso de informacion. Otra opcion seria eliminar estos términos
o tomar u_; = —00, Ug,1ny_1 = 00, con lo cual la particion cubriria toda la
recta real, y los coeficientes indeterminados tomarian el valor de la unidad.

Por ejemplo, consideremos las funciones nodales que se pueden definir
sobre la sucesién de nudos {0, 1, 3,4,5,7}. Las funciones de grado cero, cons-
tantes, son

o - (3050, mw-{) 1y
Mo = o Tgny o MO e
M = fo vgws o M0={o LgEn
Nw) = {g um"

Las funciones de grado uno sobre la misma sucesion,

1 u<0 0 u<y
1 1 u uG[O,l)
Ny(u) = l—u uwel01) , Ni(u) = (B-u)/2 uells)
0wzl 0 w>3
0 u <l 0 u<3
1 B (u—1)/2 uwell,3) 1,y ) u—3 uel34)
No(w) =4y wea) 0 MW=y 5_y uews)
0 u>4 0 u>5
X w=d 0 u<d
1 . u—4 UE[4,5) 1 . -
Ni(u) = (T—u)/2 uwels7) N (u) = gu 5)/2 Zi[7577) :
0 u>"7 -
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Las funciones de grado dos,

1 u<0
) 1—u?/3 wel0,1)
Notw) =" (w—-32/6 uelL3)
0 u>3
0 u <0
u2/3 uE[O,l)
NZ(u) = —u?/3+4u/3 —-2/3 uwell,3) ,
(u—4)%/3 u € [3,4)
0 u >4
0 u <1
(u—1)%/6 uell,3)
Ni(u) = { —bu?/6+1Tu/3 —53/6 wu € [3,4) ,
(u—5)%/2 u € [4,5)
0 u>5
0 u<3
(u—3)2/2 u € [3,4)
Ni(u) = { —5u?/6+23u/3—101/6 u € [4,5) ,
(u—17)2/6 u € [5,7)
0 u>"7
0 u <4
) (u—4)?/3 u € [4,5)
Ni(w) = — w26+ Tu/3—43/6 ue5,7)
1 u>"7
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Y finalmente las de grado tres, que son las mas comunes,

1 u<0
1—u?/12 uel0,1)
No(u) = { v?/12—u?/2+u/2+5/6 uwell,3) ,
(4 —u)3/12 u € [3,4)
0 u>4
0 u <0
u3 /12 ue0,1)
N3(u) — —u?/8 + 5u?/8 — 5u/8 +5/24 u € [1,3)
! Tu? /24 — 25u? /8 + 85u /8 — 265/24 w € [3,4) '
(5 —u)?/8 u € [4,5)
0 u>>5
0 u<l
(u—1)3%/24 ue[l,3)
N3() = 1§>u2/4—u2/3—10u—121/12 u € [3,4) ’
u?/3 —19u®/4 + 22u — 391/12 w € [4,5)
(7T —wu)?/24 u€el57)
0 u>"7
0 u<3
(u—3)3%/8 u € [3,4)
Ni(u) = { —bu?/24 +23u?/8 — 101u/8 +431/24 wu € [4,5) .
u3/24 — Tu?/8 + 49u/8 — 319/24 u€[5,7)
1 u>"7

13. Propiedades de las funciones B-spline

Consideremos funciones polinémicas a trozos definidas en un intervalo
(10, U], con particion {ug, ..., u,}, de modo que en cada intervalo [u;, u;11]
las funciones son polinomios de grado n y en cada nudo u; son de clase C™ ",
Estas funciones forman un espacio lineal. Vamos a calcular su dimensién.

La dimension del espacio de polinomios de grado n en el primer intervalo,
[ug, u1], es n+ 1. El intervalo [uy, us] aportaria también n+ 1 a la dimension,
pero hay que restarle las n — r; + 1 condiciones de continuidad y diferencia-
bilidad en wu;. Repitiendo el proceso hasta llegar al intervalo final, [t,,_1, ty,],
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obtenemos
m—1

dm=n+1+)> r. (35)
i=1

En el caso que nos interesa, N tramos, reales o no, grado n, tenemos una
sucesién de nudos {ug,...,us,ny—2} v las funciones spline estan definidas
sobre el intervalo [u,_1, upn—1]. Los nudos pueden estar repetidos. Como
sabemos, si un nudo interior, u;, esta repetido r; veces, los splines seran de
clase C™ " en dicho nudo. Por tanto, en la expresiéon (35) la suma sera el
numero de nudos interiores, estén repetidos o no, desde u,, hasta wu,,y_o, €s
decir, el nimero de tramos menos uno, N — 1.

Asi pues, la dimensién del espacio de funciones spline de grado n y N
tramos es dim =n+ N = 1+ L, es decir, coincide con el niimero de vértices
de los poligonos B-spline.

Esto esta de acuerdo con la idea de que podemos codificar el algoritmo

de De Boor en unas funciones { NJ}(u), ..., N} (u)}, base de dicho espacio, de
modo que, si el poligono de una curva es {dy, ...,d},
L
c(u) =Y d;N!'(u). (36)
i=0

Vamos a obtener los poligonos B-spline de las funciones nodales. Para
conseguir esto, debemos saber primero cémo construir funciones en vez de
curvas paramétricas. Volvemos, pues, al asunto de la precision lineal, como
expresar el monomio lineal u en nuestro formalismo. Para ello, hacemos uso
de la forma polar. Si queremos expresarla con polinomios de grado uno, la
respuesta es bien sencilla,

y para grados superiores, sélo tenemos que elevar el grado de la forma polar
hasta llegar a n. En el tema segundo se dedujo una férmula de elevacién del
grado reiterada,

I or, . va] = PSS g = %iv (37)

|
nea4 i—1

que aqui particularizamos para n — 1 elevaciones a partir de grado uno.
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Por tanto, si queremos conocer el poligono B-spline, {&, ..., on—1}, del
monomio lineal con una sucesién de nudos {uy, ..., us, n_2}, gradon y N
tramos, solo tenemos que evaluar la forma polar,

i+n—1

1
gi = dn_l[ui, ey Ui+n_1] = E Z uj (38)
j=t

A estos valores medios de los nudos se los conoce como abscisas de
Greville.

Por tanto, si expresamos una funcién polinémica a trozos, f(u), como
una gréfica, (u, f(u)), los vértices de su poligono B-spline serdn de la forma
(&, d;), donde d; son los vértices de la “curva” paramétrica f(u).

ds
14
do| di ds ds
[€
Uo,12 U3 U4 Us Ue.7.8

Figura 22: Relacién entre una funcién nodal de grado tres y su poligono
B-spline

Con esta informacién, construimos las funciones nodales o B-spline, N*(u),
de grado sobre la sucesién de nudos {ug, ..., us,+ny_2} como aquellas cuya
gréfica tiene polinomio B-spline {dj, ..., d} y_,}, donde d} = (&;,0}), es de-
cir, la ordenada de todos los vértices es nula, salvo la correspondiente al
indice 1.

Asi pues, {6(,...,0: y_,} es el poligono de la funcién nodal N/"(u). Por
tanto {3 d;05, ..., > didh n_1} = {do, ..., dnin_1} es ala vez el poligono de
c(u) y de S d;N'(u), luego hemos llegado a la expresion (36).

Las funciones B-spline son polinémicas a trozos. Consideremos la grafica
de la funcién N*(u) sobre una sucesion de nudos {uo,..., Uz, n—2}. Los
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vértices de su poligono B-spline son de la forma (&;, 5;), todos con ordenada
nula, salvo el vértice i-ésimo (&;, 1), asi que la funcién serd nula salvo en los
tramos controlados por dicho vértice.

Como ya se ha visto, el vértice d; controla n + 1 tramos, los que van
desde el (i —n + 1)-ésimo hasta el (i + 1)-ésimo, que estéan definidos sobre los
intervalos [u;_1,w;] hasta el [u;1,—1,u;4n|. Por tanto el soporte, el intervalo
cerrado fuera del cual la funcion N/*(u) se anula, es [u;—1, Ujin].

Una propiedad importante de las funciones nodales es que el soporte
es minimo. Cualquier funcién con soporte mas corto que el de una funcion
B-spline es necesariamente nulo. Vamos a razonarlo.

Consideremos el espacio de las funciones polinémicas a trozos sobre el
intervalo [u;_1, u;4n]. De acuerdo con la féormula (35), es un espacio de di-
mension 2n + 1. Pero hay que descontar las condiciones de anulacion de las
derivadas en u;_1, Ui,. Si fuesen simples, las funciones serfan de clase C" !
en los extremos y habria que restar 2n grados de libertad, con lo cual el es-
pacio de funciones spline considerado tendria dimensién uno, es decir, todas
las funciones son multiplos de una dada, la N/*(u) y, por tanto, todas ellas,
salvo la nula, tienen el mismo soporte. Si consideraramos un soporte un in-
tervalo menor, tendriamos 2n — 2n grados de libertad y las funciones serian
idénticamente nulas, por lo que no hay funciones spline no nulas con soporte
mas pequeno que el de las funciones nodales.

El razonamiento es valido asimismo en el caso de que w;_; 0 u;y, NO
sean simples. Ciertamente, al aumentar la multiplicidad de uno de ellos, por
ejemplo u; 1 = u;, en una unidad, tendremos una condicién menos de anula-
cion de derivadas y, por tanto, un grado de libertad adicional. Pero también
supondria que el soporte seria un tramo més corto, [u;, u;y,|, y también per-
deriamos un grado de libertad. Por tanto, la cuenta de dimensiones final no
se modifica. [J

Estamos ahora en condiciones de demostrar que las funciones B-spline son
linealmente independientes. Supongamos que tenemos una combinacion
lineal de funciones nodales idénticamente nula,

n+N-—1

;) d;i N7 (u)

0,

con coeficientes reales, d;.
Lo demostramos restringiéndonos al intervalo [u;, u;41]. Considerando tni-
camente las funciones nodales cuyo soporte contiene dicho intervalo, la con-
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dicion se reduce a
i+1
Z d;i N7 (u) = 0, U € (Ui, Uigr).
j=i—n+1

Esta suma define una funcién spline en el intervalo [w;_y, u;int1] que se
anula en [u;, u;41]. Pero dicha funcién habré de ser nula en todo su dominio,
ya que en caso contrario deberia ser, o bien no nula en [u;11, %;in41] 0 bien
en [u;_n,u;] y ambos son demasiado cortos, n intervalos en vez de n+ 1, para
soportar un spline no nulo.

Ahora bien, la tnica funcién nodal en la suma que tiene soporte en el
intervalo [w;—n, Uj—ny1] €s N/, (u), luego di_n41 debe anularse. Iterando
este proceso llegamos a la conclusién de que todos los d; son nulos y las
funciones nodales son linealmente independientes.

En el caso de que un nudo sea multiple y sean varias las funciones nodales
que no se anulen en el intervalo, el razonamiento es el mismo, ya que las fun-
ciones seran de diferente clase de diferenciabilidad y no se puede obtener una
funcién de una clase como combinacion lineal de funciones de clase superior.
O

Por tanto, como tenemos tantas funciones nodales linealmente indepen-
dientes como dimension tiene el espacio de funciones polinémicas a trozos,
concluimos que las funciones nodales forman base de dicho espacio.

Una propiedad importante de los polinomios de Bernstein, fuente de nu-
merosas propiedades de la curvas de Bézier era que formaban una particion
de la unidad. Esta propiedad se mantiene en la base de funciones nodales,

n+N-—1
Z Nzn(u) = 17 u e [un—bun-i-N—l]a (39)
i=0

como se comprueba trivialmente describiendo una recta horizontal mediante
un poligono de De Boor con todas las d; iguales a uno. [J

14. Splines racionales

Video de splines racionales
Como ya se ha comentado, la aplicacién del algoritmo de De Boor a las

curvas racionales s6lo supone la introduccién de una coordenada auxiliar,
que da lugar al denominador de la parametrizacion.
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Del mismo modo, una curva racional a trozos se puede expresar en térmi-
nos de las funciones nodales sin mas que introducir un denominador. Asi
pues, una curva racional de grado n a trozos y N tramos estd determinada
por los vértices de su poligono B-spline, {dy, ..., d,+n_1}, sus correspondien-
tes pesos, {wo, ..., W,1n_1}, y una sucesién de nudos, {uq, ..., U in_2},

n+N-—-1

() = <

> wilN}'(u)

1=0

Todos los procesos que hemos descrito para curvas polinémicas a trozos,
tales como insercién de nudos, elevacion del grado u obtencion de poligonos
de control, se trasladan automaticamente a curvas racionales, sin mas que
introducir la coordenada auxiliar y luego proyectar.

Dada la propiedad de localidad de las curvas spline, la modificacién de
un peso altera tan sélo a n + 1 tramos de la curva. Ejemplo. Se mantienen
las propiedades de las curvas racionales y, por supuesto, las de las curvas
polinémicas a trozos.

ds d4
d d
d ' i
di %,6

Figura 23: Spline racional cuadratico: al modificar el peso ws, se alteran los
tramos del segundo al cuarto

Como curiosidad, no podemos representar una circunferencia completa
como una conica B-spline, ya que los vértices del poligono serian aquellos
que determinan las tangentes y, por simetria de la curva, deberian ser iguales
todos sus pesos, por lo cual la curva no seria una circunferencia, sino una
parabola a trozos. El mismo argumento se aplica a las ctibicas a trozos.
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15. Teorema de Holladay

El nombre inglés spline que se asigna a las curvas polindomicas a trozos
proviene de la palabra junquillo, que designa el objeto flexible que tradicio-
nalmente se empleaba en el diseno para trazar curvas. La relacién entre el
junquillo y las curvas polinémicas nos la proporciona el Teorema de Holladay.

La posicién del junquillo, descrita por una curva c(s), viene determina-
da por el principio de minima energia elastica, la cual es proporcional al
cuadrado de su curvatura, x,

Bl = [ asw(s) = [ dslets)l” (40)

en la parametrizacién por longitud de arco.
Las ecuaciones variacionales que describen los minimos de esta energia
son bastante complicadas, por lo cual probaremos una aproximacion,

B = [ dulle' @), (41)

en nuestra parametrizacion polinémica a trozos, que solamente sera apropia-
da cuando se aparte poco de la parametrizacién por longitud de arco, ya que
en general la curvatura de una curva parametrizada viene descrita por

/ /!
_ I (u) x " (u)]]

w1 =

So6lo cuando ||¢(u)|| tome valores préximos a la unidad, nuestra aproxi-
macion serd valida.

No obstante, vamos a comprobar que un spline ctibico de clase C?, c(u),
minimiza la aproximacién de la energia, E.

Consideremos que c(u) resuelve el problema de interpolacion c(u;) = a;,
i=20,...,N, d(ug) = mg, ¢(uny) = my. Podemos escribir cualquier otra
curva parametrizada x(u) que verifique estas condiciones,

w(u) = c(u) + (z(u) = c(w)),

de manera practica para nuestros fines. La aproximacion a la energia elastica
de z(u) serd

Bla] = [T aule @)+ [ dulla" () - (w)]?
+2f :N duc(u) - (2"(u) — ' (u)),
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con lo cual habremos probado que el spline ctibico minimiza la energia, E [x] >
Elc] si demostramos que el término del producto escalar se anula, ya que el
segundo término es positivo. Integrando por partes,

/:N dud"(u) - (2"(u) = "(u)) = [" (u) - (&' () — ¢ (u)],)
- /:N duc”(u) - (2(u) = & (u)),

el primer término se anula por la condicion sobre las derivadas en los extre-
mos, ' (ug) = mo = 2'(ug), d(uy) = my = 2'(uy). En cuanto al segundo, lo
podemos desglosar en los intervalos [u;, u; 1],

UN " / / = " Yit1 / /
[ dud () (@) = ) = X ) [ du @) - ¢ w),
uQ ‘

=0 Wi

en cada uno de los cuales ¢”’(u) es constante, por ser ctbica, y sale fuera de
la integral,

[ @) = @) = faw) - )i =0,

i

que se anula puesto que c(u;) = a; = z(u;). O
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