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1. Introduccidon

Las superficies producto son una notable aportacion al diseno, pero exis-
ten otros procedimientos para generar superficies, algunos de ellos anteriores
a la aparicion de las NURBS. Estos formalismos alternativos estan basados
en curvas, lo cual es la situacion habitual en la industria. Lo usual es trazar
varias secciones del objeto, un avién, un buque, ..., segin planos longitudi-
nales y transversales, de modo que quede acotado por una malla de curvas
en el espacio. Solo resta, por tanto, interpolar sobre dicha malla para definir
una superficie admisible del objeto, dentro de unas tolerancias de curvatura,
dimensiones, volumen, ...

Nuestro objetivo, pues, es describir maneras sencillas de rellenar con una
superficie el espacio entre dos, tres o cuatro curvas, lo cual se logra, entre otros
métodos, con superficies regladas, traslacionales y de Coons. Trataremos en
lo posible de relacionar estos esquemas con nuestro formalismo.

Otras superficies generadas a partir de curvas son las superficies de re-
volucién, las cuales, por su simetria, que comparten con numerosas piezas
y partes de los objetos de la industria, son especialmente relevantes en el
diseno. Les dedicaremos, pues, un apartado en este tema.

Aparte, en algunas industrias basadas principalmente en el acero, como
es la naval, es caracteristico el uso de planchas que no se pueden deformar,
lo cual implicaria fundicion, sino tan sélo doblar o enrollar, es decir, manipu-
laciones que no supongan la aparicién de curvatura en la plancha. Asi pues,



es fundamental el diseno, en lo posible, por superficies de curvatura nula,
llamadas desarrollables, o que se les aproximen dentro de una tolerancia.

Finalmente, las superficies producto tenian el problema de no poder re-
presentar superficies cerradas complicadas, mas alla del toro o del cilindro, o
de requerir el uso de mallas degeneradas para cubrir toda una esfera. Incluso
a la hora de interpolar una nube de puntos en el espacio, los resultados que
ofrecen estas superficies no son muy buenos si los datos se alejan de una
malla “rectangular”.

Por ello, es conveniente estudiar una generalizacién un poco mas compli-
cada de las curvas de Bézier, aunque igualmente natural, basada en mallas
triangulares, en vez de rectangulares. Estas mallas son mucho mas versatiles,
como prueba su utilizacién en campos, en principio alejados del diseno, como
son la resolucién de ecuaciones diferenciales y el célculo de estructuras por
elementos finitos.

2. Superficies traslacionales

Video de Superficies traslacionales

Las superficies traslacionales son la soluciéon mas sencilla a un problema
de determinacién de superficies: supongamos que tenemos dos curvas pa-
rametrizadas, ¢ (u), di(v), u,v € [0,1], que se cortan en el punto inicial,
¢1(0) = a = d;(0). Queremos hallar una superficie parametrizada c(u, v) que
pase por ambas curvas, de modo que ¢(0,v) = di(v), ¢(u,0) = ¢1(u).

Figura 1: Superficie traslacional

Obviamente, hay infinitas superficies que son soluciéon de este problema,


http://youtu.be/vaf0UWHWATs

pero la més sencilla consiste en deslizar la curva c¢;(u) paralelamente a si
misma a lo largo de la curva d;(v). Ejemplo. Esto se consigue trasladando el
punto ¢;(u) por el vector ady(v), es decir,

c(u,v) = c1(u) + adq(v) = c1(u) + di(v) — a. (1)

Dada la simetria de la expresion, el mismo resultado se alcanza trasla-
dando la curva d;(v) a lo largo de ¢ (u).

Notese que estas superficies estan caracterizadas por la condicién de twist
nulo,

0*c(u,v)
Oudv
ya que la parametrizacion no posee ningiin término que dependa de u y de v
a la vez.

Estas superficies se denominan, como ya anunciamos en el tema prece-
dente, superficies traslacionales.

Por ejemplo, si queremos construir una superficie traslacional que se apoye
sobre las curvas ¢;(u) = (u,1,u?) y di(0,v + 1,v%), que se cortan en a =
(0,1,0), obtenemos la parametrizacion (u,v + 1,u* + v3), u,v € [0, 1].

No es dificil encajar este tipo de superficies en nuestro formalismo y cons-
truir, por tanto, superficies traslacionales de Bézier, racionales o spline. Para
ello, solo es preciso contar con dos curvas que posean dichas caracteristicas.

=0, (2)

Figura 2: Superficie de Bézier traslacional

Supongamos que ¢i(u), di(v) son curvas de Bézier de grados m y n'y
poligonos de control {ciq, ..., 1}, {di0, - - -, d1, }, respectivamente. El punto


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos6/ejemplo600.htm

de corte es ¢;p = a = dyy. Como la superficie traslacional ¢(u,v) pasa por
ambas curvas, estos vértices nos proporcionan una columna y una fila del
borde de la malla de control. Ejemplo. El resto de vértices se infieren de la
condicion de twist nulo,

Cit1,j4+1 = Ci+1,5 T Cij+1 — Cijj, (3)

que implica que también el poligono de control de la curva ¢ (u) se traslada a
lo largo del poligono de la curva d;(v). Ejemplo. Por tanto, en nuestro caso,

Cij = C1; -+ dlj —a. (4)

Por ejemplo, si tenemos dos parabolas de poligonos de control respectivos,
{(1,0,0),(2,0,1),(3,0,0)}, {(1,0,0),(1,1,—1),(1,2,0)}, que se cortan en el
punto a = (1,0,0), aplicando la relaciéon anterior, la malla de control de la
superficie traslacional que las interpola es,

coo = cip+diyy,—a=(1,0,0)+(1,0,0) —(1,0,0) = (1,0,0) = ¢y, = dy,,
o1 = C+di, —a= (1, 0,0)+(1,1,—1) (1,0,0) = (1,1,—-1) = dy,,
coo = Cy+di, —a=1(1,0,0)+(1,2,0) = (1,0,0) = (1,2,0) = dy,,

co = ¢, +diy,—a=1(2,0,1)4+ (1, 0 ,0) —(1,0,0) = (2,0,1) = ¢q,,

cqp = ¢, +d, —a=1(2,0,1)+ (1, 1, —-1)—(1,0,0) = (2,1,0),

c1a = ¢, +di, —a=1(2,0,1)+(1,2,0) — (1,0,0) = (2,2, 1),

c20 = €1, +dy, —a=(3, 0,0)+(1,0 0)—(1,0,0) = (3,0,0) = cy,,

o1 = c,+di, —a=(3,0,0)+ (1 ,1, —1)—(1,0,0) = (3,1,-1),

oo = 1, +di, —a=(3,0,0)+(1,2,0) — (1,0,0) = (3,2,0),

1,1,-1)
717 )7(272
1,-1), (3,

{(1,0,0),(
(2,0,1),(2
(3,0,0), (3,

Aunque esta relacién la hemos deducido para superficies de Bézier, es
también valida para superficies B-spline. En cambio, no es valida para su-
perficies racionales. Si quisiéramos aplicar una relacién como (4), a los pesos


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/anima1/anima601.htm
https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos6/ejemplo601.htm

de las curvas, {wiq, ..., w1}, {wig,---,win}, podriamos obtener pesos ne-
gativos por culpa de la resta. La solucion correcta la obtenemos directamente
de la definiciéon de superficie traslacional,

ZwlicliBzm(u) ZwljdljB (v)

c(u,v) = e(u)+di(v) —a=" n J=(1L .,

thBZm(u) ZwljB
i=0 J=0

Z wlzwlj C1; + dl] ) BZn(U)B;L(’U)

i=0 j=
Zzth] B]"( v)

=0 7=0

donde ¢1y = a = dy,.
De esta expresion podemos leer ya directamente los pesos y los vértices
de la malla de control de la superficie,

Wi 5 = W1Whj, Ci,j = ci; +di; — a, (5)

que es también valida para superficies B-spline racionales.

3. Superficies regladas

Video de Superficies regladas y de Coons

Otro problema de interpolacion de superficies, emparentado con el que da
lugar a las superficies traslacionales, es aquel en el que las curvas directrices
no se cortan necesariamente.

Supongamos que tenemos dos curvas parametrizadas, ci(u), ca(u), en el
mismo intervalo u € [0, 1] y queremos construir una superficie, ¢(u, v), cuyo
borde contenga a ambas,

c(u,0) = ¢1(u), c(u, 1) = ea(u). (6)

Una solucién consiste en enlazar cada punto de la primera curva, ¢;(uo),
con aquel de la segunda que le corresponde por su valor del parametro u,


http://youtu.be/6H8TuhAxL8U

c2(up). En principio podriamos emplear cualquier tipo de curvas generatri-
ces, pero el caso méas sencillo es aquel en el que se toman rectas. Son las
superficies regladas. Ejemplo. Por su simplicidad, suelen estar incorpora-
das como opcién en cualquier aplicacién de diseno basada en curvas.

c2(u)

Figura 3: Superficie reglada

Haciendo uso de la parametrizacion de la recta que pasa por dos puntos,
la parametrizacién de la superficie reglada es

c(u,v) = (1 —v)eg(u) + vea(u), u,v € [0,1]. (7)

Por ejemplo, la superficie reglada que se apoya en las curvas parametri-
zadas c;(u) = (u,0,u?®), co(u) = (u,1,u?) tiene por parametrizaciéon, para
u,v € [0,1], e(u,v) = (u,v,u® — uv + u?v).

Construir superficies regladas de Bézier no es ningiin problema, ya que
si ¢1(u), ca(u) son curvas de grado m y poligonos de control {cig,...,c1m},
{c20, -+, Cam}, la superficie reglada necesariamente serd de bigrado (m, 1),
con lo cual la unica posibilidad es que su malla de control esté formada
unicamente por las dos columnas del borde, que no son sino los poligonos de
ambas curvas, {¢1g, C20; - - - ; Clyn, Com - Ejemplo.

Por ejemplo, si queremos construir una superficie reglada que se apoye
en dos parabolas, cuyos poligonos de control son {(0,0,0),(1,0,1),(2,0,0)},
{(0,1,0),(3/2,1,2),(3,2,1)}, la malla de control que obtenemos para la su-
perficie es {(0,0,0),(0,1,0);(1,0,1),(3/2,1,2);(2,0,0),(3,2,1)}.

Este resultado es valido asimismo para superficies regladas B-spline. Para
superficies racionales o B-spline racionales, sélo es preciso anadir la matriz
de pesos que, de acuerdo con el razonamiento anterior, esta formada por los
pesos de las dos curvas, {wig, Wag; . .. ; Wi, Wy, }-


https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/ejemplos6/ejemplo602.htm
https://dcain.etsin.upm.es/~leonardo/anima1/anima603.htm

Figura 4: Superficie de Bézier reglada

Notese que de este modo obtenemos una parametrizacion de la superficie
reglada,

Z {wy61;B" (u)(1 — v) + waico; B (u)v}
=0

c(u,v) =

)

Z {w1;B]"(u)(1 = v) + we; Bi" (u)v}

que difiere de la que se planteaba inicialmente para estas superficies,

m m
ZwlicliBim(u) Zw%C%Bzm(u)
=0 =0

(1—v)+ = v.

Z wa; B (u)
i=0

c(u,v) =

Z wy; B (u)
i=0

Pero, a pesar de las apariencias, sigue tratandose de una superficie regla-
da, ya que los puntos ¢;(u) y c2(u) de las curvas estan unidos por un tramo
recto dentro de la superficie, como corresponde a la definiciéon de estas su-
perficies, aunque la parametrizacién del segmento sea distinta en c(u,v) y en
é(u,v).

4. Superficies desarrollables

Un caso particular de superficies regladas son las superficies desarrolla-
bles. Geométricamente se caracterizan por tener curvatura gaussiana nula, lo
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cual quiere decir que son intrinsicamente planas. Son planos o regiones pla-
nas que se sumergen en el espacio sin deformarse. A lo sumo se doblan para
formar conos, cilindros ... Por ello se pueden extender sobre el plano, tras
realizarles algunos cortes. De ahi el nombre de superficies desarrollables.

Consideremos una superficie desarrollable parametrizada por ¢(u,v). Si
n(u,v) es un vector normal a la superficie en el punto c(u,v), la condicién
de curvatura nula se expresa como

Cyu "N Cyp - M
Cyp T Cyy - M

0= : (8)

(uv)

que en el caso de que estemos considerando una parametrizacién reglada,

co(u,v) = (1 =0)e,(u) + veg, (u), co(u,v) = ca(u) — c1(u),

CUU(U,’U) = 07 Cuv(uu U) = C2u(u) - Clu(u>7
se traduce en una condicién mucho mas sencilla,
Cun (U, 0) + (cy(u,v) X cp(u,v)) =0, 9)

teniendo en cuenta que el producto vectorial de las derivadas parciales de
la parametrizacion define un vector normal a la superficie. Este resultado
expresa que la superficie es desarrollable si ¢, (u,v), ¢, (u,v), ¢,(u,v) estan
en un mismo plano para cada par de valores de los parametros.

La condicién (9) se puede desgranar ain méas. Veamos que sucede para
v = 0. En este caso, como ¢,(u,0) = ¢1,, la condicién se simplifica bastante,
desglosando el producto vectorial,

0 = (caulw) = cru(u)) - (cru X (c2(u) = er(w)))
= cu(u) - (cru(w) X (e2(u) = cr(u))), (10)

y tiene una interpretacién geométrica muy clara, ya que expresa que los
dos vectores tangentes a las curvas, ¢y, (u), ca,(u), para el mismo valor del
parametro u, y el vector que une los puntos ci(u), ca(u) son coplanarios.

A la misma conclusién se llega evaluando (9) para v = 1. El resto de
casos estdn comprendidos en (10), ya que ¢,(u,v) es combinacién de ¢y, (u)
y C2u(u>‘

En resumen, una superficie reglada es desarrollable si y s6lo si para todo
par de puntos homologos, los generadores de las curvas y de la recta que los
une estan en un mismo plano.



Figura 5: Superficie desarrollable

Esta condicion, pese a su sencillez, es molesta para implementar en el
diseno, ya que exige estar pendiente de angulos y planos.

Otra manera de verlo se obtiene ddandose cuenta de que si ¢1,(u), ¢, (u),
ca(u) —¢q(u) estédn en el mismo plano para un valor determinado de u, enton-
ces ¢y (u,v), ¢y(u,v) generan el mismo plano para ese valor de u, sea cual sea
v. Por tanto, el plano tangente a la superficie es el mismo en cada punto de
la recta generatriz que une ci(u) y co(u). O sea, una superficie desarrollable
es una superficie reglada con plano tangente comin a lo largo de cada recta
generatriz.

Ejemplos sencillos de superficies desarrollables, aparte del propio plano,
son las superficies cilindricas y conicas.

Figura 6: Superficie cilindrica

Las superficies cilindricas son las superficies regladas, o partes de ellas,
en las que las curvas ¢;(u), c2(u) se obtienen una a partir de otra por medio



de una traslacién,
co(u) = c1(u) + v, c(u,v) = ¢1(u) + v, (11)

con lo cual ¢1,(u) = ¢9,(u) y la condicion de coplanariedad (10) se satisface
trivialmente.

A la vista de (11), las superficies cilindricas se pueden interpretar como
superficies traslacionales en las que la segunda curva es una recta, d;(v) =
a—+vv.

O, con mayor generalidad, las superficies cilindricas son superficies regla-
das en las cuales todas las rectas generatrices son paralelas.

c2(u)

Figura 7: Superficie conica

Las superficies cénicas se generan mediante el haz de rectas que une
cada punto de una curva c¢;(u) con un punto fijo a, el vértice del cono,

c(u,v) = (1 —v)er(u) + va. (12)

O sea, que en el caso en el que v € [0,1], la curva ¢y(u) ha degenerado en
el punto a.

Por ello, como ¢, (u,v) vy ¢up(u,v) son ambas proporcionales a ¢, (u), la
condicién de coplanariedad vuelve a ser trivial.

Veamos en qué se traduce la condicion de desarrollable para superficies
de Bézier. En este caso, los vectores tangentes a las curvas son

m—1 m—1
() =mY Ay B Nu),  cp(u) =m Y Acy B (u),
i=0 1=0
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y el vector director de cada recta generatriz de la superficie reglada es
ca(u) —cr(u) = (c2; — c13) B (u).
i=0
Estudiemos la condicion de desarrollable en los extremos de la curva. Para
u =0,

C1u(0) = mAcy, C2u(0) = mAcy, 02(0) - 01(0) = C209 — Cip;

de donde se infiere que la superficie, para ser desarrollable, tendra que tener
en un mismo plano los vértices ¢y, o, €11, Co;. Es decir, la primera celda
de la malla de control de la superficie es un cuadrildtero plano. Del mismo
modo, para u =1,

c1u(1) = mAciy, 1, c2,(1) = mAcy,, 1, c2(1) — (1) = o — Cim,

se obtiene una condicion similar. La tltima celda de la malla de control, la
formada por los vértices ¢i1,,_1, C2m—1, Clms C2m, €8 un cuadrilatero plano.

Para el caso de regladas de bigrado (1, 1), es decir, una tunica celda en la
malla, este hecho refleja algo ya conocido: si la celda es plana, la superficie
es plana y, por tanto, desarrollable. Si la celda no es plana, tenemos un
paraboloide hiperbdlico, que no es una superficie desarrollable.

Por ello, es tentador pensar que la condiciéon de coplanariedad se traduce
directamente a superficies de Bézier en términos de la malla de control, lo
cual es falso, incluso al nivel mas bajo, una reglada de bigrado (2,1).

Por ejemplo, comprobemos que la superficie reglada de malla de control
{(0,-1,1),(0,-2,0);(0,0,1),(0,0,0);(2,0,1), (1,0, —1)} no es desarrollable,
a pesar de que la primera celda es un cuadrilatero plano, situado en el plano
r =0, y la segunda, también, en el plano y = 0,

c(u,v) = (2u* — v, 2uv — v — u*v — 14 2u — u? 1 — uv — v),
cu(u,v) = (du — 2uv,2v — 2uv + 2 — 2u, —2uv),
co(u,v) = (—u?2u—1—u? —u*—1),
Cun(U,0) = (—2u,2 — 2u, —2u),
Con(u,v) - (cu(u,v) X cy(u,v)) = 12u — 8u® — 4u?,

que no se anula para todos los valores, a pesar de que, obviamente, se anula
para los extremos, u =0, u = 1.

No es tan sencillo, pues, caracterizar las superficies desarrollables de bi-
grado (1,n) en términos de su malla de control.

11



Figura 8: Superficie reglada no desarrollable

5. Superficies de Coons

Video de Superficies regladas y de Coons

Finalmente, abordaremos un problema de interpolacién que combina los
que dan origen a las superficies regladas y traslacionales.

Supongamos que tenemos cuatro curvas parametrizadas, c¢;(u), ca(u),
di(v), do(v), u,v € [0, 1], que forman un cuadrildtero curvo, es decir,

= d1(1 s 02(1) =d= dg(l), (13)
y queremos hallar una superficie, ¢(u, v), que pase por las cuatro curvas,

C(“? O) = Cl(“)a C(“a 1) = 02(u>7
(0,0) = di(v),  e(1,0) = do(0). (14)
Al igual que en los problemas anteriores, existen infinitas superficies que
satisfacen estas condiciones. Nos limitaremos a proporcionar una de las mas
sencillas.

Denotaremos por c.(u,v) la superficie reglada que se apoya en c¢;(u) y
ca(u) y por cq(u,v), la que se apoya en dy(v) y da(v),

ce(u,v) = (1 —v)er(u) +vea(u),  cq(u,v) = (1 —u)di(v) + udy(v). (15)

12
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Obviamente, cada una de estas superficies satisface la mitad de las con-
diciones (14), con los otros dos bordes rectos en lugar de curvos,

CC(O,U) = (1 —’U)CL—I—’UC, 00(172]) = (1 —U)b—l—’l}d,
ca(u,0) = (1 — u)a + ub, ca(u, 1) = (1 — u)e + ud,

Por tanto, si a la suma de las parametrizaciones regladas c.(u, v) y cq(u, v)
le restamos otra reglada, un paraboloide hiperbdlico, que interpole entre los
bordes espiireos,

Ceg(u,v) = (1—u)((1 —=v)a+ve)+u((l —v)b+ vd)
= (1—-v)((1=u)a+ub) +v((1 —u)c+ ud), (16)

obtenemos una parametrizacién que es una solucién de nuestro problema,

c(u,v) = c.(u,v) + cq(u,v) — ceq(u, v), u,v € [0, 1]. (17)

Figura 9: Superficie de Coons

Estas superficies se denominan superficies de Coons y generalizan e
incluyen las superficies regladas. Ejemplo. En el caso en el que d;(v), da(v)
son rectas, las parametrizaciones cg(u,v) y ceq(u, v) son iguales y la parame-
trizacién de Coons se reduce a la reglada c.(u, v).

Esto es bastante obvio. No lo es tanto que las superficies de Coons inclu-
yan también a las superficies traslacionales: si en una superficie de Coons las
curvas opuestas estan relacionadas por una traslacién, la superficie resultante
es traslacional. Lo comprobamos.

13
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Figura 10: Las superficies traslacionales son superficies de Coons

Supongamos que ¢1(u) = ¢(u), ca(u) = c(u) + ac, di(v) = d(v), da(v) =
d(v) + ab, para implementar la condicién de traslacion. La parametrizacién
de la superficie de Coons es,

clu,v) = (1 —wv)e(u) +v(c(u)+c—a)+ (1 —u)d(v) +u(dv)+b—a)

- 1=u)(l=v)a—(1—-u)ve—u(l—2v)b—uvd

= c(u)+dv)—a+uw(b—d+c—a)=c(u)+dv)—a,
puesto que por la condicién de ser curvas trasladadas, precisamente ab = cd.

Por ejemplo, si queremos construir una superficie parametrizada que in-

terpole el espacio comprendido entre las curvas parametrizadas c;(u) =
(u,0,u?), co(u) = (u,1,u® + 1), di(v) = (0,v,v), da(v) = (1,v,0* + 1), la
parametrizacion de Coons que se obtiene es

@ = a(0) =di(0) = (0,0,0), b=ci(1) = da(0) = (1,0, 1),

¢ = 0)=di(1)=(0,1,1), d=cy(1) =ds(1)=(11,2),
ce(u,v) (1 —v)er(u) +vea(u) = (1 —v)(u,0,u%) +v(u, 1,u* + 1),
calu,v) = (1 —u)di(v) +udy(v) = (1 —u)(0,v,v) + u(l,v,v* + 1),
u,v) (1 —u)((1 —v)a+ve)+u((l —v)b+ vd)

(

1 —wv(0,1,1) + u((1 —v)(1,0,1) + v(1,1,2)),

clu,v) = (u,v,u? —vu? + v+ vu — uv + uv?).

Después de haber estudiado las superficies regladas, no es dificil describir
las superficies polinémicas de Coons. Supongamos que ¢ (u), ¢a(u) son curvas

de grado m y poligonos de control {cig, ..., 1}, {€205- - Com}, TESpectiva-
mente. A su vez, d;(v), do(v) son curvas de grado n y poligonos {diq, ..., d1,},
{dQOa ) d2n}
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Las superficies regladas c.(u,v), cq(u,v), c.q(u,v) son, respectivamente,
de bigrado (m, 1), (1,n), (1,1) y conocemos sus mallas de control. Por tanto,
para obtener la malla de la superficie de Coons, tendremos que elevar el
bigrado de todas ellas hasta (m, n). Ejemplo. Asi pues, los vértices de la malla
de control de la superficie de Coons, {co, - - -, Cm.n}, Se podran expresar como

Cijj = Ceiyj  Cdijj = Cedijs (18)

en funcién de los vértices respectivos de las tres superficies. Ejemplo.

n_ .
Ceij = qu + %021'7
m—1 1
Cdi,j di; + Edzp
n—7j3 (m-—1 7 ) fm—1 )
Cedij = J ( a+ —b) + z ( c+ —d) . (19)
n m m n m m

Figura 11: Superficie de Bézier de Coons

Por ejemplo, si tenemos dos curvas de Bézier, ¢, ¢y, de grado tres,
dadas por sus poligonos de control, {(0,0,0),(1/2,0,2),(1,0,3),(2,0,0)},
{(0,3,0),(1/2,3,3),(1,3,1),(2,4,0)}, y dos curvas de grado dos, dy, ds, cu-
yos poligonos son {(0,0,0),(0,1,3),(0,3,0)}, {(2,0,0),(2,1,2),(2,4,0)}, la
superficie de Coons correspondiente de bigrado (3,2) tiene malla de control,

Co,0 = Ci9 = le = (0a070) =a, Cy1—= dll = (07 1a 3)7
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Co2 = C20 = diy = (0, 3>0) =¢C, C3p0=C3= dyy = (2,0,0) =,
cg1 = dy = (2,1,2), c32=co3=1doy=(2,4,0)=d

c10 =c1p = (1/2,0,2), co0=c12=1(1,0,3),

cr2 = co1 = (1/2,3,3), cop=c2=(1,3,1),

Cory = %cn + %czl —(1/2,3/2.5/2), cons — %clz + %cm —(1,3/2,2),
Cd1,1 = %dll + %d21 =(2/3,1,8/3), caon = %dn + §d21 = (4/3,1,7/3),
oty — 2(a+c);(b+d) _ (2/3.5/3.0),

B +62(b+d) — (4/3,11/6,0),

Cig = Ce11 + Ca1q — Cearn = (1/2,5/6,31/6),
Co1 = Ceaq + Cazq — Ceaza = (1,2/3,13/3),

{(0,0,0),(0,1,3),(0,3,0)
(1/2,0,2),(1/2,5/6,31/6), (1/2,3,3)
(1,0,3),(1,2/3,13/3), (1,3,1)
(2,0,0),(2,1,2),(2,4,0)}.

De igual modo podemos construir superficies de Coons B-spline, usando
el algoritmo de insercion para que las tres superficies auxiliares tengan los
mismos nudos. Primero elevariamos el grado de las tres parametrizaciones
hasta que todas alcancen el bigrado (m,n) y luego insertariamos los nudos
no comunes para que todas tengan las mismas sucesiones de nudos.

Las superficies de Coons racionales tampoco presentan especial problema,
ya que hemos estudiado ya como construir superficies regladas a partir de
curvas racionales. Sin embargo, no es trivial construir mallas de control y
pesos para ellas, ya que, como vimos, las parametrizaciones regladas de la
forma,

Z w1 B (u) Z waCo; B (1)
éu,v) = 22 (1—v) 4+ =% v,
ZwliBzm(u) Zmezm(u)
i=0 =0
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no tienen bigrado como racionales, ya que la variable v sélo aparece en el
numerador.

Otra opcién consiste, como ya se hizo en el apartado de las superfi-
cies regladas, en obtener la parametrizaciéon reglada en R*, realmente en
el espacio proyectivo, y luego proyectar sobre el espacio afin, obteniéndo-
se de este modo mallas y pesos de la forma, {cig,...,c1m}, {C20,---,Com},
{w1g, wag, . . ., W1y, Way, b, POr ejemplo, para la reglada c.(u,v). Tal como se
estudid, esta es una manera totalmente equivalente de construir la superficie
reglada.

Sin embargo, no sucede lo mismo para las superficies de Coons. Si inge-
nuamente, definiéramos la malla de Coons en R* como en (19), obtendriamos
una coleccion de vectores {co g, .., Cmn}, donde pesos y vértices se despejan
de la expresion ¢;; = (w; ;, w; ;¢ 5)-

G
0L 742
A7/77

/ ,///Ilg,' 17

di(n) A
/) ”""l.l..

Y/
W iiify

Figura 12: La superficie de Coons no se corresponde con la proyeccién de una
superficie de Coons en R*

Esto puede causar problemas, ya que, al estar definidos los pesos mediante
una resta, w;; = We; ; + Wq; j — Wea; j, bien pudiera suceder que se diera el
caso de pesos negativos o nulos, lo cual distorsionaria notablemente la forma
de la superficie.

Aparte, como ya se ha avanzado, la parametrizacién asi construida, no
se corresponde con la superficie de Coons que hemos definido, a pesar de
que interpola el espacio entre las cuatro curvas. El razonamiento anterior es
concluyente, ya que la mera interpolacién no puede mandar puntos al infinito
y el algoritmo anterior si puede hacerlo. En la figura, la superficie proyectada
es la mas abombada.

Por ello, nos abstendremos de dar algoritmos mas complicados para las
mallas y pesos de las superficies racionales de Coons.
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Las superficies de Coons se pueden emplear para interpolar una malla
de curvas en el espacio, de modo que cada cuadrilatero curvo defina una
superficie de Coons. La superficie global asi construida sera continua, pero
presenta problemas a la hora de garantizar su diferenciabilidad. Consideremos
una tnica superficie de Coons. Si la queremos enlazar con otra superficie, por
ejemplo, a lo largo de la curva correspondiente a u = 1, dy(v), tenemos que
la derivada transversal a lo largo de dicho borde es

dc(u,v)

5 = (1 —=v)mAcy 1 +vmAce,_1 + do(v) — di(v)

u=1

+ (1—-v)(b—a)+v(d—c). (20)

Por tanto, observamos un efecto no deseado. El valor de la derivada trans-
versal en u = 1 depende de los valores en u = 0, es decir, de la curva opuesta
del borde, d;(v), lo cual complica sobremanera el engarce diferenciable con
una segunda superficie. Ejemplo.

Esto se debe a que los polinomios de interpolacién lineal, u, 1 — u, tienen
derivadas que no se anulan en los bordes. Por ello, se puede generalizar la
construccion de superficies de Coons empleando funciones de interpolacion
no lineales, de modo que este problema quede solventado.

Una solucién serfa utilizar los polinomios ctibicos Bi(u)+ B3 (u) y Bi(u)+
B3(u) como funciones de interpolacién o directamente utilizar los polinomios
de Bernstein de grado tres. Esta ultima opcién supone dar mas datos sobre
la superficie que las curvas de los bordes.

6. Superficies de revolucién

Video de Superficies de revolucion

Como es bien sabido, las superficies de revolucién se generan por
rotaciéon de una curva plana en torno a un eje contenido en dicho plano.
Ejemplo. Por ejemplo, si la curva estda contenida en el plano X7, ¢i(u) =
(f(u),0,g(u)), una parametrizacion de la correspondiente superficie de revo-
lucion obtenida al girar en torno al eje Z es

c(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), v €|0,2x]. (21)

Las lineas de parametro v constante, copias rotadas de la curva original,
son los meridianos de la superficie. Las lineas de u constante, circunferencias
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descritas al girar los puntos de la curva, son los paralelos de la superficie, de
radio | f(u)].

Describir los paralelos no es complicado, ya que vimos en el tema de
las curvas racionales que podiamos describir una circunferencia descompo-
niéndola en tres arcos iguales, de modo que el vértice intermedio de cada
arco tenia peso igual a la mitad de los otros dos. O también con cuatro arcos
de dngulo 7/2. En este caso cada vértice intermedio tiene peso igual a v/2/2
veces el de los otros.

Por tanto, para construir la malla de control de una superficie de revolu-
cién generada por una curva plana racional de poligono {co, ...,¢,} vy pesos
{wo, ..., wy,}, sblo es preciso trazar las circunferencias C; que describen los
vértices al rotar alrededor del eje Z. Los poligonos de estos arcos de circun-
ferencia, {(C;),, (Ci)1, (Ci)2} son las filas de la malla de control. Es decir, la
fila i-ésima de la malla de control es el poligono del arco de circunferencia
descrito por ¢; al girar. La columna cero serd, pues, el poligono de la curva
plana original, (C;), = ¢;. Ejemplo.

Co

Ci

C2

Figura 13: Malla B-spline de una superficie de revolucién

Del mismo modo, la columna cero de la matriz de pesos estard formada
por los pesos de la curva plana, {wy, ..., w,}. Todos los arcos de circunfe-
rencia C; tienen pesos normalizados {1, w, 1}, siendo w el coseno de la mitad
del angulo girado. Ahora bien, si el peso w; no es uno, habra que multipli-
car todos los pesos de la fila i-esima por este valor para que cuadren con la
columna cero, {w;, wsw,w;}.
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Figura 14: Cuadrante de tronco de cono

Por ejemplo, vamos a construir un tronco de cono. Un segmento en
el plano XZ tiene poligono de control formado por dos tnicos vértices,
{co = (a,0,b),c1 = (¢,0,d)}. Un cuadrante de la superficie se describe por
la malla {C0,0 = (CL, 0, b), Co1 = (a, a, b), Co2 = (0, a, b)7 C10 = (C, 0, d), C11 =
(c,e,d),c1o = (0,¢,d)} v los pesos respectivos, {1,v/2/2,1;1,/2/2,1}. El
resto de cuadrantes se describen con los mismos pesos y mallas simétricas en
torno al eje de rotacion.

Cuic
1 Co2

C20 Ci2

C11
C1,0 ¢
Co,2

——¢

Co.o Co.1

Figura 15: Octante de esfera

Un octante de esfera de radio unidad se obtiene al girar el cuadrante
de circunferencia, de poligono de control {(1,0,0),(1,0,1),(0,0,1)} y pesos
{1,v/2/2,1}, en torno al eje Z. La malla resultante es,

{(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0);

20



(1,0,1),(1,1,1),(0,1,1);
(0,0,1),(0,0,1),(0,0,1)},

y los pesos, {1,v2/2,1;4/2/2,1/2,4/2/2;1,4/2/2,1}. Nétese lo que ya se
apuntaba en el tema anterior: la malla es degenerada, ya que la ultima fila de
vértices esta repetida, como corresponde al hecho de que este paralelo es en
realidad un punto, el polo. Aun asi, obsérvese que los pesos no son iguales.
La construccion anterior también es valida para curvas B-spline, de poli-

gono {cg, ...,cr}, pesos {wo, ..., wr} y nudos {ug, ..., ux}. Las circunferen-
cias C; tendran poligonos B-spline {(C;),, ..., (Ci)r}, que seran las filas de
la malla de control. Y pesos normalizados {wo, .. .,w;}, con lo que los pesos
de la fila i-esima serén {wjwy, ..., w;wr }. Los nudos de las circunferencias,
{vo, ..., vk}, son los mismos para todas ellas.

ds d di

di ¢ b g‘;

dS d6 d7

Figura 16: Circunferencia B-spline

Esto nos permite construir representaciones de toda la superficie, ya que
una circunferencia completa de radio unidad en el plano z = 0 se puede
obtener con el poligono B-spline de cuatro tramos,

{(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0), (—1,1,0),(-1,0,0),
(_1a_1a0)7(Oa_1a0)7(1a_1a0)7(1a070)}a
los pesos {1,v/2/2,1,v/2/2,1,+/2/2,1,+/2/2,1} y, por tltimo, la sucesién de

nudos {0,0,1/4,1/4,1/2,1/2,3/4,3/4,1,1}. En el ejemplo vemos cémo se
construye el poligono B-spline de circunferencias con N tramos.
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d1,6
X

T Vi Y

O
dO, 1

Figura 17: Semiesfera

El proceso es esencialmente el mismo. Se traslada el poligono anterior a
cada punto del poligono B-spline de la curva que se va a rotar, modificando los
radios y las alturas, y se multiplican los pesos, como se hacia para superficies
de Bézier de revolucion.

22



	Introducción
	Superficies traslacionales
	Superficies regladas
	Superficies desarrollables
	Superficies de Coons
	Superficies de revolución

