Capitulo

Curvas de Bézier

Problema 2.1 ;Por qué punto pasa en el instante t=1/4 la curva de poligono
de control {(0,1),(2,0),(1,0),(=2,1)}2, sy en el instante t=0%, ;y en el instante
t=1%

Solucion:

Por las propiedades de las curvas de Bézier, la curva pasa en el instante
inicial por ¢g y en el final, por ¢,. Por tanto,

c(0)=(0,1), e(1)=(-21).0

Para el otro valor tenemos que recurrir, o bien al algoritmo de de Casteljau,
o la expresion con polinomios de Bernstein,

=3B

i=0

que en nuestro caso particular, n = 3, t = 1/4, proporciona

2

c(1/4) = eiB}(1/4) = (61/64,7/16) , O

1=0

teniendo en cuenta las expresiones de los polinomios de Bernstein,

Bit)=(1—-t)®, Bi(t)=3t(1 —t)*, B3(t) =3t*(1—t), B}t)=1t>.

Problema 2.2 FElevar una unidad el grado de la curva de poligono de control
{(0,1),(2,0),(1,0),(=2,1)}. 4Cudl es el grado final?

Solucion:

La curva es de grado tres, con lo cual al elevar el grado sera formalmente de
grado cuatro. El poligono de control lo obtenemos de la férmula,
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ch=(1- ! c'—l—Lc-
L n+l) " Tar1 T

que aplicada a nuestro caso concreto nos proporciona,

{(0,1),(3/2,1/4),(3/2,0),(1/4,1/4),(=2,1)} . O (2.1)

Figura 2.1: Elevacion del grado

Problema 2.3 Reducir una unidad el grado de la curva de poligono de control
{(0,1),(2,0),(1,0), (—2,1)}. $Cudl es el grado final?

Solucién:
La curva es de grado tres, con lo cual al reducir el grado obtenemos una

curva de grado dos, en general distinta, ya que la reducciéon de grado es una
aproximacién. El sistema de ecuaciones, AC' = B,que tendriamos que resolver,
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que no tiene solucién. Buscamos mejor aproximacién por minimos cuadrados,
multiplicando el sistema por la matriz traspuesta, A'AC = A!B,

Figura 2.2: Reduccién del grado

10/9 2/9 0 co 2/3 1
2/9 8/9 2/9 o | = 2 0 |,
0 2/9 10/9 ¢ —5/3 1



que si tiene una matriz solucién, cuyas filas nos dan las coordenadas de los
vértices del poligono de control de la mejor aproximaciéon de grado dos a la
curva inicial,

{(1/20,1), (11/4,—1/2),(—41/20,1)} . O

Problema 2.4 Calcular el nuevo poligono de control de la curva de poligono
{(0,1),(2,0),(1,0),(—2,1)} después de trasladarla por el vector de coordenadas

(1,-1).
Solucion:

Como las curvas de Bézier son invariantes bajo transformaciones afines,

n

fle®) =Y fle)B(1)

=0

basta trasladar el poligono para obtener el poligono de control de la curva tras-
ladada,

(1,0),(3,-1),(2,-1),(-1,0) . O

Figura 2.3: Traslacion

Problema 2.5 ;FEn qué region sabemos que estd contenida la curva de poligono
de control {(0,0),(2,3),(5,-1),(2,1),(1,1),(1,3)}?

Solucion:

Por simple inspeccién, los puntos que delimitan el menor poligono conve-
x0 que engloba a todos los vértices del poligono de control de la curva son
(0,0),(1,3),(2,3),(5,—1). Y sabemos que la curva estard contenida en dicho
poligono. O

Problema 2.6 Si queremos quedarnos con la parte comprendida entre t =1/3
yt=1/2 de la curva de poligono {(0,1),(2,0),(1,0),(—2,1)}, scudl es el nuevo
poligono de control?



Figura 2.4: Envolvente convexa

Solucion:

Para quedarnos con una parte de la curva, tenemos que recalcular el poligono
de control usando la forma polar de la parametrizacién. Recordemos que la forma
polar se calcula aplicando el algoritmo de de Casteljau, s6lo que con un valor
distinto en cada iteracion,

C(lJ) [tl] = (1 — tl)CO +tic1
C})[tl] = (1 — t1)01 +tico
] = (1-t)ex+ties,
e ltsts] = (1 ta)eg[t] + tacy’ 1]
Fltrsts] = (1 t2)er ] + tacy 1]
C[tl, tQ, tg] = Cg) [tl, tg, tg] = (1 — tg)cg) [tl, tQ] + t3C?) [tl, tg] .

Figura 2.5: Restriccion

El nuevo poligono de control se obtiene para valores concretos de la expresién
anterior,



G = c[1/3,1/3,1/3] = (28/27,1/3)
& = c[1/3,1/3,1/2] = (19/18,5/18)
& = c[1/3,1/2,1/2] = (1,1/4)

&3 = c[1/2,1/2,1/2] = (7/8,1/4). O

Problema 2.7 ;Cudl es el poligono de control de la curva que pasa por los
puntos (0,0),(1,2),(=1,1) en los instantes t = 1/3, t = 1/2, t = 3/4 respecti-
vamente?

Solucion:

Para resolver el problema de interpolacién planteado, tendremos que resolver
el sistema de ecuaciones lineales, a; = > B?(ti)cj, 1=0,1,2, es decir,

B3(1/3) Bi(1/3) B3(1/3) co 0 0
B3(1/2) Bi(1/2) B3(1/2) a|=(1 2],
B2(3/4) B3(3/4) B3(3/4) o -1 1
4/9 4/9 1/9 o 0 0
1/4 1/2 1/4 a | = 1 2,
1/16 3/8 9/16 Co -1 1

cuya solucién tdnica es

co = (—38/5,-52/5), ¢ = (47/5,58/5), c2=(—36/5,—24/5),

el poligono de control de la curva interpolante. O

Figura 2.6: Interpolacion

Problema 2.8 Si queremos que esté definida en el intervalo [—1,1], scudl serd
la parametrizacion de una curva de poligono {(0,1),(2,0),(1,0),(—-2,1)}?
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Solucion:

La parametrizacion de la curva estd inicialmente definida en el intervalo

[0’ 1]a

c(t) =Y B(t)ei = (2 — 9t + 6,1 — 3t + 3t%)

y como queremos que esté definida en el intervalo [—1, 1], tenemos que cambiar
el parametro a u,

u+1 u+1

=1y =2

de modo que cuando u vale —1, ¢ vale cero; y cuando u vale uno, t vale uno
también.
Sélo tenemos, pues, que hacer el cambio de variable,

&(u) = c(t(u)) = (u®/8 — 15u®/8 — 9u/8 + 7/8,3u®/4+ 1/4) ,
y tenemos la misma curva, pero parametrizada en v € [—1,1]. O

Problema 2.9 Obtener el poligono de control de la grifica de la funcién f(x) =
22 en el intervalo [0,1].

Solucion:

Se trata de obtener el poligono de control de (z, f(z)) como curva de grado
dos. Sabemos que el poligono de control de la funcién lineal x es equiespaciado,

1
v = 5Bx) + B(a).

y para obtener el de f(x) no tenemos que recurrir a ningtin célculo, ya que
B2(z) = 2%

Por tanto, juntando las dos coordenadas de cada vértice del poligono de
control, concluimos

COZ(O,O), 01:(1/2,0), 02:(1,1).|:|
Problema 2.10 ;Cudl es la recta que mejor aprozima a la curva que pasa por
los puntos (0,0), (1,2), (—1,1) en los instantes t = 1/3, t = 1/2, t = 3/4
respectivamente?

Solucion:

El problema es parecido al de interpolacién, AC = B, sé6lo que en este caso
nos falta una ecuacién, ya que la curva es de grado uno,
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Figura 2.7: Gréafica de una funcién

By(1/3)
By(1/2)
B (3/4)

2/3
1/2
1/4

Figura 2.8: Aproximacién

Bi(1/3) . 0 0
s | (@)= 12 ).
B} (3/4) ! -1 1

1/3 0 0

1/2 “)=( 1 2],

3/4 ( “l ) ~1 1

por lo que, en general, este tipo de sistemas carece de solucién. Por ello se pide
una solucién aproximada, que se obtiene por minimos cuadrados, multiplicando
el sistema anterior por la matriz traspuesta del sistema, A?,

109/144  95/144
133/144

95/144

1/4 5/4
~1/4 7/4

) ()= ).

para conseguir un sistema de ecuaciones que tiene solucién tnica,

co = (3/2,0),

¢; = (—51/38,36/19). O



