Capitulo 3

Curvas racionales

Problema 3.1 ;Por qué punto pasa en el instante t = 1/3 la curva de poligono
de control {(0,1),(1,,0),(2,0)} y pesos {1,4/5,1}2, sy en el instante t = 02,
sy en el instante t = 17

Solucion:

Las curvas racionales pasan por el vértice inicial y el final, respectivamente,
ent=0yt=1. Por tanto, c¢(0) = co = (0,1), ¢(1) = ¢z = (2,0).
Para el valor ¢ = 1/3 tenemos que recurrir a la expresién general,

ZwiCiB?(f)
e(t) = =0

z”: w; B (t)
=0

que en nuestro caso proporciona el punto

?

c(1/3) = S————— =(26/41,20/41) . O

> wiBF(1/3)
=0

Problema 3.2 Una curva de pesos {2,3,4}, squé clase de curva es (elipse,
hipérbola, pardbola...)?

Solucién:
Con la informacion facilitada es dificil concluir de qué tipo de cénica se trata,
ya que los pesos no estan en forma candnica. Los transformamos de modo que

Wy = 1 = W,. Primero hacemos que el ultimo peso tome el valor uno, dividiendo
todos los pesos por su valor,

w0:1/2, U}1:3/4, w2:1,
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y a continuacién aplicamos el otro procedimiento de normalizacion,

’LTJZ' = bn_i’wi 5 b = (wn/wo)l/” .

En nuestro caso concreto, b = y/ws /wg = v/2 y los nuevos pesos, equivalentes
a los anteriores son,

Wo=1, w5 =3V2/4, wy=1,
y como el peso w; es mayor que la unidad, la curva es una hipérbola. O

Problema 3.3 Dar el poligono de control y pesos de un arco de circunferencia
de 120 grados con centro en el origen y radio unidad.

Solucion:

Podemos trazar un arco de 120 grados simétrico en torno al polo superior
de la circunferencia, teniendo en cuenta que el poligono de control de un arco
de angulo 2« de ese tipo es

co = (—Rsina,Rcosa)=(—v3/2,1/2),
ca = (0,R/cosa)=(0,2),
o = (Rsina, Reosa) = (v3/2,1/2),

y los pesos, por su parte, son

wo=1, wi=cosa=1/2, wy=1.0

Figura 3.1: Arco de circunferencia

Problema 3.4 ;Qué sucede si a una curva cuadrdtica le multiplicamos el pri-
mer peso por 1/4, el sequndo por 1/2 y el tercero lo dejamos como estaba?



Solucion:

Sabemos que multiplicar a cada peso w; por un factor b”~%, donde n es el
grado de la curva, no afecta a la grafica de la curva racional. En nuestro caso se
trata de una cénica y el factor es de dicha forma, con b = 1/2. Luego la gréfica
no se ve modificada. O

Problema 3.5 ;Por qué punto pasa en el instante t = 1/3 la curva de poligono
de control {(0,1),(1,0),(2,0)} y pesos {1,1,1} si el seqgundo vértice es un vector
de control?

Solucion:

Para una curva cuadratica con un vector de control, la parametrizaciéon es

o(t) = coB2(t) + c1 B3 (t) + caB3(t) _ 9% (1- t)2 o
Bg(t)"‘B%(t) 1—2t+2t2"1—-2t+2t2 )’ .

con lo cual el punto buscado es ¢(1/3) = (6/5,4/5). O

Figura 3.2: Cénica con vector de control

Problema 3.6 ;Qué curva resulta si para un poligono de control {c0,cl,c2}
tomamos pesos {1,0,1}¢

Solucion:

Es un caso limite, ya que no tiene mucho sentido tomar un peso nulo. La
parametrizacion seria de la forma

(1 —1t)2%co + t%co
(1—-t)24+¢

c(t) =

luego estamos haciendo combinaciones baricéntricas de los puntos ¢y y co. Por
tanto, se trata del segmento de recta comprendido entre ambos puntos. O

Problema 3.7 ;FEs lo mismo tomar un peso cero que considerar el vértice co-
rrespondiente como vector de control?

Solucion:

No, ya que con peso cero el vértice desaparece del numerador, pero no sucede
asi con el vector de control. O



Problema 3.8 Obtener dos maneras distintas de elevar el grado de una curva
de poligono {(0,0),(2,1),(4,—1)} y pesos {1,1/2,1}.

Solucion:

En principio, hay infinitas maneras de elevar el grado de una curva racional
de grado n, dependiendo de la proporcién «/g,

1 n+1—1 ny 1
w; = a—W; —W;—
¢ n+1 ° n+1 b
n+1—1 i
wzlczl = Ozni_i_lwici+ﬂn—“’wi,10i,1 .

La manera usual, idéntica a la empleada para curvas polinémicas, seria tomar
a =1 = f, que proporciona el siguiente poligono y lista de pesos,

{(0,0),(1,1/2),(3,0), (4,—-1)} , {1,2/3,2/3,1} .

Pero, por ejemplo, si tomamos o = 1/2, § = 1/4, obtenemos otro poligono
y otros pesos,

{(0,0), (4/3,2/3), (10/3,-1/3), (4, —1)} , {1/2,1/4,1/4,1/4} .

Figura 3.3: Distintas maneras de elevar el grado de una cénica

Problema 3.9 Sean los poligonos y pesos de dos tramos de una curva compues-
ta, {(0,0),(0,1), (1, )}, {1, w,1} y {(1,1),(3,1),(2,-1)}, {1,1/3,1}. Escoger w

de modo que la curva sea diferenciable.

Solucion:

Si denominamos c(t) y &(t), respectivamente a las parametrizaciones de am-
bas cénicas, con t,t € [0,1], la condicién para que las derivadas ¢/(1) y &(0)
sean iguales es

—(c2— 1) = — (&1 — &) ,

wi w1y
wa wo

que en nuestro caso concreto se traduce en la relacién (w, 0) = (2/3,0), de donde
se infiere w = 2/3. O



Figura 3.4: Curva compuesta con tangente continua

Problema 3.10 Consideremos la curva de poligono {(0,0),(0,1),(1,1)} y pe-
sos {1,1/3,1}. Rotarla 90 grados con centro en el origen en sentido antihorario.
s Cudl es el poligono de control y los pesos de la nueva curva?

Solucion:

Al aplicar una transformacion afin f sobre una curva racional parametrizada
¢(t), la curva resultante, de parametrizacién f(c(t)), tiene los mismos pesos
que la inicial y por poligono {f(co),..., f(cn)}, la imagen del poligono inicial,
{co,-..,cn}, bajo la transformacién afin.

Por tanto, en nuestro caso tenemos que los pesos de la nueva curva siguen
siendo {1,1/3,1} y los nuevos vértices son {(0,0),(—1,0),(=1,1)}. O

Figura 3.5: Rotacién de una curva racional

Problema 3.11 Consideremos una elipse de semiejes a, b, es decir, de ecua-
cion (z/a)? + (y/b)*> = 1. Obtener una representacion racional (poligono de
control y pesos) que permita trazar el primer cuadrante de la curva (desde (a,0)
hasta (0,0)).

Solucion:

Sabemos que la elipse es una curva racional de grado dos, asi que el problema
se reduce a hallar el poligono de control {cg,c1,ca} v los pesos {wo, wy,ws}.
Como siempre podemos fijar dos pesos, tomamos wy = 1 = ws y dejamos como
incognita el restante, wy = w.



Como la curva comienza en (a,0), tomamos ¢y = (a,0). Y como termina en
(0,b), tomamos ¢z = (0, b).

Por otro lado, sabemos que el vector cgcy define la tangente en ¢y y el
vector cicg define la tangente en cy. Es decir, ¢; estd en la interseccion de
ambas tangentes. Como nuestra curva es un cuadrante de elipse, la tangente
en ¢y es vertical y la tangente en co, horizontal. Por tanto, ¢, que estd en la
interseccién, serd ¢; = (a,b).

Co

- -

Figura 3.6: Cuadrante de elipse como curva racional

Asi pues, la unica incoégnita que nos resta es el peso w, del cual sabemos que
tiene que ser menor que la unidad para que tracemos una elipse. Para calcularla,
sustituimos la parametrizacion,

coB3(t) + we1 B3 (t) + coB3(t)

W= EOV) = T eR e + B0
[ a@@—t)?+2wat (1 —1t) 2 wbt (1 — t) + bt?
NP2t -+ 2 - 42wt (1—t)+¢2 )

en la ecuacién de la elipse en un valor genérico ¢, o en uno en concreto. De la
ecuacion,

OO

b2 ’

obtenemos una sencilla condicién algebraica,

2t%(2w? — 1)(t — 1)?

cuya tnica solucién para todo valor de t es w? = 1/2. Es decir, teniendo en
cuenta que los pesos son positivos, w = \/5/2

Asi que la solucién es que el poligono estd formado por {(a,0), (a,b), (0,0)}
y los pesos correspondientes son {1,v/2/2,1}. O

Una manera mas sencilla de resolver el problema parte del resultado conocido
que describe un cuadrante de circunferencia de radio a mediante el poligono
de control {(a,0), (a,a), (0,a)} y los pesos {1,v/2/2,1}. Podemos deformar la
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circunferencia a una elipse de semiejes a y b, mediante la dilatacion a lo largo
del eje Y, 2’ =z, y' = by/a. Como esta aplicacién es afin, resulta que la curva
resultante, el cuadrante de elipse, tiene por poligono la imagen del poligono
de la circunferencia, {(a,0), (a,b),(0,b)} v los pesos de la curva de partida,

{1,v2/2,1}. O

Problema 3.12 Consideremos una hipérbola de semiejes a, b, es decir, de
ecuacion (x/a)? — (y/b)? = 1. Obtener una representacién racional (poligono
de control y pesos) que permita trazar la parte de la curva correspondiente al
primer cuadrante.

Solucion:

El primer vértice del poligono de control lo podemos tomar en el vértice de
la hipérbola, (a,0), ya que la curva racional pasa por los vértices ¢o y co del
poligono de control.

Sin embargo, co nos plantea un problema, ya que es un punto del infinito,
correspondiente a la asintota de ecuacién xz/a = y/b. Por tanto, podemos to-
marlo como (a,b), pero teniendo en cuenta que es un vector de control, no un
punto de control.

El vértice c¢; tiene que estar situado sobre la interseccion de las rectas tan-
gentes a la hipérbola en ¢y y co. La recta tangente en cg es vertical, x = a. Y
la recta tangente en el punto del infinito, co, es la propia asintota, de ecuacién
x/a = y/b. Asi pues, ¢1 es (a,b), que no es el mismo que ¢z, ya que aquel es un
verdadero punto de control.

Figura 3.7: Cuadrante de hipérbola como curva racional

Sélo nos falta por determinar los pesos. Podemos tomar wy = 1 y w2 no tiene
sentido. Corresponderia a tomar otro vector de control (wsa,web), paralelo a
ca. Sélo queda determinar wy, que denominamos w. Lo podemos determinar a
partir de la parametrizacion del cuadrante de hipérbola,

o) = (a,0)B3(t) + (a,b)BE(t) + (a,b)B3(t)
B3 (t) + B (t)
 (a( =) +2wat (1 —t) +at?>  2wbt(1—t) + bt?
B (I—t)42wt(1—t) (-t +2wt(1—1t))"
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que podemos sustituir en la ecuacién de la hipérbola, (x/a)? — (y/b)? =1, lo
cual conduce a la relaciéon

(2w -1)
(1—t42wt)®

que se tiene que verificar para todo valor de t. Luego la solucién estd en 2 w?—1 =
0. Es decir, w = v/2/2. O

Problema 3.13 Consideremos una elipse de semiejes a, b, es decir, de ecua-
cion (z/a)® + (y/b)> = 1. Obtener una representacion racional (poligono de
control y pesos) que permita trazar un arco de la curva comprendido entre dos
puntos (x1,y1), (z2,y2) sobre la elipse.

Solucion:

Como con un unico poligono de control sélo podemos abarcar a lo sumo
media elipse, damos por sentado que nos referimos al arco més corto entre los
dos puntos.

Como la curva racional pasa por los vértices inicial y final, tenemos que
co = (x1,y1) y ¢a = (x2,y2). El vértice central estd en la interseccién de las
rectas tangentes a la elipse en ¢y y co. El gradiente de la funcién que define la
ecuacién implicita de la hipérbola, (x/a)? + (y/b)? — 1, proporciona un vector
normal a la curva en cada punto (z,y) de la misma, (/a?,y/b?). Por tanto, las
ecuaciones de las rectas tangentes en ¢y y co son

Z1 Y1
E(fE*xl)ﬂL b—g(y*yﬁ =0

€2 Y2
¥($*$2>+b—2(y*y2> = 0,

cuya solucion es, teniendo en cuenta que (z1/a)?+ (y1/b)? = 1, y lo mismo para
(:L'2’ y2)a

( Y2 — Y1 2 Tr1 — T2 2)
c1 = a-, b )
T1Y2 — T2Y1 T1Y2 — T2Y1

tras lo cual s6lo queda hallar los pesos.

Figura 3.8: Arco de elipse como curva racional

Fijamos los pesos inicial y final, wg = 1 = wy. Queda por obtener el peso
central w = wi, que podemos calcular sustituyendo la parametrizacion de la
curva,



) co(1 — )% + 2wey (1 — )t + cot?
C =
A—t2+2w(l—t)t+e

en la ecuacién de la elipse (z/a)? + (y/b)? = 1. Obtenemos una expresién lineal
en w?, que permite despejar una expresién inmanejable, aun después de eliminar
términos con la condicién de que los puntos (21, y1), (z2, y2) estén sobre la elipse,

A = ((zl + z2)2 a* =z (2z1z2 + 3252 + 3x12) a® + 4x13z23) b?
+ d®yys (4:13%:133 —a? (21 + $2)2) ,

B = 2d° ((2@4 —(z1 + $2)2 a? + 23012:1322) b? + 242y, y2 (£E1.T2 — a2)) , O

que obviamente conduce al resultado ya estudiado, w? = 1/2, cuando los puntos
son (a,0), (0,b).



