Capitulo 4

Curvas spline

Problema 4.1 ;Qué grado y cudntos tramos tiene la curva B-spline de poligono
B-spline {(0,0), (1,0), (0,1)} y nudos {0,1/3,2/3,1} 2, squé valor toma la curva
ent=1/2?

Solucion:

Una curva spline de grado n y [ tramos tiene n—+1[ vértices y 2n+17— 1 nudos.
Por tanto, la curva de nuestro caso, que tiene tres vértices y cuatro nudos, es
una curva de grado dos y un unico tramo, definido en el intervalo [1/3,2/3]. O

Para evaluar la parametrizacion de la curva, hacemos uso del algoritmo de
de Boor,

U — U U — U u — up
c(u) = d0+ d1
U — Uy U9 — Ug U2 — Ug
U — Uy us —u U — Uy
+ d2+ d3 )
U — Uy us — U us — U1

con ug = 0, Uy = 1/3, U = 2/3, us = 1, do = (0,0), d1 = (1,0), dQ = (0,1) De
donde obtenemos el punto ¢(1/2) = (3/4,1/8). O

Problema 4.2 ;Qué grado y cudntos tramos tiene la curva B-spline de poligono
B-spline {(0,0),(1,0),(0,1),(—=1,0)} y nudos {0,1/4,1/2,3/4,1}?, squé valor
toma la curva ent =1/3%, sy ent =2/37

Solucion:

La curva tiene cuatro vértices y cinco nudos, luego es una curva de grado
dos y dos tramos, definidos en los intervalos [1/4,1/2] y [1/2,3/4].

El primer valor de ¢ corresponde al primer tramo, por lo que lo evaluamos
segun

U — U Uy — U u — up
c(u) = d0+ d1
Uz — Uy \U2 — Ug U2 — Uo
U — Up ug —u U — Uy
+ d2+ d3 )
U — Uy uz — ujy us — U1



para obtener el punto ¢(1/3) = (13/18,1/18). O
El segundo valor de t pertenece al segundo intervalo, por lo que evaluamos
de acuerdo a la expresién

us —u us —u u— Uy
c(u) = di + ds
uz — u2 uz — ujy uz — uq
U — Uy Uqg — U U — Uz
+ ds + dg ),
Uz — Uz \Ug — U2 Ug — U2

que proporciona el punto ¢(2/3) = (—1/6,13/18). O
Problema 4.3 Insertar el nudo 1/2 en la curva racional a trozos de poligono

B-spline {(0,0),(1,0),(0,1),(—1,0)} y nudos {0,1/4,1/2,3/4,1} ;Cudl es el
nuevo poligono B-spline?, sy los nuevos nudos?

Solucion:

La curva tiene cuatro vértices y cinco nudos, luego es una curva de grado
dos y dos tramos, definidos en los intervalos [1/4,1/2] y [1/2,3/4]. Si insertamos
el nuevo nudo, la lista nueva de nudos serd {0,1/4,1/2,1/2,3/4,1}.

Los nuevos nudos se obtienen por medio del algoritmo de insercién,

dy = dlig, 1] = dug,u1] = do = (0,0),
dy = dliy, 9] = dluy,ug) = dy = (1,0),
dy = dlig, 3] = d[1/2,1/2] = ¢(1/2) = (1/2,1/2) ,
ds = dlus, i) = dfus,us] = dy = (0,1) ,
dy = dliy,is) = dlus,us) = ds = (—1,0)

Problema 4.4 Obtener el poligono o poligonos de control que corresponden a
los tramos de la curva B-spline de poligono B-spline {(0,0), (1,0),(0,1)} y nudos
{0,1/3,2/3,1}.

Solucion:

Como la curva tiene tres vértices y cuatro nudos, tiene un unico tramo de
grado dos, definido en el intervalo [1/3,2/3].

El poligono de control del tinico tramo se obtiene por medio del algoritmo
de de Boor,

U — V2 U — U1 V1 — Up
dlvy,va] = do + dy
U2 — U \U2 — Up U2 — Ug
V2 —Up (U3 — V1 U1 — U1
+ dl + d2 )
U — Uy us — U us — U1

evaluando en los extremos del intervalo de definicién,

co = d[1/3,1/3]=(1/2,0),
e = d[1/3,2/3]=(1,0),
¢ = d2/3,2/3]=(1/2,1/2).0
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Figura 4.1: Spline parabdlico de un tnico tramo

Problema 4.5 Obtener el poligono o poligonos de control que corresponden a
los tramos de la curva de poligono B-spline {(0,0),(1,0),(0,1),(—1,0)} y nudos
{0,1/4,1/2,3/4,1}.

Solucion:

La curva tiene cuatro vértices y cinco nudos, luego es un spline parabdlico
de dos tramos, definidos respectivamente en los intervalos [1/4,1/2] y [1/2,3/4].

Al igual que en el problema anterior, el poligono de control del primer tramo
se obtiene con su forma polar,

dvi,v] = A (UQ_vldo-f-vl_uOCh)
U2 — U \U2 — Ug U2 — UQ
+ V2 — U1 (U3—v1d1+v1—u1d2)’
Uz — Ul \ U3 — U u3z —uj
co = d[1/4,1/4]=(1/2,0),
a = d[1/4,1/2] = (1,0),
o = d[1/2,1/2]=(1/2,1/2),

y el poligono de control del segundo tramo, con su forma polar también,

d[vhvz] _ Uz — U2 <U3U1d1+v1u1d2)
U3 — Uy \ U3 — U Uz — Uy
N Vg — Uy <U4’U1d2+ v1u2d3) 7
U3 — U \ Ug — U2 Ugq — U2
o = d[1/2,1/2]=(1/2,1/2),
¢ = d[1/2,3/4]=(0,1),
¢y = d[3/4,3/4]=(-1/2,1/2).0



Figura 4.2: Spline parabdlico de dos tramos

Problema 4.6 Elevar el grado de la curva polindmica a trozos de poligono B-
spline {(0,0),(1,0),(0,1)} y nudos {0,1/3,2/3,1}, scudl es el grado, el poligono
B-spline y los nudos finales?

Solucién:

La curva es un spline parabélico de un tnico tramo definido en el intervalo
[1/3,2/3]. Luego, si elevamos el grado una unidad, obtendremos una parametri-
zacion formalmente de grado tres.

Los nudos se obtienen a partir de los antiguos, duplicando los nudos interio-
res, es decir, los que definen intervalos, {0,1/3,1/3,2/3,2/3,1}.

Figura 4.3: Elevacion del grado de un spline parabdlico

Los nuevos vértices se obtienen por la forma polar de grado superior,

1
d*[v1,va, v3] = 3 (d[va, v3] + d[vy, v3] + d[v1, va])

por el procedimiento habitual,

dy = d'fag,,is] = (1/6,0),

di = d' [, s, 1s3] = (5/6,0),

dy = d'[ig,ii3,74] = (5/6,1/6),
dy = d'[us, g, 5] = (1/6,5/6) . O
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Problema 4.7 Obtener el poligono B-spline y los nudos de la curva spline cibi-
ca C? que interpola los puntos {(0,0), (1,1)} para los valores {0,1} del pardme-
tro, con condiciones naturales y con tangentes de Bessel.

Solucion:

Como tenemos que interpolar entre dos puntos, tenemos un tnico tramo de
curva cubica, es decir, cuatro vértices, de los cuales conocemos dos, el primero y
el dltimo, dg = ag = (0,0), d3 = a3 = (1,1). Los nudos son los correspondientes
al intervalo que nos dan como dato, {0,0,0,1,1,1}.

Nos faltan los vértices intermedios, que, como no quedan datos que interpo-
lar, habra que obtenerlos por las condiciones en los extremos de la curva.

No es posible interpolar con tangentes de Bessel, ya que estas requieren tres
puntos para poder trazar una parabola. O

La condiciones naturales, para solo dos puntos, N = 1,

= (AUO + Aul)do — (QA’U,O + Aul)dl + Augds
= (AUO + Au_l)dg — (QA’U,O + A’u_l)dg + Auody

teniendo en cuenta que la Unica diferencia no nula es Aug = 1, proporcionan
los vértices d; = (1/3,1/3), d2 = (2/3,2/3). O

Este resultado es bastante 16gico, ya que la curva que interpola naturalmen-
te entre dos puntos es un segmento, y los vértices que hemos obtenido estan
alineados.

Problema 4.8 Obtener el poligono B-spline y los nudos de la curva spline pa-
rabélica cerrada C' que interpola los puntos {(0,0), (0,1), (1,0)} para los valores
{0,1/3,2/3,1} del pardmetro.

Solucion:

Interpolamos entre los tres puntos con tres tramos parabdlicos. Los nudos
de la curva B-spline son {0,1/3,2/3,1}.

Figura 4.4: Spline cerrado parabdlico

Falta calcular los tres vértices del poligono B-spline cerrado, para N = 2,
teniendo en cuenta que los nudos estan equiespaciados,



(AUQ + AUO)GQ Aug  Aus 0 dp

(AUO + Aul)al = 0 Aur  Aug d1 ,
(Aul + AUQ)(IQ Aul 0 AUQ d2
0 0 1/3 1/3 0 do
0 2/3 0 1/3 1/3 d
2/3 0 /3 0 1/3 ds

La solucién del sistema de ecuaciones proporciona el poligono B-spline,

d():(lv*l)v dlz(flvl)v d2:(151) 0

Problema 4.9 ;Cudnto vale enu = 1/3 la funcién nodal N3 (u) para los nudos
{0,1/4,1/2,3/4,1}, jy en 2/37

Solucion:

Hacemos uso de la recursividad de las funciones nodales,

U= i1 -1 Uitn — U .
[ ( ) WUign—1 — WUi—1 1 ( ) Uigm — Uj i+1 ( ) ’

1 uwe [uifl,ui)

N)(u) = {0 u & [ui—1,u;)

que en nuestro caso concreto proporciona, teniendo en cuenta que el término en
u_1 se puede tomar como la unidad,

Ug — U
N = N+ 2N,
" — iy u € [ug, uy)
N = S M =q T ,
0 u & [uo,u1)
w—u u € [ug,ur)
U1 — Up
U — ug 0 U2 —u 0 —
Nl = N N. - U2 u
1 (u) P— 1()+u2—u1 2 (u) F— u € [ug,ug)
0 u & [ug, uz)

1-8u?  wel0,1/4)
NE(u) = 22u—1)% wel/4,1/2)

0 ud[0,1/2)

obtenemos los valores NZ(1/3) =2/9, N3(2/3) =0. O

6



Figura 4.5: Gréfica de N§(u)

Problema 4.10 ;Cudl es el soporte de la funcién nodal N§(u) para los nudos
{0,1/4,1/2,3/4,1}?

Solucion:

Para una funcién nodal genérica, N*(u), el soporte es [u;—1, Uitn]. En nues-

tro caso, obtenemos [u_1, uz]. Como el nudo u_; no existe, el soporte es [0,1/2].
O



