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NOCIONES DE TRIGONOMETRIA

Fijado un sistema de coordenadas y una recta que pasa por el origen y que forma un dngulo o
con OX si tomamos un punto cualquiera P de esta recta y trazamos la perpendicular al eje OX se nos
forma un tridngulo rectangulo POQ

Y

0 Q

Las razones trigonoméiricas del dngulo o

Seno de o

Es la relacién entre los mimeros que miden la ordenada y el radio vector OP correspondiente a P
También podenios definirlo como razén del cateto opuesto a la hipotenusa en el trizngulo OPQ

QP

sen o= —— 1
op (1
Coseno de o
Es la relacién del cateto adyacente al dngulo y 12 hipotenusa, o 1a relacién de la abscisa al radio
0Q
cos o= — 2
op (2}
Tangente de o
Es la relacidn entre Ia ordenada y la abscisa tga = %g— 3)
Las razones inversas de estas son:
Cosecante a cosec 0. = L _ EB
senc QP
Secante o secor = L o 25 @)
coso oQ
Cotangente o clga = b = 99_
tga QP

Estas razones son independientes del punto P tomado sobre el lado OP del dngulo.
Entre las razones trigonométricas tenemos las siguientes relaciones:

2 2 2
sen® o +cos® o = Q—Pz+%=% =1
OP“ OFP Op

senao =EIL — )

cosae  OQ
Existen otras relaciones deducidas de éstas. Asi por ejemplo;

2
1+tgta=1+ senzaz 12 =sec’
cos“a cos” o

y anilogamente 1+ctgla= =cosec’ @ 6)

sen” o
que se utilizan frecuentemente.
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS Y SUPLEMENTARIOS

1*.- Conocidas las razones trigonométricas del
dngulo o, hallar las del dngulo (/2 - &)

L
Seax: QOP=a y POY =n2 -« (’\
QF_ O y :
. Q

seng = —— = =08 = cos (12 -~ )
03 OP
0Q s ) —
cosa=—Q=i= sen(n/2 - o) [
oP Op
tgo = ctg (2 -a) )] ' /
o
2°.- Calcular las razones de (n/2 + o) XOM =(n/2 + )
Los tridngulos MON y OPQ son iguales, luego:
sen(n/2 +a)= % = -%3- = cos o
cos (n/2 +a)=g~;—=%=-sena (8)

tg (A2 +a) = -ctg a

3°.- Caleular las razones de (7 — o) XOR =(rn-0o)
sen(m — o) = HR alF o sen o
OR OP
OH 0Q
O . S )
cos (T — o) == o Cos ¢t (&)

tg(n—-a)=-tga

4°.- Calcular las razones de (% + o) XOT =(n+a)
sen(m +of) = BH% = -% = -senaq
cos (n +oz)=g—§rI =—%= - COS @ (10)

tg (n +0) = tg o

5%~ Calcular las razones trigonométricas del 4ngulo ( - o) XOV=(-a)
sen(—o)= -senc
cos(-a)= cosa (an

tg (-} = -tg o
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CONOCIDAS LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS a y b HALLAR

LAS DEL ANGULO (a+b)
Y
Sea XOM=a ¥ MOP=b P

Tomemos sobre OP un punta Py tracemos por
é] las perpendiculares PQ a OX y PM a OM
Si trazamos las perpendiculares por M a OX y PQ
obtenemos los puntos N y S, se puede poner:

72]

PQ=Y=PS+8Q=PS+MN=PMcosa+OMsena=Y"cosa+X’sena

OQ=X=0ON-QN=ON-SM=0OMcosa-PMsena=X"cosa-Y sena

siendoe Y'=PM X =0M por tanto
sen(a-+b)= Lo lcosa+ —X'—sena=senbcosa+cosbsena
Oop OP 0) 4
cos (a+b)= -(-)—-Q- = isena+ ~—~——cosa=cosbcosa+senbsena
op OP

y cambiando b por -b y teniendo en cuenta las:
sen(a-b)=senacosb-cosasenb

cos(a-b)=cosacosb+senasenb

y dividiéndolas:

sen(atb) senacosbcosasenb
cos(axb) cosacosbisenasenb

tg{axb)=

y dividiendo numerador y denominador por cos acos b

tgattgb

tg(ath)=
8 ( ) 1Ftgatgh

Si hacemos a=h resultan las razones trigonométricas del angulo doble:

sen2a=2senacosa
cos 2a =cos’a - sen’ a

tgaam 282
1-tg°a

(12)

(13)

1“4

(15

(16)
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Para hallar las razones trigonométricas del 4ngulo mitad basta hacer 2a=A
a=A/2 y sustituyendo en (16}

sen A =2 sen Af2 cos A/2
cos A =cos’ A/2 - sen? A/2 (17

De la segunda de éstas y de (5)

1 =sen® A/2 + cos* A2 restando 1-cos A =sen’ A/2 +sen’ A2
cos A =cos® A/2 - sen® A2 y sumando 1+ cos A =cos’ A/2 + cos® A/2

1-cos A=2sen® A2 sen A/2=+ ’1‘°2°5A
1+cos A=2cos® A2 cos A2 = 11’_1+c':SA 19
que divididas dan tg A2 = ’1" CosA
’ 1+cosA

que son las razones trigonométricas del dngulo A/2 en funcién de cos A,

De la 1* de (5) y de 1a 1* de (17), se obtienen estas razones trigonométricas en funcién de sen A,
pero estas formulas se usan poco. Pueden obtenerse como ejercicio sin mas que sumar y restar.
TRANSFORMACION DE SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS EN PRODUCTO
De (13) y (14) por suma y diferencia, tenemos

sen(a+b)+sen{a-b)=2senacosh
sen(at+b)-sen(a-b)=2cosasenb

cos(a+b)+cos(a-b)=2cosacosbh
cos(atb)-cos(a-b)=-2senasenb

y haciendo atb=A a= AtB

a-b=B b=—— ¥ sustituyendo en las anteriores

sen A+ sen B=2sen it A-B

€os

sen A -sen B=2 cos

sen

A+B A-B
2

+B A-B

cos A+cosB=2cos e cos

cos A-cos B=-2sen At iamls

sen
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RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTILINEOS

‘Ya hemos visto que:

a?=b*+c*-2b AH
c?=a*+b*-2bCH

ycomo AH=-ccos A
CH=a cosC

resulta a’=b?+¢c?-2bccos A’
cf=a’+b*-2bacos C (21) Teorema del coseno

El cuadrade de un lado de un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
menos el doble producto de ambos por el coseno del dngulo que forman.
Porotraparte BH=asenC=csenA

a/senA=c/senC y analogamente

I S (22) Teorema del seno

Las relaciones (21) y (22) constituyen las formulas fundamentales de resolucion de tridngulos.
Vamos a estudiar la resolucién de estos.

2,32
De (21), resulta: g L tE =8
2be

SR R 2 _ a2 WA - _
B geitd Af3 1 < 668K 5 Fs b"+c"~a® a‘—(b-¢) _(a+b~c)a b+e) _ Ap-b)(p—¢)

2bc 2bc 2k be
Jcos A2=1+cos A1+ Dt =2’ _(b+)?—a’ _(b+ca)brc~a) _ 2p(p-a)

2be 2bc 2be be
siendo el perimetro=2p=a+b+c p=(a+b+e¢)/2

sen A/2 = J____(p —bXp-o) cos A2 =1’*p(p- 2
be be
v dividiéndolas gan= [E-DP=9) 23
p(p-a)

y andlogamente por permutacién circular obtenemos tg B/2 y g C/2

De las férmulas (22), resulta:

A+B _A-B n( C) A-B
2 90— —|cos
2sen 3 cos 3 el 2 5

a+hb __c a+b _ =
senA +senB  senC c 2 sengcosg 2sen£cosg
2 2 2 2
cos -8
a+b _ 2 (24)

c (o

sen—

2

y de la misma forma:
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2cos 2B nA-B 2cos(90—£) LIl
- 2 2 2 2

. S ab . -
sof—ssnE  EenC ¢ 2 sengcosE 2sen Ecosg
22 2 2
sen ——
a-b _
—~—L @5
cos—
a-b A-B_C
dividiendo (24) y (25 —_— =ty —— tg — 26
ividiendo (24) y (25) el el (26)
las formulas (22) (24) y (26), nos resuelven todos los casos de tridngulos rectilineos.
Primer caso.- Datos:abe Incognitas; ABC
gAn= [RZDP-9) gB= [2Z2@=9) gon= [(P=Up=b)
p(p-2) p(p-b) p(p-¢)
Segunde caso.- Datos:ab C Incdgnitas: AB¢
tgﬂ=a-bctg-c—: A+B=180-C

2 a+b 2

de las cuales se despeja Ay B
¢ puede obtenerse de {22), teniendo en cuenta que a estas ecuaciones satisface ¢ y 180 - ¢

fercer caso.- Datos: ABc Incdgnitas: ab C
A-B
cos
C=180-(A+B) atb=c — 2
sen—
2
A-B
sen
a-b=c¢ (2: de las cuales se despeja av b
cos—
2
Cuarto caso.- Datos: ABa Incognitas: ¢b C
C=180-(A+B) B _ b £
senA senB senC
Quinto caso.- Datos:ab A Incégnitas; CB¢
a b
= despeja B
senA senB ke &5
C a-b A-B
—= g— se halla C
€ 2 a+b & 2 4
a

El problema puede tener dos, una o ninguna solucién,
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CALCULO DE AREAS

El drea de un tridngulo sabemos quees: S=1% a h, ycomo h,=bsenC
resulta: S=% absenC

3i fueran conocidos un lado y Ios Angulos adyacentes a, B yC

senB - senBsenC
y resulta $=%a?

senA sen{B+C)

AREA DE UN CUADRILATERO CUALQUIERA

A
Superficie de AHB =% AH * BH sen H
Superficie de BHC = % BH * CH sen H B
Superficie de CHD = % CH * DH sen H
Superficie de AHD =% AH * DHsen H D
sumando

S =Y sen H {AH (BH + DH) + CH(BH + DH)}
S=XAC*BDsen H

C

Ejercicio: Dados los cuatro lados de un cuadrildtero inscriptible, calcular sus éngulos, sus diagonales, drea y radio de fa
circunferencia circunscrita.

PROELEMA DE POTENOT O DE LA CARTA

Dados tres puntos A B C, situados sobre un terreno y referidos a una carta geografica,
determinar sobre esta carta un punto M desde el cual se vean AB y BC bajo dngulos dados o y B.
El punto M buscado estd en la interseccién de los arcos capaces de « y B trazados sobre AB yBC

e
El wridngulo AMB nos da MB = 252X y T ~
sena / \u

El tridngulo CMB MB = 5By
senf

senx _ bsena
seny  asenf

dividiendo

=tgop

siendo ¢ un dngulo auxiliar que calculamos

senx—seny _ tgo-1 et
senx+seny tgo+l

2cosﬂsenx;—y tgx;y
-4 =1 - 45
P XtY %y tg (p - 45) Xty 2 (p-45)  ycomo
s——2 tg——2

x+y _ 360-(B+a+B) _ B+oa+p

5 5 180 5 y podemos despejar xey




