ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS NAVALES
ECUACIONES DIFERENCIALES

EXAMEN FINAL 14 ENERO 2015
EDO PUNTUACION: 10 PUNTOS TIEMPO: 1h
APELLIDOS: NOMBRE:

1. Obtener la solucién general del sistema ©’ =2 +y + 2, y' = —x — y. (3 puntos)

2. Hallar la solucién que verifica z(0) = 0, y(0) = 0. (1 punto)

3. Resolver el apartado anterior por transformada de Laplace. (2 puntos)

4. Resolver la ecuacién x!V) — 4z’ + 3z = cost. (2 puntos)

5. Hallar la solucién general de 2" + = = ¢§'(t — 7). Aplicarlo al caso z(0) =0, 2'(0) = 0. (2 puntos)

Solucion:

1. Expresamos el sistema en forma matricial,

v (2)- (5 ) (5)(4)-meer

Calculamos los autovalores de A,

1—A 1

0:‘ -1 —1-2

’:AQ:»Azo,

que es un autovalor doble.

Como A no es diagonal, habra un tnico autovector linealmente independiente,

(5 A) )= (0) ()

Pero para construir la base, es preferible comenzar por wg, que tiene que ser un vector no autovector, tal

que Awg sea un autovector.
0 1
wQ:(l)i’UQ:A’woz(l).

Por tanto, una base que lleva A a la forma candnica de Jordan estd formada por B = {wy, v} y la matriz
de cambio de base serd P = (wg,vg) para obtener la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

W(t)zpehz((f 11)(1 (1)):(1tt 11)'

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

Tomamos un vector sencillo,

X0 =wok =, b ).

Como cero es autovalor doble, buscamos una solucién particular del sistema, de la forma
zp(t) = at* + bt +c, y,(t) =dt* +et+ f,

2at + b= (a+d)t? + (b+e)t + (c+ f+2), 2dt+e = —(a+d)t*> — (b+e)t — (c+ f),



a=1,d=-1,e=2-b, f=b—c—2, Vb,c,
y escogemos la mas sencilla, con b =0 = ¢,
zp(t) =12, ypt) = 12 + 2t — 2,
con lo cual la solucién general del sistema es

o(t) =kit+ ko +1%, yt)=ki(1 —t) —kog —t>+2t —2. O

. La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener resolviendo el sistema corres-
pondiente de ecuaciones,
OZkQ, 0:k17k272:>k1:2,]€2:0,

x(t) =2t +1%, yt)=—t>. O
. El problema se podria resolver también por transformada de Laplace de las ecuaciones,

sX(s)=X(s)+Y(s)+ %, sY(s) = —X(s) —Y(s),

de donde podemos despejar las transformadas de la solucién,

2 2 2

X(s) =5+ o Vi) =—=,

y teniendo en cuenta que la transformada de t? es p!/sP*! podemos invertir facilmente y obtener la
solucion del problema de valores iniciales,

x(t) =2t +1%, yt)=—t>. O
. Es una ecuacién lineal de coeficientes constantes, con lo cual sus soluciones son de forma exponencial. La

ecuacién caracteristica es
M_od +3=0=>A1=1,1,—-1+2i,

y, por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea es
xp(t) = kyte! + koe' + kse " cos V2t + kyetsin V2t

Buscamos una solucién particular de la forma x,(t) = Acost + Bsint, ya que £i no son autovalores y el
término inhomogéneo es de la forma cost,

(4A—4B —1)cost+4(A+ B)sint=0=A=—-B =

)

— 0ol

1
x(t) = kite' + kge' + kze ' cos V2t + kye tsin V2t + 3 cost — 3 sint. O

. Necesitamos la transformada de g(t) = f/(t) = §'(t — ), pero, como la transformada de f(t) = §(t — )
es F(s) = e ™ y la transformada de f'(t) es sF(s) — f(0), tenemos que G(s) = se”™*, dado que la delta
se anula fuera de t = 7.

Transformamos la ecuacion,
sz(0) + 2/(0) + se™ ™
s2+1

52X (5) — s2(0) — 2'(0) + X (s5) = se™™ = X (s) = :
expresion que nos permite recuperar la solucion general sin mas que realizar la transformada inversa,
z(t) = x(0)cost+ 2'(0)sint + O(t — ) cos(t — )
= x(0)cost + 2'(0)sint — O(t — ) cost,
sin mds que tener en cuenta que la transformada de f(t — a)0(t — a) es F(s)e 5.
En el caso particular z(0) = 0 = 2/(0),

0 <
—cost z>m

uwmt7omﬁ{

Obsérvese que la solucién ni siquiera es continua en t = 7.
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Sea el problema mixto para u(z,y), y > 0, € (0,L), que verifica la ecuacién Au = 0, con condiciones
w(0,y) =0, u(L,y) =0, u(x,0) = f(x), uy(z,0) = g(x), siendo L > 0 constante.

1. Hallar la solucién del problema en forma de serie. (4 puntos)

2. Aplicarlo al caso L = m, u(x,0) = 0, uy(z,0) = N~ !sin Nz, donde N es un ntimero natural. Tomar el
limite de la solucién cuando N tiende a infinito. Interpretar el resultado. (1 punto)

3. Aplicarlo al caso L = m, u(z,0) = 0, uy(x,0) = z. (2 puntos)
4. ;Presenta fenémeno de Gibbs el desarrollo de la funcién anterior?, ;dénde? (1 punto)

5. Hallar la solucién de la ecuacién 3z2u, + u, = 62°, que satisface u(x,0) = h(z). Particularizar para el
caso en el que u(z,0) = x3. (2 puntos)

Solucion:

1. Se trata de un problema mixto, ya que las dos primeras condiciones son de contorno y las dos tltimas,
iniciales, pensando en y como en una coordenada temporal.

Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables, buscando soluciones de la forma
u(z,y) = X ()Y (y), que sustituidas en la ecuacion,

X)) _Y'(y)

0= Ugz + Uyy = X" (2)Y (y) + X (2)Y"(y) = X(z)  Y(y) -

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones ordinarias,
X"(x) + XX (z) =0, Y'(y) — A\Y (y) = 0.
Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para la primera ecuacién ordinaria,
X (0) =0, X(L)=0.
Resolvemos primero el problema para X (z),
X"(z) + XX (0) =0, X(0)=0, X(L)=0,

que corresponde a condiciones de contorno de extremos fijos y ya lo hemos resuelto con anterioridad y
tiene por autovalores y autofunciones

nrr n=12 ..

2
/\n:(T) S =120, Xp() =sin 2,

L
y sus multiplos.

Por tanto, por superposicién lineal de soluciones u(x,y) = X (x)Y (y), obtendremos soluciones més gene-
rales

- . nmx
u(z,y) = Z Y, (y) sin <
n=1

Abordamos la otra ecuacion, lineal ordinaria y homogénea, con valores de A restringidos ya a los autovalores

del problema de contorno,
nm

2
Y’;/i(L) Yo =0,



cuya solucién general, dado que tiene autovalores +nmw/L es

Ya(y) = ane”™/E 4 p e/ L = A cosh % + B,, sinh %,

paran = 1,2,.... Usaremos la forma hiperbdlica de la solucién general. Por tanto,
= nmw nw nmwx
u(z,y) = Z (An cosh Ty + B,, sinh Ty) sin A

n=1
resuelve tanto la ecuacién como las condiciones de contorno.

Falta utilizar las condiciones iniciales, u(x,0) = f(z), uy(z,0) = g(x). Comenzamos con la primera,
f(z) = u(x,0) = ZAnsm@

Por tanto, si f(z) tiene desarrollo en serie de senos en el intervalo [0, L],

:;fnsinnLﬂ, fo— Z/0 Faysin "7 d,

comparando ambas expresiones, como el desarrollo de Fourier es tinico, obtenemos los coeficientes A,, = fy,
n=12,...

Los coeficientes B, los obtenemos con la otra condicién, para lo cual necesitamos la derivada,

uy(z,y) = Z % (An sinh % + B, cosh %) sin %,

n=1

g(x) = Z "% B, sin @

Asi pues, si g(x) tiene desarrollo en serie de senos en el intervalo [0, L],

0o L
= Z sin - In = 2 / g(x) sin " e
— gn L I n L o L ’

comparando ambas expresiones, como el desarrollo de Fourier es tinico, obtenemos los coeficientes B,, =
Lg,/nm,n=1,2,...

Ya tenemos identificados todos los coeficientes de nuestra solucién, asi que podemos afirmar:

“El problema de la ecuacién de Laplace uzy + uyy = 0 para € (0,L), y > 0 con condiciones mixtas
u(z,0) = f(z), uy(x,0) = g(z), u(0,y) =0 =u(L,y) para x € (0, L), y > 0, tiene solucién

e’} Ln
u(z,wz(fncosh% Lon h_) n 17

si las funciones f(z), g(x) admiten desarrollo convergente de Fourier en el intervalo (0, L)”

> nwT 2 [ nmx
= n i 7 n — 7 i Y d 9
; fnsin 7 i I/ f(x)sin 7@

00 ) L
z):Zgnsin?, gn:—/ g(z)sinnLﬂdx. o
— 0



2. En el caso, L = 7, las expresiones se simplifican

oo

u(z,y) = Z (f’n, coshny + % sinhny) sin nx,

n=1
0 0o
f@) =Y fasinnz,  g(z) =) gnsinna.
n=1 n=1

Si f(z) = 0, es obvio que todos los coeficientes f,, son nulos. Si g(x) = N~!sin Nz, la propia funcién es
su desarrollo en serie, asi que gy = 1/N y el resto de coeficientes son nulos. Por tanto, la solucién en este

caso es . i
sinh Ny sin Nz -

u(z,y) = N2

Observamos que, si tomamos el limite N tendiendo a infinito, el dato inicial es trivial u(x,0) = 0,
uy(x,0) = 0, ya que el seno estd acotado por la unidad, asi que g(z) decrece como 1/N. La solucién
en ese caso es la trivial u(x,y) = 0, como es facil comprobar. Sin embargo, para y # 0, la solucién
u(x,y) = N~2?sinh Ny sin Nz tiende a infinito como una exponencial V¥, en lugar de tender a cero.

Por tanto, las condiciones iniciales conducen a malos problemas para la ecuacién de Laplace. Esto es
razonable, ya que la ecuacién de Laplace aparece en problemas estacionarios y, por ello, no tiene mucho
sentido considerar la coordenada y como un tiempo. O

3. En este caso f(z) = 0y, por tanto, todos los coeficientes f,, son nulos. Y g(z) = x, con coeficientes

N 2 [sinnx zcosnz|™ 2(-1)"*!
Gn = — rsinnrdr = — 5 — = ,
T Jo T n n 0 n

con lo cual la serie de la solucion es

o0
2(—1 n+1
u(z,y) = g %sinhnysinnz. O
n
n=1

4. La serie de Fourier en senos en [0,7] de g(z) = z, al ser de clase C™, converge a x para x € (0,7) y
converge a cero en los extremos. Por tanto, la serie sélo converge a un valor distinto del de la funcién en
=m0

5. Los coeficientes de la ecuacion, a(z,y,u) = 1, b(z,y,u) = 322, c¢(x,y,u) = 62°, son funciones de clase C°.

El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) = 0, 2(s,0) = h(s) y cumple la condicién de
transversalidad,

a fl(s) ‘ _ ‘ 1 1 ‘ _ 352
/ = 2 = —9os87,
b 96) lpaemey 1350

por lo que tendra solucién unica si s # 0. Es decir, el dato inicial presenta problemas en = = 0.

El sistema caracteristico es
5

=1, y = 322, %= 62°,
y sus dos primeras ecuaciones se resuelven sucesivamente,
x(s,7) =7+ afs) con s = z(s,0) = as) = z(s,7) =7+ s,
§=3(1+5)% =y(s,7) = (1 +5)° + B(s),
e imponiendo las condiciones iniciales,
0 =1y(s,0) = s>+ B(s) = B(s) = —s> = y(s,7) = (1 + 5)> — 5°.

Sustituyendo en la tercera ecuacién,

3 =06(1+8)% = 2(s,7) = (1 + 5)° +7(s),



como z(s,0) = h(s), obtenemos
h(s) = 2(s,0) = s® +7(s) = v(s) = h(s) — s,
con lo cual tenemos la solucién del problema en forma paramétrica,
(s, 7) =748, yls,7)=(1+8)>—5> 2(s5,7)=(1+85)°5 5%+ h(s).
Podemos eliminar los pardmetros s, 7,

T+s=ux, s3 =23 —y, s= a3 —y, T=2— V23—,

y obtenemos la solucién del problema, que es solucién general, ya que depende de una funcién arbitraria
de las variables,

u(@,y) = a° — (2° —y)? + h(V2® —y) = 2%y -y + h(V/2® —y). O
En el caso en el que h(x) = 23 la solucién del problema de Cauchy es, sustituyendo,

u(z,y) = 203y —y? + 2% —y. O



