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1. Sistemas lineales de n ecuaciones

Existencia y unicidad: 2} = fi(¢t,21,...,2n), ..., 2, = fu(t,z1,...,2,). Notacién: X' = F(t, X).

Problema de valores iniciales de sistemas: x1(t9) = 210, ..., Zn(to) = Zng. Notacién X (tg) = Xo.
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(to, 10, - -, %no), entonces existe solucién tnica de X’ = F(t, X), X (t9) = X en un entorno de tg.

P.V.I. de ecuaciones: z) = f (t,x,x', ... ,x"‘l)) . x(te) =m0, 2 (to) =ap, - 2" V(ty) = acgfl).
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Corolario: Si —, ——....son funciones continuas en un entorno de (tg,zg, 2, ..., entonces
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Teorema de existencia y unicidad: Si f; , 4,5 = 1,...,n, son continuas en un entorno de

existe solucion unica del problema de valores iniciales en un entorno de tg.

2. Reduccion de orden de ecuaciones de orden superior
» 2" = f(t,2',...,2"" V). El cambio y(t) = 2/(t) la reduce a y"~V = f (t,y,...,y""?).

w g =f (t, aP ... w"’l)). El cambio y(t) = 2P (t) la reduce a y"~P) = f (t,y,... ,y"’p’l)).

» Ecuaciones auténomas: 2™ = f (z, ... ,x”fl)). El cambio y(z) = ’(t) rebaja el orden:
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3. Sistemas de n ecuaciones lineales
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Sistemas lineales: X' = A(t)X + F(¢), A(t) = oo, , con a;;(t), fi(t) continuas.
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Matriz fundamental de X’ = AX: matriz regular W (t) = (X1(t),...,X,(t)) con {Xi(t),..., Xn(t)}
soluciones de X’ = AX (n soluciones linealmente independientes).
Teorema: Si W (t) es matriz fundamental de X’ = AX, su solucién general es Xp(t) = W(t)K con
K = (ki,...,kp)". Es decir X3, (t) = ki X1(t) + - - - + kn X0 (t).
Solucidén general del sistema X' = A(t)X + F(¢):
X(t) =W(E)K + X,(t) con X,(t) una solucién particular del sistema inhomogéneo.
Férmula de Lagrange: X,(t) = W(t) [ W(t) ' F(t)dt. O bien X (t) = W(t) [W(t) " F(t)dt+ W (t)K.

4. Sistemas lineales con coeficientes constantes

= Ak A?
Exponencial de una matriz cuadrada A: ¢ := Z o I+ A+ o7 + e
— k! !
» Matriz diagonal: D = diag(\1,...,\,), el =diag(eM,... e*).
= (eA)ilze’A, eB+C = eBeC i BC = CB.

» Cambio de base A = PBP~! con P regular: e? = PeBP~1



Teorema: El sistema homogéneo X’ = AX tiene por matriz fundamental W (t) = e”*. La solucién
general del sistema es X, (t) = eA*K.

Férmula de Lagrange: La solucién general de X’ = AX + F(t) es X (t) = e K 4 et / e AR (t) dt.
Caso n = 2: A\, p autovalores de A con autovectores vy, vy,. Casos:

» \ # pu: A es diagonalizable: P = (vy,v,,). Matriz fundamental W (t) = PeP".

= A\ = py A diagonal: Ecuaciones de orden uno desacopladas.
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» A\ =y A no diagonal: W (t) = Pe’t, eJt:( . 1

) e, P =(wy,vy), vx=(A-=A)wy.
s A=a+ib, u=\=a—ib, b>0: P=(uvy,7y). Matriz fundamental W (t) = PeP*P~1.
Solucién general real: Xp,(t) = k1 X1(t) + k2 X2(t) con X1(t) = R (eMvy), Xa(t) =S (eMvy).
Método de coeficientes indeterminados para buscar solucion del sistema inhomogéneo:

w fi(t) = e pp,i(t), con py,;(t) polinomio de grado m:
Si a no es autovalor, buscar z,, ;(t) = e*qp, ;(t), j =1,...,n, con gn j(t) polinomios de grado m.
Si a es autovalor de multiplicidad g, buscar @ ;(t) = € ¢nyq,(t)-

w fi(t) = €™ (pp i(t) cosbt + P, () sinbt) con py,i(t), Pmi(t) polinomios de grado m:
Si a + ib no es autovalor, buscar xy, ;(t) = e (g ;(t) cos bt + Gm ;(t) sin bt).
Si a + ib es autovalor de multiplicidad g, buscar , j(t) = € (qm-g;(t) cOSbt + Gintg,(t) sinbt).

5. Ecuaciones lineales de orden superior

i (t) 7, (t)
i’ (t) ;' (t)
x5(t),..., x5 (t) soluciones de la ecuacién homogénea con |W(t)| = : . £0y
ORI a0

xp(t) solucién de la ecuacién inhomogénea.
Reduccién de orden: Si z1(t) es una solucién de la ecuacién lineal homogénea, el cambio x(t) = x4 (¢)y(t)
reduce una unidad el orden de la ecuacién para y.

6. Ecuaciones con coeficientes constantes

Ecuacién de coeficientes constantes: 2™ + aj2" ") +--- + a,z = f(t).

Su ecuacién caracteristica: \* +a; A"~V + ... + a,, = 0, proporciona n autovalores i, ..., A,. Casos:
» Autovalores distintos: La solucién general de la ecuacién homogénea es @y, (t) = kyeMt+- -+ k,ernt.
» Autovalores complejos: A = a + ib, A = a — ib, b > 0: ke* + keM = ce cos bt + de® sin bt.
= )\ autovalor de multiplicidad g: Aporta a la solucién general (kit9=! + -+ + ky_1t + k,)e .

Método de coeficientes indeterminados para buscar solucién de la ecuacién inhomogénea:

w f(t) = epy(t), con py,(t) polinomio de grado m:
Si a no es autovalor, buscar z,(t) = €*g,,(t), con g, (t) un polinomio de grado m.
Si a es autovalor de multiplicidad g, buscar x,(t) = t9e ¢y, (t).

» f(t) = € (pm(t) cosbt + pm(t) sinbt), con pp,(t), Pm(t) polinomios de grado m:
Si a+ ib no es autovalor, buscar z,(t) = €** (g (t) cos bt + G (t) sin bt) con g, (t), Gm (t) polinomios

de grado m.
Si a + ib es autovalor de multiplicidad g, buscar z,(t) = t9¢ (g, (t) cos bt + G, (t) sin bt).

Ecuaciones de Euler: t"2™ + a;t" 12"~ + ... + a,_1t2’ + apz =0 con el cambio t = e® & s = Int,

q . fcient tamt td dx 2d2x dr  dx
se reducen a ecuaciones con coeficientes constantes: t— = — —_— = ...
dt  du’ dt2  du? du’



