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1. Sistemas lineales de n ecuaciones

Existencia y unicidad: x′

1 = f1(t, x1, . . . , xn), . . . , x′

n = fn(t, x1, . . . , xn). Notación: X
′ = F (t,X).

Problema de valores iniciales de sistemas: x1(t0) = x10, . . . , xn(t0) = xn0. Notación X(t0) = X0.

Teorema de existencia y unicidad: Si fi y
∂fi

∂xj

, i, j = 1, . . . , n, son continuas en un entorno de

(t0, x10, . . . , xn0), entonces existe solución única de X ′ = F (t,X), X(t0) = X0 en un entorno de t0.

P.V.I. de ecuaciones: xn) = f
(

t, x, x′, . . . , xn−1)
)

, x(t0) = x0, x′(t0) = x′

0, · · · xn−1)(t0) = x
n−1)
0 .

Corolario: Si f y
∂f

∂x
,
∂f

∂x′
,. . . son funciones continuas en un entorno de

(

t0, x0, x
′

0 . . . , x
n−1)
0

)

, entonces

existe solución única del problema de valores iniciales en un entorno de t0.

2. Reducción de orden de ecuaciones de orden superior

xn) = f
(

t, x′, . . . , xn−1)
)

. El cambio y(t) = x′(t) la reduce a yn−1) = f
(

t, y, . . . , yn−2)
)

.

xn) = f
(

t, xp), . . . , xn−1)
)

. El cambio y(t) = xp)(t) la reduce a yn−p) = f
(

t, y, . . . , yn−p−1)
)

.

Ecuaciones autónomas: xn) = f
(

x, x′ . . . , xn−1)
)

. El cambio y(x) = x′(t) rebaja el orden:

dx

dt
= y,

d2x

dt2
= y

dy

dx
,

d3x

dt3
= y

(

dy

dx

)2

+ y2
d2y

dx2
.

3. Sistemas de n ecuaciones lineales

Sistemas lineales: X ′ = A(t)X + F (t), A(t) =







a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann






, con aij(t), fi(t) continuas.

Matriz fundamental de X ′ = AX : matriz regular W (t) =
(

X1(t), . . . , Xn(t)
)

con {X1(t), . . . , Xn(t)}
soluciones de X ′ = AX (n soluciones linealmente independientes).
Teorema: Si W (t) es matriz fundamental de X ′ = AX , su solución general es Xh(t) = W (t)K con
K = (k1, . . . , kn)

t. Es decir Xh(t) = k1X1(t) + · · ·+ knXn(t).
Solución general del sistema X ′ = A(t)X + F (t):
X(t) = W (t)K +Xp(t) con Xp(t) una solución particular del sistema inhomogéneo.
Fórmula de Lagrange: Xp(t) = W (t)

∫

W (t)−1F (t) dt. O bien X(t) = W (t)
∫

W (t)−1F (t) dt+W (t)K.

4. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Exponencial de una matriz cuadrada A: eA :=

∞
∑

k=0

Ak

k!
= I+ A+

A2

2!
+ · · ·.

Matriz diagonal: D = diag(λ1, . . . , λn), eD = diag(eλ1 , . . . , eλn).

(

eA
)

−1
= e−A, eB+C = eBeC si BC = CB.

Cambio de base A = PBP−1, con P regular: eA = PeBP−1.



Teorema: El sistema homogéneo X ′ = AX tiene por matriz fundamental W (t) = eAt. La solución
general del sistema es Xh(t) = eAtK.

Fórmula de Lagrange: La solución general de X ′ = AX + F (t) es X(t) = eAtK + eAt

∫

e−AtF (t) dt.

Caso n = 2: λ, µ autovalores de A con autovectores vλ, vλµ
. Casos:

λ 6= µ: A es diagonalizable: P = (vλ, vµ). Matriz fundamental W (t) = PeDt.

λ = µ y A diagonal: Ecuaciones de orden uno desacopladas.

λ = µ y A no diagonal: W (t) = PeJt, eJt =

(

1 0
t 1

)

eλt, P = (wλ, vλ), vλ = (A− λI)wλ.

λ = a+ ib, µ = λ̄ = a− ib, b > 0: P = (vλ, vλ). Matriz fundamental W (t) = PeDtP−1.
Solución general real: Xh(t) = k1X1(t) + k2X2(t) con X1(t) = ℜ

(

eλtvλ
)

, X2(t) = ℑ
(

eλtvλ
)

.

Método de coeficientes indeterminados para buscar solución del sistema inhomogéneo:

fi(t) = eatpmi(t), con pmi(t) polinomio de grado m:
Si a no es autovalor, buscar xp j(t) = eatqmj(t), j = 1, . . . , n, con qmj(t) polinomios de grado m.
Si a es autovalor de multiplicidad g, buscar xp j(t) = eatqm+g j(t).

fi(t) = eat
(

pmi(t) cos bt+ p̃m i(t) sin bt
)

con pmi(t), p̃mi(t) polinomios de grado m:

Si a+ ib no es autovalor, buscar xp j(t) = eat
(

qmj(t) cos bt+ q̃mj(t) sin bt
)

.

Si a+ ib es autovalor de multiplicidad g, buscar xp j(t) = eat
(

qm+g j(t) cos bt+ q̃m+g j(t) sin bt
)

.

5. Ecuaciones lineales de orden superior

Solución general de xn) + a1(t)x
n−1) + · · · + an(t)x = 0: x(t) = k1x

∗

1(t) + · · · + knx
∗

n(t) + xp(t) con

x∗

1(t), . . . , x
∗

n(t) soluciones de la ecuación homogénea con |W (t)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x∗

1(t) · · · x∗

n(t)
x∗

1
′(t) · · · x∗

n
′(t)

...
. . . · · ·

x∗n−1)
1 (t) · · · x∗n−1)

n (t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0 y

xp(t) solución de la ecuación inhomogénea.
Reducción de orden: Si x1(t) es una solución de la ecuación lineal homogénea, el cambio x(t) = x1(t)y(t)
reduce una unidad el orden de la ecuación para y.

6. Ecuaciones con coeficientes constantes

Ecuación de coeficientes constantes: xn) + a1x
n−1) + · · ·+ anx = f(t).

Su ecuación caracteŕıstica: λn + a1λ
n−1) + · · ·+ an = 0, proporciona n autovalores λ1, . . . , λn. Casos:

Autovalores distintos: La solución general de la ecuación homogénea es xh(t) = k1e
λ1t+· · ·+kne

λnt.

Autovalores complejos: λ = a+ ib, λ̄ = a− ib, b > 0: keλt + k̄eλ̄t = ceat cos bt+ deat sin bt.

λ autovalor de multiplicidad g: Aporta a la solución general (k1t
g−1 + · · ·+ kg−1t+ kg)e

λt.

Método de coeficientes indeterminados para buscar solución de la ecuación inhomogénea:

f(t) = eatpm(t), con pm(t) polinomio de grado m:
Si a no es autovalor, buscar xp(t) = eatqm(t), con qm(t) un polinomio de grado m.
Si a es autovalor de multiplicidad g, buscar xp(t) = tgeatqm(t).

f(t) = eat
(

pm(t) cos bt+ p̃m(t) sin bt
)

, con pm(t), p̃m(t) polinomios de grado m:

Si a+ ib no es autovalor, buscar xp(t) = eat
(

qm(t) cos bt+ q̃m(t) sin bt
)

con qm(t), q̃m(t) polinomios
de grado m.
Si a+ ib es autovalor de multiplicidad g, buscar xp(t) = tgeat

(

qm(t) cos bt+ q̃m(t) sin bt
)

.

Ecuaciones de Euler: tnxn) + a1t
n−1xn−1) + · · ·+ an−1tx

′ + anx = 0 con el cambio t = es ⇔ s = ln t,

se reducen a ecuaciones con coeficientes constantes: t
dx

dt
=

dx

du
, t2

d2x

dt2
=

d2x

du2
−

dx

du
, . . .


