Capitulo 1

Ecuaciones de primer orden

Problema 1.1 Hallar la solucién general de la ecuacién txx' + 1+ x? = 0.
Hallar la solucion que verifica x(0) = 0 y la que verifica z(1) = 0.

2
7,

Figura 1.1: Soluciones de la ecuacién txz’ + 1+ 22 =0

Solucion:

La ecuacién es separable,

X

¢ 1.0
1+ 22 t2 '

dt
dac:—?:1n(1+x2):k—1nt2:>x(t) =+

Las graficas de las soluciones de la ecuacion son simétricas respecto a ambos
ejes. Obviamente, la constante C tiene que ser positiva para que la raiz tenga
sentido. Las soluciones estan definidas para t € (0,4/C) o en (—v/C,0).

El teorema de existencia y unicidad no se puede aplicar en £ = 0 ni en
z = 0, puesto que x’ no estd definida en dichos puntos. En z = 0 las soluciones
tienen pendiente vertical. Para t = 0 las soluciones son singulares, por lo que no
podemos imponer datos iniciales en este valor. O

En cambio, para z(1) = 0,

0O=2(l)=+V/C—1=C=1=a(t) = +/= — 1,



es decir, hay dos soluciones que se corresponden con esta condicién, lo cual no
es extrano, ya que en x = 0 no se aplica el teorema de existencia y unicidad. O

Problema 1.2 Hallar la solucién general de la ecuacion (z2+tx?)a’ +12 —t?z =
0.

Solucion:

Cc=4 <
c=3
o N —
=2 — c=1
c=3 ¢

(N

RN

Figura 1.2: Soluciones de la ecuacién (22 + tz?)a’ + % — t?x

La ecuacién es separable,

= P o= 14— )a Pl — Vat =
xr = €T T = _
r—1 1 —1 t+1

2

2
t
%+x+ln|x—1|:§—t+1n|t+1|+0. O

O, agrupando términos,

T—1 r—1
(J:—i—t)( 5 +1) —l—ln‘tJrl‘ =C.

Aparte, existen soluciones sencillas. Buscando soluciones de la forma z(t) =
A, obtenemos la solucién x(t) = 1, que se corresponde con el limite infinito de
C, por lo que es una integral singular.

Asimismo, buscando soluciones de la forma z(t) = Bt, obtenemos la solucién
z(t) = —t.

El teorema de existencia y unicidad se puede aplicar a todos los puntos del
plano, excepto a los correspondientes a z = 0y a ¢ = —1, donde 2’ no esté
definida.

Parat = —1, la ecuacién implica x = 1, luego todas las soluciones pasan por
el punto (—1,1), o bien 2’ es infinita.

Para x =0, o bien t = 0, o bien 2’ es infinita.

Problema 1.3 Resolver la ecuacion t?x’ = tx + 322. Hallar la solucién que
verifica (0) = 0, la que verifica ©(0) =1 y la que verifica z(1) = 0.
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C=2
C=0

Figura 1.3: Soluciones de la ecuacién t22’ = tx + 3z

Solucion:

La ecuacién diferencial es homogénea,

2
x T

por lo que se puede resolver con un cambio de variable dependiente y = /%,
que la reduce a una ecuacién separable,

1 y' y 1 t
- = =" =(C+3hl|l=—1—-=20)=tyt) = ——=———. 0O

fly)—y 3y

A la vista de la ecuacién, podemos aplicar el teorema de existencia y uni-
cidad, salvo en los puntos con ¢ = 0. Luego habra solucién tinica que pase por
todos los puntos del plano, salvo por los de la forma (0, z).

Esto se debe a que la ecuacion en ¢t = 0 implica x = 0. Es decir, para t =0
todas las soluciones pasan por x = 0, con lo cual el problema de valores iniciales
con z(0) = 0 tiene infinitas soluciones. O

En cambio, por los puntos (0,z) con z # 0 no pasa ninguna solucién. Por
ejemplo, el problema de valores iniciales con 2(0) = 1 no tiene solucién. O

Finalmente, el problema de valores iniciales con x(1) = 0 tiene solucién
Unica,
1
0:,7:(1):—6:0:00, z(t) =0,

que es una integral singular de la ecuacién. O
Problema 1.4 Resolver la ecuacion (z +3t+1)a’ =z — ¢ — 3.
Solucién:
La ecuacién diferencial no es homogénea por culpa de los términos constantes
3, 1. Si pudiéramos eliminarlos mediante un cambio z =y + A, t = s + B, de

modo que

r+3t+1=y+3s+A+3B+1=y+3s, z—t—-3=y—s+A—-B-3=y—s,



C=0 <
C=-1
\
C=2
C=-1
C=0 k=0
t
C=1 Cc=2

Figura 1.4: Soluciones de la ecuacién (z +3t+ 1)’ =2 —t —3

la ecuacion resultante,

/ y—3s y/sfl
P P = S,
4 y+3s y/s+3 1(y/s)

serfa homogénea.
Para ello es preciso que

A+3B+1=0, A—-B-3=0=A=2, B=—1,

con lo cual el cambio de variablees x =y +2,t =s— 1.
Resolvemos la ecuacién con el cambio habitual z = y/s,

Lo A ds EH3 0 (2 L LY,
s f(z)—z s (z+1)277 (z+1)2  z+1 ’
2

2
Injs|]=C—-Inlz+ 1|+ — =Inls(z+1)|=C+ —,
z+1 z+1

expresién que podemos exponenciar para eliminar los valores absolutos, k = +e¢
y+s=ke?/ W) o g 1 = g2t/ (1)

y obtener asi la solucién general de la ecuacion en forma implicita. O

Una de las soluciones, k = 0, es una recta, z(t) = 1 —t.

El teorema de existencia y unicidad se puede aplicar en todos los puntos del
plano, salvo en los que verifican = + 3t + 1 = 0, ya que en ellos 2’ es infinita.
Menos en el punto (B, A) = (—1,2), interseccién de las rectas  + 3t +1 = 0,
x —t —3 =0, donde la pendiente no esta definida. Por este punto pasan todas
las soluciones.

Problema 1.5 Resolver la ecuacion @' = (z+2t)~2 —2. Hallar la solucion que
verifica x(0) = 1.

Solucion:

La ecuacién o’ = (x + 2t)™2 — 2 = f(x + 2t) se reduce a una separable con
el cambio y = = + 2t,

y 2/ 3 3
l=—"—7—==yyY =3H+C=y"=z()=ylt) —2t=v3t+C—-2t. O
3T W) (t) =y(t) vV



-

Figura 1.5: Soluciones de la ecuacién 2’ = (z + 2t) =2 — 2

La ecuacién tiene solucién tnica salvo en los puntos de la recta z 4 2t = 0,
donde 2’ no est4 definida. Observamos que por dichos puntos, no obstante, pasa
una unica curva, pero con pendiente infinita.

La solucién que verifica z(0) = 1,

1=VC=>C=1=2()=3t+1-2t.O
Problema 1.6 Resolver la ecuacién (x + t)*x’ = a?, a > 0.

Solucion:

Figura 1.6: Soluciones de la ecuacién (z + t)%2’ = a?

La ecuacién es de la forma 2’ = f(x 4 t), con lo cual se reduce a separable
con el cambio y =z + ¢,
a’ y? y
y = —+1é7dy:dtéyfaarctan(—) =t+C,
Y2 v2 + a2 a

y deshaciendo el cambio de variable, x = y — ¢, la solucién general, en forma
implicita, es

a

t
:I::C—i—aarctan(x—’— ).D
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No se puede despejar la x, pero si la t,

t =atan — .
a

El teorema de existencia y unicidad se puede aplicar en todos los puntos del
plano, salvo para los de la recta xz+t = 0, donde 2’ no estd definida. Observamos
que en esos puntos la pendiente de las gréaficas de las soluciones de la ecuacion
es infinita.

Problema 1.7 Hallar la solucidn general de la ecuacion (x +t — 2)x’ + 2z +
2t—1=0.

Solucion:

/?2—\\

Figura 1.7: Soluciones de la ecuacién (z +t —2)a’ +2x+2t—1=10

La ecuacién es de la forma ' = f(z + t), con lo cual se reduce a separable
con el cambio y =z + ¢,

2y—1 1 -2
Yy =1- J ¥t = 7 dy(li)dydté
y—2 y—2 y+1 y+1

y—3lnly+1=C—t,

y deshaciendo el cambio de variable, x = y — ¢, la soluciéon general, en forma
implicita, es

r=C—-2t+3lnjz+t+1|=> ke =(x+t+1)3 k=4 €. O

Una solucién de la forma x(t) = At + B, obtenemos una integral singular
x(t) = —t — 1, que se corresponde con el valor k = 0 en la dltima expresién o el
limite de constante C infinita.

El teorema de existencia y unicidad es aplicable salvo en los puntos de la
recta x +t = 2, donde la derivada 2’ se vuelve infinita.

Problema 1.8 Resolver la ecuacion (6tx + 423)a’ + 3t> 4+ 6tz® = 0. Hallar la
solucion que verifica x(0) = 1.



|/

Figura 1.8: Soluciones de la ecuacién (6t2x + 4x3)a’ + 3t + 6tz? = 0

Solucion:

La ecuacion tiene solucion tnica, salvo tal vez en los puntos con z = 0, donde
z' no estd definida.

La ecuacién es exacta, como se comprueba tomando f(t,z) = 6%z + 43,
g(t,x) = 3t + 6ta?,

ag(t,ac) 8f(t,.%‘)
or Ot

= 12tz — 12tz = 0,

por tanto, existe una funcién F(t, z) tal que

F
OFW2) _ 1y 2) = 6120 + 40
O _ Ft) =3t + 2" + h(t)
R'(t) =3t = h(t) =13 ’
LFSI; 2) = g(t,x) = 3t* + 6tz?

con lo cual las soluciones de la ecuacién tienen la forma implicita F'(t,z) = k,
3ttt 2 =k O
Obsérvese que las soluciones son simétricas respecto al eje T', puesto que
F(t,—x) = F(t,z). En los puntos con = 0 lo que sucede es que 2’ es infinita.
Buscamos la solucién que verifica z(0) = 1,
k=F0,1)=1=322+2*+t3=1. D
Problema 1.9 Resolver la ecuacién z(t* + 22%)z’ + t(2t* + 22?) = 0.

Solucion:

Comprobamos que la ecuacién es exacta, tomando f(t,x) = z(t? + 22?),
g(t, ) = t(2t* + z?),

8g(t,ac) af(tax)
or ot

=2tr — 2tx =0,



Figura 1.9: Soluciones de la ecuacién z(t? + 22%)z’ + (2t + 22) =0

por tanto, existe una funcién F(t, z) tal que

2,..2 4
OF(t, x) = f(t,z) = 2(t> + 22?) F(t,z) = tz” " +h(t)
ox 2
= )
OF(t 4
% = g(t,x) = t(2t* + 2?) h(t) = 2t° = h(t) = %

con lo cual las soluciones de la ecuacién tienen la forma implicita F (¢, z) = k,
t'+t?2® +2' =C =2k O
Obsérvese que las soluciones son simétricas respecto a ambos ejes y frente al
intercambio x <+ t. La constante k tiene que ser positiva para que la expresiéon
tenga sentido.

El teorema de existencia y unicidad se puede aplicar salvo en los puntos con
x = 0, donde la pendiente de las graficas de las soluciones es infinita.

Problema 1.10 Resolver la ecuacion (t — t?z)z’ = .

Solucion:

Figura 1.10: Soluciones de la ecuacién (t — t?z)2’ = x



Esta ecuacién no es separable, ni lineal, ni exacta, f(t,x) = t—t?z, g(t,x) =
—,

ag(t,ac) af(tax)
or Ot

pero al dividir esta expresién por f(t,z), depende sélo de ¢, con lo cual hay un
factor integrante que depende de t,

1dQ1{8g af}

= —2(1 — tx),

Qdt  f

) 1
o (=7 = QM =2 = Q) = 5

2’

y la ecuacién

es exacta, con solucién general F(t, z) = k,

OF(tz) 1 _ z a2
ox 1 ¢ F(t,x):?—?—i—h(t)
= )
OF(t, x) x

=7 R'(t) =0 = h(t) = const.

con lo cual las soluciones de la ecuacién tienen la forma implicita

x2—k::>t— 2x
2 a2 42k

18

Hay solucion tnica por todos los puntos del plano, excepto los que tienen
t =0 o 2t = 1. Observamos que todas las soluciones pasan por (0,0) y ninguna
pasa por (0,z), con z # 0. En los puntos con xt = 1, la tangente a la grafica de
la solucién es vertical.

t

Problema 1.11 Resolver la ecuacion ' = e
verifica (1) = 1.

— x/t. Hallar la solucion que

Solucion:

Figura 1.11: Soluciones de la ecuacién =’ = e' — z/t



La ecuacidn es lineal en x. Obtenemos la solucién de la ecuacién homogénea,
' =a(t)x, a(t) = —1/t,
ZC}L(t) _ kefa(t)dt _ k/,e—lnm _ g
t )
tomando C' = +k.
Buscamos una solucién particular de la ecuacién inhomogénea por el método
de variacién de constantes, z,(t) = C(t)/t,

/ C et
T:etéC(t):/tetdt:tetfetéz(t):?+et7?. O
Hay solucién tnica por todos los puntos del plano T'X, salvo en los que
tienen t = 0, el eje X. A la vista de la solucién general, vemos que s6lo hay una
solucién que pasa por (0, 0).
En particular, la solucién que verifica z(1) = 1,

et

1
1:$(1):C+e—eé0:1é:c(t):¥+et—7.IZJ

Problema 1.12 Resolver la ecuacidn x’ + 2x = t? + 2t.

Solucion:

k=0

Figura 1.12: Soluciones de la ecuacién x’ + 2x = 2 + 2t

Se trata de una ecuacién lineal inhomogénea con coeficientes constantes. La
solucién general de la ecuacién homogénea x’ + 2z = 0 es xp,(t) = ke 2.

En lugar de tratar de obtener una solucién particular de la ecuacién inho-
mogénea por variacién de constantes, probamos una solucién del tipo z,(t) =

At? + Bt + C,

1 1 1
24t + 2(A+ B)t+ B+2C =t* + 2t = A = 3 B=5.C=-1
con lo cual la solucién general de la ecuacion es

z(t) = ke % + ﬁ . o
- 2 4’
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=1

k=0

Figura 1.13: Soluciones de la ecuacién =’ = ztant + cost

Problema 1.13 Resolver la ecuacion ¥’ = xtant -+ cost.

Solucion:

Es una ecuacién lineal. Resolvemos primero la ecuacién homogénea, ©' =

xrtant,

.’L'h(f) — keftantdt — k/,efln\cost\ — K ,
cost

tomando K = +k.
Buscamos una solucién particular de la ecuacién inhomogénea de la forma

xp(t) = K(t)/ cost,
K’ 1+ cos2t

=cost = K' = cos®t =
cost 2

t 1
= K(t) = 3 + ZsinZt,
con lo cual ya tenemos la solucién general de la ecuacién,

K t +1 it O
—_— —sint.
cost  2cost 2S

x(t) =

El teorema de existencia y unicidad indica que hay solucién tinica por todos
los puntos del plano, salvo en los puntos con t = £7/2,£37/2..., donde la
pendiente z’ no estéd definida. Observamos que en dichos puntos las soluciones
no estan definidas.

Problema 1.14 Resolver la ecuacién ' = —x + e~ ta?.

Solucion:

Es una ecuacién de Bernoulli con n = 2, con lo cual se reduce a una ecuacién
lineal con el cambio z = 1/y,

y=y—e,
que tiene solucién de la parte homogénea yy, (t) = ket.
Como solucién particular de la ecuacién inhomogénea probamos y,(t) =
Ae™t,
1 1 1
A=A-1=2A=-=z2t)=——=——"—"—.0
2 z(t) y(t)  ket4et/2

11



Figura 1.14: Soluciones de la ecuacién 2’ = —x + e~z

La solucién z(t) = 0 es una integral singular, correspondiente al limite de k
infinita.

Las soluciones con k positiva son regulares, ya que el denominador no se
anula. En cambio, las soluciones con k negativa tienen un polo.

Problema 1.15 Resolver la ecuacion 3tz’ — 2z = t3 /22,

Solucion:

c-1
. =2
c=2 -
C=0 t
c=1
c=2
=2

Figura 1.15: Soluciones de la ecuacién 3tz’ — 2z = 3 /22

Se trata de una ecuacién de Bernoulli con n = —2. Por tanto, hacemos el
cambio y = 3, que la convierte en una ecuacién lineal,

2y

/:31'2 /:
Y ¢

2
+t7,
cuya parte homogénea tiene solucién,

yn(t) = kel 20/t = k™1l = C12, C' = Lk

Podemos obtener una solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea por el
método de variacién de constantes, y,(t) = C(¢)t?,

C'H2 =1 = Ct) =t = y(t) = Ct* + 13,

12



y deshaciendo el cambio de variable, llegamos a la solucién general de la ecua-

cion,
z(t) = Vy(t) = V/C#2 + 3. O

Hay una solucién lineal, z(t) = t, que corresponde al valor C' = 0.

El teorema de existencia y unicidad de soluciones se puede aplicar salvo
en los puntos con x = 0. Observamos que la pendiente de las gréficas de las
soluciones es infinita sobre el eje T, salvo en el origen, por donde pasan infinitas
soluciones. Tampoco se puede aplicar en los puntos con ¢t = 0. Observamos que
no hay soluciones que pasen por (0,z) con z # 0. Hay infinitas soluciones que
pasan por el origen, en cambio.

Para grandes valores de |¢| las soluciones se comportan como x(t) = t.

Problema 1.16 Resolver la ecuacion z' = t\/x + 4z /t. sPara qué valores iy,
xo tiene solucidn unica el problema de wvalores iniciales x(tg) = xo0? Hallar la
solucion del problema de valores iniciales correspondiente a x(1) = 0.

Solucion:

Es una ecuacién de Bernoulli con n = 1/2. Por tanto, con el cambio de
variable y = 1/z, se reduce a una ecuacién lineal,

t 2y
I—_ -
V=gt

La solucién general de la ecuaciéon homogénea es

yh(t) — kef?dt/t — k621n|t\ —_ th

k=0

Figura 1.16: Soluciones de la ecuacién z’ = t\/x + 4z /t

Buscamos una solucién particular por el método de Lagrange, y,(t) = k(t)t?,

t 2y, t 1 In [¢|
—+ 2L = 42%t=Kt)===k(t) = — =
2t g temt= ®) 2t§()

Kt + 2kt =y, = In+/|t],

y ya tenemos la solucién general de la ecuacién,
2 2 24
2(t) = y2(8) = (n(0) + (1) = (k+m V/]2]) ¢4, O
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Las soluciones no estan definidas en ¢ = 0 debido al logaritmo. Las soluciones,
teniendo en cuenta que y = /x tiene que ser positivo, estdn definidas siempre
que k+1In \/m sea positivo. Es decir, para [t| > e~2*. Resumiendo las soluciones
estan definidas en los intervalos (—oo, —e~2F), (e72F 00).

El problema de valores iniciales tiene sentido en los puntos del plano T'X
para los que la funcién f| (t,x) = t+/z + 4z /t es continua y derivable respecto a
la variable dependiente x, es decir, salvo en los ejes ¢ = 0, x = 0. Por tanto, el
problema de valores iniciales z(tg) = x¢ tiene solucién dnica si xg # 0, to # 0.
O

En los puntos del eje x = 0 lo tinico que sucede es que son los puntos donde
nace o muere la solucién, (+e~2* 0). En los puntos con ¢ = 0 no hay solucién.
Realmente, esta recta es solucién de la ecuacién equivalente para t(x),

i) !
T)= 5—F———
12\/x + 4z’

pero no es solucién de nuestra ecuacién, obviamente. Sélo la solucién con k = 0,
z(t) = t*In® \/]t| pasa por el origen.
Resolvemos el problema de valores iniciales para x(1) = 0,

0=z(1)=k>=>k=0=2(t) =t*In* /|t]. O

Pero también la recta horizontal 2(¢) = 0 es solucién de la ecuacién, como se
comprueba ficilmente. Y ademds verifica también la condicién inicial z(1) = 0.
Por tanto, vemos que existen al menos dos soluciones de este problema de valores
iniciales. Lo cual es consistente con lo que afirma el teorema de existencia y
unicidad, que la solucién es tnica si xg # 0y tg # 0. O

Problema 1.17 Resolver la ecuacion (1 + t3)a’ + 2tz? +t2x +1 = 0.

Solucion:

c=2 x

Figura 1.17: Soluciones de la ecuacién (1 + t3)a’ + 2ta? + t?z +1=10

Es una ecuacién de Ricatti, que podremos reducir a una ecuacién lineal
si obtenemos una solucién particular sencilla. Buscamos solucién de la forma

xp(t) = At,

tPR2A+24%) +(A+1)=0=>A+A*=0, A+1=0= A= —1,

14



y obtenemos la solucién z,(t) = —t, que nos permite el cambio x =y — ¢,
(14 3y + 2ty? — 3t>y = 0,

que es una ecuacién de Bernoulli con n = 2, que se reduce a una lineal con el
cambio y = 1/z,
(1+t%)2" = 2t — 3t22,

cuya parte homogénea se resuelve facilmente,

, 3t2

z = z:>z(t):k:exp/—

B 3t dt eIl C
1413

143 14137

tomando C' = %k.

Para la ecuacién inhomogénea, probamos la variacién de constantes, z,(t) =
C(t)
T3>

t? C
C'=2t=0Ct)=t>=z2(t) = ——= + ——.

®) W= m e
Por tanto, deshaciendo los cambios,

1 1+¢3 1-Ct
W=yt —t=Tm - t=mre T Ero

Obsérvese que la solucién x(t) = —t es una integral singular, ya que no
aparece en la expresion anterior mas que como caso limite cuando C' tiende a
infinito. Para grandes valores de [t|, todas las soluciones tienden a x = 0. Las
soluciones con C negativo son singulares, ya que el denominador se anula en los
valores +v/C'.

El teorema de existencia y unicidad no se puede aplicar para t = —1, ya
que 7’ no est4 bien definida en esos puntos. De hecho, observamos que todas las
soluciones pasan por (—1,1), excepto la solucién con C = —1, z(t) = 1/(t — 1),
que pasa por (—1,—1/2).

d

Problema 1.18 Resolver la ecuacion o' = 2% + (1 — 2t)x +t2 —t + 1.

Solucion:

Figura 1.18: Soluciones de la ecuacién o’ = 22 + (1 — 2t)z + > —t + 1
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Se trata de una ecuacién de Ricatti. Habrd, por tanto, que encontrar un
solucién particular. Buscamos soluciones de la forma z,(t) = At,

A= (A2 24+ )P+ (A-1t+1=A=1=2,(t) =t
Podemos, pues hacer el cambio de variable x = y + ¢,
v =y +y,

para obtener una ecuaciéon de Bernoulli con n = 2, que se reduce a una lineal
con el cambio y =1/z,

2 =—z—1=z2(t)=ke " -1

)

que nos proporciona, tras deshacer los cambios de variable, la solucién general
de la ecuacion,

M4és répido hubiera sido darse cuenta de que 3y’ = y? + y es una ecuacién
separable,

d 11
7y—dt:>/(———) dy:/dt:>1n|y|—ln|y+1|:t+k,

yly+1) y y+1
Yy Kt . Cet Cet
—— =defe' =Ce' = y(t) = —5 = 2(t) = ——=5 +1t
L IOl ws A Ol pro iy

que es la misma solucién general, expresada de distinta manera.

Aplicando el teorema de existencia y unicidad de soluciones, observamos que
hay solucién tinica por todos los puntos del plano T'X.

La solucién z(t) = t es una integral singular, que se obtiene como caso limite
de k infinita. Hay otra solucién recta, la que corresponde a k =0, x(t) =t — 1.

Obsérvese que las soluciones con k positiva son singulares, ya que se anula
el denominador. En cambio, las que tienen k negativa estan definidas para todo
valor de t.

Para t muy grande, las soluciones tienden a la solucién z(t) = t —
cambio, para t muy pequeiio las soluciones tienden a la solucién z(t) = t.

Problema 1.19 Hallar la solucién general de la ecuacion t2z’ = z2 por tres
métodos distintos. sPara qué valores xg = x(to) el problema de valores iniciales
tiene solucion unica? Hallar las soluciones de la ecuacion que verifican, respec-
tivamente, x(0) = 0, z(0) = 1, (1) = 0, (1) = 1. Buscar soluciones de la
forma z(t) = A. Buscar soluciones de la forma x(t) = Bt. gAlguna de ellas es
una integral singular?

1. En

Solucion:

La ecuacién es separable,

/dz dtél 1+ké ) t -
i - == T = .
2 12 z ot 1+ kt
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k=2 k=2 k=0
k=-1
k=1
k=2
k=2 t
- k=22
k=1/ [k=2

Figura 1.19: Soluciones de la ecuacién 22’ = x?

Otro método distinto seria resolver la ecuacién como ecuacién de Bernoulli
con n = 2, mediante el cambio y = 1/z,

2
. ) 1 1 kt+1 t
= sy == =yt)=k+- = = z(t) = .0
v Y g oy =k+g t M) =1

Ademss, la ecuacién es homogénea, 2/ = x2/t?, y se resuelve también me-
diante el cambio y = z/t, ' = y + ty’ = f(y), que también conduce a una
ecuacién separable, por lo que es un método redundante, ya que la ecuacién
inicial ya es separable, y mas complicado en este caso,

1 ! ! 1 1 dt -1
t=_1Y = 2y ¢/< —) dy = & o m|? ‘ln|t|+C’,
t fw-y ¥y y—1 y t
y tomando k = Fe®, obtenemos
y—1 1 t
— =—kt=yt) = =z(t) =ty(t) = . O
y Yy = 1w T eO =00 =
Estas soluciones son singulares en t = —1/k, luego estdn definidas, bien en

(=00, —1/k) o en (—1/k,00). Para grandes valores de |t| las soluciones tienden
al valor 1/k.

El teorema de existencia y unicidad aplicado a esta ecuacién, con f(t,z) =
22 /t2, funcién racional de clase C™ salvo en t = 0, nos dice que el problema de
valores iniciales con x(tp) = x¢ tiene solucién unica siempre que to # 0. O

En ¢ = 0 lo que sucede es que todas las soluciones, 2:(0) = 0, pasan por
x = 0, es decir, hay infinitas soluciones que pasan por el origen.

Por tanto, el problema con z(0) = 0 tiene infinitas soluciones. En cambio, el
problema con z(0) = 1 no tiene solucién. O

El problema con x(1) = 0 tiene solucién tnica,

1
0=z2(1)=—— =k — o0,
(1) 1+k
s6lo que no estd contenida en la solucién general, z(t) = 0, por lo que es una
integral singular de la ecuacion. O
Finalmente, el problema con z(1) =1 tiene solucién unica,
1

1:$(1):H—k¢k:0$x(t):t.ﬂ
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Buscamos soluciones constantes, z(t) = A,

A2
0=12'===A=0=2(t) =0,
12
solucién que ya habiamos obtenido. O
Buscamos soluciones lineales, z(t) = Bt,

_ BQtQ

0
B=x 2

= B=0,1,
con lo cual reobtenemos las soluciones z(t) = 0, z(t) =t. O

Problema 1.20 Hallar la solucién general de la ecuacion x2x’ = t? por tres
métodos distintos. sPara qué valores xg = x(to) el problema de valores iniciales
tiene solucion unica? Hallar las soluciones de la ecuacion que verifican x(0) = 0,
x(1) =0, x(0) = 1. Buscar soluciones de la forma x(t) = A. Buscar soluciones
de la forma x(t) = Bt. sAlguna de ellas es una integral singular?

Solucion:

-

=3

Figura 1.20: Soluciones de la ecuacién x22’ = t2

La ecuacién es separable,

/szx:/thtézgzthrké:c(t): Vi3 + k. O

La ecuacién es también exacta con f(t,r) = 22, g(t,x) = —t2, ya que
ox o

¥y, por tanto, tiene solucién general F(t,z) = C,

OF(ts) _
OF(t,x) ) W(t)=—t* = h(t) = —t3/3 [~
— —9t) =t
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con lo cual las soluciones de la ecuacién tienen la forma implicita F'(¢t,z) = C =

k/3,
-t =k=2(t)= VB3 +k O

Finalmente, un tercer método seria resolver la ecuacién como ecuacién de
Bernoulli con n = —2, mediante el cambio y = x3,

2

t ) :
= = =y =3 =>y{t)=k+t3 = 2(t) = Vyt) = V3 +k. O

Ademds, la ecuacién es homogénea, ' = t2/22, y se resuelve también me-
diante el cambio y = x/t, 2’ = y + ty’, que también conduce a una ecuacién
separable, por lo que es un método redundante, y mas complicado en este caso,
ya que la ecuacién de partida es ya separable,

/

1 y Y / y? / dt 3
- — = dy= | —=Inly>—1|=-3In|t| + C.
t fy-y y -y 1—y? t | | i

Tomando k = +e® y despejando y reobtenemos la solucién general de la
ecuacion,

P 1l=kt?=ylt)=V1+kt3=uad) =tylt) = V3 +k O

Estas soluciones son singulares en t = —+/k, ya que no son derivables donde
se anula la rafz, luego estdn definidas, bien en (—oo, —V'k) o en (— vk, 00). Para
grandes valores de [t| las soluciones tienden al valor t.

El teorema de existencia y unicidad aplicado a esta ecuacién, con f(t,z) =
t2 /22, funcién racional de clase C* salvo en z = 0, nos dice que el problema de
valores iniciales con x(tp) = zo tiene solucién unica siempre que zg # 0. O

En z = 0 lo que sucede es que las soluciones, o bien tienen pendiente infinita
o pasan por el origen.

Sorprendentemente, el problema con x(0) = 0 tiene solucién tnica,

0=2(0)=Vk=k=0=z(t) =t

a pesar de que el teorema de existencia y unicidad no se puede aplicar a este
dato. O
El problema con z(1) = 0 parece tener solucién unica,

O=2()=vVk+1l=k=—-1=ax() =31,

s6lo que no es regular en t = 1, ya que z’ tiende a infinito . O
Finalmente, el problema con 2(0) = 1 tiene solucién unica,

1=20)=Vk=k=1=a(t)=V/B3+1.0
Buscamos soluciones constantes, z(t) = A,
0= 2% =17,
con lo cual no hay soluciones constantes. O
Buscamos soluciones lineales, z(t) = Bt,
B =2’ =t = B*=1= B=1,
con lo cual reobtenemos la solucién z(t) = ¢. O

No hay integrales singulares, ya que todas las soluciones estan comprendidas
en la solucion general.
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Problema 1.21 Resolver por tres métodos al menos la ecuacion 2txx’ + 22 +
t2 = 0. sPara qué valores ty, xo tiene solucion unica el problema de valores
iniciales x(ty) = xo? Buscar soluciones lineales x(t) = At. Hallar la solucidén
del problema de valores iniciales correspondiente a (1) = 1.

Solucion:

La ecuacién es exacta, fo' + g =0, f(t,z) = 2tz, g(t,z) = 2% + t?, ya que

dg(t,x) Of(t,x)
oxr Ot

=2z -2z =0,

con lo cual la solucién general de la ecuacién es F(t,x) = k, donde la funcién F'
viene dada por la cuadratura

%:ﬂt,x)ZQm F(t,z) = tz® + h(t)
OF (t,x) S ()tg/?’}
P _ gita) =a? 42

v la solucién general de la ecuacién, en forma implicita, es

3

t
F(t,:c):t:EQ—i—g:k:x(t):i

O

| =

v
T

El radicando se anula en t. = V/3k. Por tanto, las soluciones estdn definidas
en el intervalo (0,t.) si k es positivo y (t.,0) si k es negativo.

La recta t = 0 obviamente no es solucién de la ecuacion, pero si lo es trivial-
mente de la ecuacién equivalente para t(x),

(x? +t%)i + 2tz = 0.

Figura 1.21: Soluciones de la ecuacién 2tzx’ + 22 + 2 =0

La ecuacién es también homogénea,



se convierte en separable con el cambio de variable y = z/t,

2yy’ y' 1 2 2 _ 3k
— = =-=Inl3y?+1|=-3Wnlt|+C =342 +1
3y +1  my)—y ¢ nRy nle ! 3’

denotando 3k = +eC.
Deshaciendo el cambio, y = z/t, recuperamos la solucién general obtenida
anteriormente, z* = k/t — /3. O

Pero la ecuacién «’ = —x /2t — t/2x, es también una ecuacién de Bernoulli
con n = —1. Con el cambio y = 22, la ecuacién se convierte en una lineal,
’ Y
=-2_1
V=
Resolvemos la ecuacién homogénea, con a(t) = —1/t,
Ja(t)adt —In |t k
yn(t) = Ce =Ce =3
denotando £k = +C. Y buscamos una solucién particular por el método de
Lagrange, y,(t) = k(t)/t,
Kok, Yp k t3 t2
Loy = =D sl = k() =—— = () = ——
t 12 Yp t £2 (t) 3 Yp(t) 3’

deshaciendo el cambio, y = z2. O

El problema de valores iniciales tiene sentido en los puntos del plano T'X
para los que la funcién f (t,x) = —x/2t — t/2x es continua y derivable respecto
a la variable dependiente z, es decir, salvo en los ejes x = 0, t = 0. Por tanto, el
problema de valores iniciales z(tg) = x¢ tiene solucién dnica si xg # 0, to # 0.
O

Obsérvese que en t = 0 simplemente no hay soluciones. En cambio, en cada
punto del eje x = 0 lo que sucede es que la pendiente es infinita y hay dos
soluciones, correspondientes a los dos signos de la raiz de la solucién general.

Buscamos soluciones lineales, z(t) = At,

i
3
V3
y obtenemos que no hay soluciones reales lineales, aunque hay dos soluciones

lineales complejas. O
Resolvemos el problema de valores iniciales para (1) = 1,

A2+ =0=> A=+

1 4 4 2
Ek=FQ,1))=14+=-==-=z(t)=4/——-—=.0
L) =14s=2=a() =5 - =
Problema 1.22 Resolver por dos métodos al menos la ecuacion (x + 2t)x’ +
2x 4+ 4t + 2 = 0. sPara qué valores tg, xo tiene solucion unica el problema de
valores iniciales x(tg) = xo ? Hallar la solucidn del problema de valores iniciales
correspondiente a x(0) = 1.
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Solucién:
La ecuacién es exacta, fa'+¢g =0, f(t,x) =z +2t, g(t,z) =2x+4t+2, ya

que
dy(t.z)  Of(ta)
ox ot

con lo cual la solucién general de la ecuacién es F(t,x) = k, donde la funcién F
viene dada por la cuadratura

=2-2=0,

F
oFt ) g;’x):f(t,x):x—i—% 22
- F(t,x):?Jererh(t) ,
() =4t +2 = h(t) =2t + 2t
%:g(t,z):2z+4t+2 (t) =4t +2=h(t) +

y la solucién general de la ecuacién, en forma implicita, es
2
F(t,z) = % b+ 22+ 2 =k = a(t) = —2t £ V2 — 4L, D

Obviamente la expresion anterior tiene sentido si el radicando es positivo,
por tanto, las soluciones estdn definidas en el intervalo (—oo, k/2).

k=0
x+2t=0

N t

k=3

Figura 1.22: Soluciones de la ecuacién (z + 2t)a’ + 2z + 4t +2=10

La ecuacién depende exclusivamente de y = x + 2¢, ya que 2’ = m(y) =
—2 —2/y. Por tanto, mediante este cambio de variable dependiente, obtenemos
una ecuacion separable,

/ /

y Yy 2
1=—2 =2 52— C—dt=a(t) =y(t) — 2t = -2t +VC — 4,
5T m() 5 =Y (t) =y()

solucion general obtenida anteriormente, sin més que identificar C' = 2k. O

El problema de valores iniciales tiene sentido en los puntos del plano T'X
para los que la funcién f(t,2) = — (2 + 4t +2)/(x + 2t) es continua y derivable
respecto a la variable dependiente x, es decir, salvo en la recta de ecuacién
x + 2t = 0. Por tanto, el problema de valores iniciales x(ty) = x tiene solucién
Unica si xg + 2ty # 0. O

Lo que sucede en los puntos de la recta de ecuacién x + 2t = 0 es que las
graficas de las soluciones alcanzan pendiente infinita. Son los puntos donde se
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unen dos soluciones, las correspondientes a las dos raices de la solucién general,
que mueren en dichos puntos.
Resolvemos el problema de valores iniciales para xz(0) = 1,

1
k=F(0,1) = 3 = xz(t) = —2t+ V1 —4t. O
Problema 1.23 Resolver la ecuacion tx’ +x+2t = 0 por tres métodos distintos.
Solucién:

La ecuacién es lineal, 2’ = —z/t—2, con a(t) = —1/t, f(t) = —2. Resolvemos
primero la ecuacién homogénea,

2= —% = z,(t) = Cel @4t = Ce= 11 = % =

3

k
t

tomando k = £+C.

{

k=-1

T

Figura 1.23: Soluciones de la ecuacién ta’ + x + 2t = 0

Para la ecuacién inhomogénea, buscamos una solucién de la forma x(t) =

K(t)/t,

K K K
S sy =-2 9= 9o K = 2%=K{t)=k-t%
t 12 t 2
con lo cual la solucién general de la ecuacion lineal es
k
t)=—-—1t.0
o(t) = 2
También es una ecuacién homogénea, con lo cual el cambio y(t) = x(t)/t,
2'(t) = ty'(t) + y(t) la convierte en separable,
dy dt k k
——=—=1 ll==2h|t|+C=ylt)=—-14+—5=z({) =—t+ —
=T =ty 1= =2l +C = yl) = ~1+ 5 > alt) = —t+ 7
tomando k = +e¢. O
Por dltimo, es una ecuacién exacta, f(t,x) =t, g(t,z) = x + 2t,

bolta) _ | 0fft.a)
Oz ot '’
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con lo cual la solucién de la ecuacién en forma implicita es de la forma F (¢, z) =
k, donde F satisface la cuadratura

)
ox N F(t,x):t$+h(t) )
T OR(t) =2t = h(t) =2 }éF(t,x)txH — kO
OF(t, x)
T:$+2t

El teorema de existencia y unicidad se puede aplicar en todos los puntos del
plano T'X, excepto para t = 0. Observamos que sélo hay una solucién, la recta,
x(t) = —t, que pase por el origen. En cambio, no hay soluciones que pasen por
(0,x), con = # 0, ya que la pendiente se hace infinita. Las soluciones, salvo la
recta, estdn definidas, o bien para ¢t € (—00,0), o bien para t € (0,00). Todas
las soluciones tienden a la recta para grandes valores de |¢].

Problema 1.24 Resolver la ecuacion ta' /z? —1/xz — 1 = 0. Buscar soluciones
constantes de la ecuacion. ;Hay alguna integral singular?, ;para qué valores tie-
ne solucion dnica el problema de valores iniciales x(tg) = xo para esta ecuacion?
Resolver el problema de valores iniciales para x(0) = 0, z(0) = 1, 2(0) = —1,
z(1) =0, z(1) =1.

Solucién:
La ecuacién es exacta, con f(t,z) =t/x?, g(t,z) = —1 —1/z, ya que
L 0f(t,x) Og(t,x) 1
z2 ot 0z a2’

con lo cual la solucién general de la ecuacién es de la forma F(t,2) = k, donde
F es solucién de la cuadratura

OF(t,x) 1
g —9ta)=-1-~ Flt,z) = —t— L 4 h(a)
= . )
OF(t,x) = f(t,z) = t h'(z) = 0 = h(z) = const.
Ox ’ x?

con lo cual la solucién general de la ecuacion es

t t
Ft,z)=—t——=k=z(t) = ———.
(t,2) ==k =at) =~

Despejando la pendiente, la ecuacién toma la forma

1.2

+_a
t

/
€r =

+ 8

que es separable,

dt d 1 1
ln|t|:/—:/ a :/ - — de =In|z| —In|z + 1| + k,
t x + 22 x x+1

cuya solucién general, una vez simplificada es

Cx t

—t= o) = ———
z+1 z(t) t—C’
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denotando C' = +e*. O

Obviamente, esta solucion general es la misma que hemos obtenido anterior-
mente, si identificamos las constantes, salvo un signo.

Finalmente también es una ecuacién de Bernoulli con n = 2 y coeficientes
a(t) = 1/t, b(t) = 1/t, asi que se resuelve con un cambio de variable y = 1/x,
que la convierte en una ecuacion lineal,

que se integra inmediatamente. La parte homogénea, identificando C' = £k,

yn(t) = ke T A/t — je=tnltl — % -3,

y la inhomogénea, que resolvemos por variacién de constantes, y,(t) = C(t)/t,

¢ C c 1

———=—=—-=-=0@t)=-1=C{t)=—t

R e et ()=t
con lo cual la solucién general de la ecuacion es

%:y(ﬁ)z%—lzﬂn(ﬁ):—%.lj

O mas rapido, como ecuacién separable,

dy dt c
—=— | — =1 Il=k—Inlt|l=>y=-1+—.
/y+1 /t nly + 1| nlt| =y +

Figura 1.24: Soluciones de la ecuacién to’ —z — 23 =0

La solucién limite z(¢) = 0 no estd contenida en la solucién general més que
como caso limite de C' tendiendo a infinito.
Las tinicas soluciones constantes, z(t) = A,

1 A+ A2
0=a' = J(z+2?) = A A4+ =0,
son las correspondientes a A = 0, A = —1. z(t) = —1 es la solucién corres-
pondiente a k = 0. En cambio, x(t) = 0 es una integral singular, ya que no
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estd contenida en la solucién general, salvo como caso limite de k tendiendo a
infinito.

El teorema de existencia y unicidad es aplicable al dato inicial z(tg) = o,
excepto para tg = 0. Esto es razonable, ya que todas las soluciones, excepto
x(t) = —1, pasan por el punto (0,0) y serian soluciones del problema z(0) = 0.

En cambio, el problema x(0) = —1 tiene solucién unica x(t) = —1, a pesar
de no caer dentro de las condiciones de validez del teorema.

El resto de problemas tienen solucién tunica, ya que el dato inicial no esta
dado en ty = 0. El problema de valores iniciales z(1) = 0, tiene solucién tnica
x(t) = 0, la integral singular hallada previamente.

Buscamos la solucién del problema z(1) =1,

Problema 1.25 Resolver la ecuacion 2e txx’ — e tx? — 4t3 = 0 por dos méto-
dos. sPara qué valores tg, xg tiene solucion unica el problema de valores iniciales
x(to) = xo ? Resolver los problemas de valores iniciales x(0) = 1, x(0) = 0.

Solucién:
La ecuacién es exacta, fo' + g = 0, con f(t,x) = 2e~ 'z, g(t,x) = —4t3 —
e tx2, ya que
dg(t t
o) o Ofa)
ox ot

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es de la forma F(t,x) = k,
donde F verifica

OF(t,x) . _,
o 2e F(t,z) = e 2% + h(t)
4> )
aFg;, x) AP g2t h'(t) = —4t® = h(t) = —t*

F(t,x) = e '2? —t* =k,

de donde podemos despejar la incognita,

z(t) = £e/?\k + 4. O

La ecuacion,
, w23t
r=—-+ ,
2 T
es también de Bernoulli con n = —1, luego se puede resolver con el cambio de

variable y = 22, que conduce a una ecuacion lineal,

y =y + 43l

La solucién de la ecuacién homogénea es trivial yp,(t) = ket. Una solucién
de la ecuacién inhomogénea la obtenemos por variacién de constantes, y,(t) =
k(t)et,

Ke' + ket = kel +4tPe’ = k' = 4t® = k(t) = t* = y,(t) = t*e.
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k=2

| k=0 k=-1 k=-2

N N < t

Figura 1.25: Soluciones de la ecuacién 2etzx’ — e ta? — 413 =0

Por tanto, a partir de la solucién general de la ecuacién lineal,

y(t) = (k+tYel = z(t) = iet/2m7

obtenemos la ecuacién general de la ecuacién de Bernoulli. O
El problema de valores iniciales tiene sentido en los puntos del plano T'X
para los que la funcién
x 23!
2
es continua y derivable respecto a la variable dependiente x, es decir, salvo en el
eje x = 0. Por tanto, el problema de valores iniciales z(tg) = xo tiene solucién
unica si g # 0. O
El problema z(1) = 0 tiene solucién unica,

1=2(0)=+Vk=> k=1, z(t)=+V1+t4"/2 O

El problema z(0) = 0 tiene dos soluciones, en cambio,
0=2z(0)=+tVk=k=0, z(t)==+t2/20
Problema 1.26 Sabiendo que x1(t) = t2+t y x2(t) = t2+2t son soluciones de
una ecuacion lineal ' = a(t)x+ f(t), obtener la solucion general de la ecuacion.
Obtener a(t), f(t).

Solucion:

xp(t) = x2(t)—x1(t) = t es una solucién particular de la ecuacién homogénea
z’ = a(t)z. Por tanto, la solucién general de la ecuacién es

z(t) =kt +t2. O
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Las funciones las podemos despejar de las soluciones particulares,

zp() _ 1 e
) — 1 =2 —an@) =t

a(t) =
Por tanto, la ecuacién buscada es
o =24t0
= .

Problema 1.27 Resolver la ecuacion (t + x?e®)x’ = x para t(x) en lugar de
para x(t).

Solucion:

=2

k=4 t
k=2

k=0

Figura 1.26: Soluciones de la ecuacién (t + z2e®)z’ = z

Teniendo en cuenta que, por el teorema de la funcién inversa,

. dx a1
r = — = — =,
dt dz t
la ecuacién la podemos expresar como una ecuacién lineal en t(z),
.t
t=— +xze”,
x
cuya solucion general de la parte homogénea es

dt _dz

; = tp(x) = kz,

y para la cual podemos encontrar una solucién particular por el método de
Lagrange, t,(z) = k(z)z,

kr = 2ze® = k=e" = k(z) = €",
con lo cual la solucién general de la ecuacion es, en forma implicita para z,
t=kx+ xe®. O

Considerada la ecuacién inicial para x’, observamos que la pendiente es in-
finita a lo largo de la curva t + x2e® = 0, excepto en el origen, donde no estd
definida, punto por el que pasan infinitas soluciones de la ecuacién.
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Problema 1.28 Hallar la ecuacion diferencial que verifican las circunferencias
de ecuacion x> +y% = R%. ;Y la de las hipérbolas equildteras xy = k?

Solucion:

Tomamos y como funcién de x y derivamos implicitamente la ecuacién, de
modo que desaparezca la constante R,

2r+2yy =0=yy +2=0.0

Comprobamos que sélo verifican esta ecuacion las circunferencias, resolvien-
do la ecuacién,

ydy = —zde =y’ =k—2>=> 22 +9y> =k.

Para las hipérbolas equilateras procedemos de igual manera,

y+azy =0.0
Comprobamos la solucién,
d d
-2 =Inlyl=—-In|z|+C=zy =k,
Y x

con k = +eC.

Problema 1.29 Demostrar que la ecuacion lineal ' = a(t)x + f(t) admite un
factor integrante que solo depende de t. Usar este hecho para obtener la solucion
general de la ecuacion.

Solucion:

Tomando f(t,z) =1, g(t,z) = —a(t)x — f(t), observamos que
1 Og(t,x) Of(t,x)
f(t,x) { or ot }

pero depende sélo de t, con lo cual hay un factor integrante

it N ; {% B %} - *a(t) = Q(U :e*fa(t)dt7

= _a(t)a

Qdt f
v la ecuacién
Qt)a" — Q(t)a(t)z — Q1) f(t) =0,

es exacta, con solucién general F'(t,x) = k,

OF(t,x
% =Q() F(t,z) = Q(t)x + h(t)

:> )
D) — Qame—uyse | MO ="C0I0O

MU:f/QwﬂwﬁéFw@:Q@x*/Q@ﬂﬂ%
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con lo cual las soluciones de la ecuacién tienen la forma implicita F (¢, z) = k,

Qs(t) ~ [ QIS dt =k = aft) = kel 2O e a0 [ o= Te (1) g
resultado coincidente con el ya conocido. O

Problema 1.30 Sean hy(t), ha(t) dos soluciones de una ecuacion de Ricatti,
2 = a(t)x® + b(t)x + f(t). Demostrar que x = hq(t) + 1/y es un cambio de
variable que reduce la ecuacion a una lineal. Demostrar que 1/(ha(t) — hi(t)) es
una solucion de dicha ecuacion lineal.

Solucion:

Realizamos el cambio de variable, teniendo en cuenta que hq(t) es solucidn,

R, = ah3(t) + bhy + f,

/

2h 1 1
h’l—%:a(hf—i-jl-i-?)—l—b(hl—i-;)+f$y'+(2ah1+b)y+a:0,

que es una ecuaciéon lineal. O
Si ha(t) es también solucién de la ecuacién de Ricatti, tendremos que

1

ha(t) = h1(t) + )

siendo w1 (¢) una solucién de la ecuacién lineal por tanto,

1

O Rt =

es una solucién de dicha ecuacién lineal. O

Problema 1.31 Problema de la isécrona: Consideremos una particula descen-
diendo por la grdfica de una funcién z(x) de modo que la velocidad vertical de
caida es constante. 5Cudl es la funcion z(x)?

Solucion:

Una particula moviéndose en el plano sometida a la fuerza gravitatoria tiene
energia por unidad de masa,

1 2 dz\?

teniendo en cuenta que, como se desliza a lo largo de una curva, la altura y la
posicién estdn ligadas por z(z).

Como la particula tiene que descender con velocidad constante, 2z’ = k, el
problema se reduce a una ecuacién diferencial separable de primer orden,

2(E —
dr = — %—1612,
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Figura 1.27: Isécrona

tomando la raiz negativa para que z decrezca con x.

La ecuacién se integra inmediatamente,

k* (2(E — gz) ) 8/2
rT—29=—|—5""— .
07 3y k2

Si tomamos E = gL+ k?/2, de modo que toda la velocidad inicial horizontal
es nula, suponiendo que la particula desciende desde una altura L, obtenemos
xg = 0 para que = = 0 se corresponda con z = L,

K2 (2g(L —2)\*? 1,/9k2
T = 29(L=2) éz(z):Lf—Bg—zQ.D
3g 2 2\ g

Problema 1.32 Problema de la tractriz: ;Cudl es la funcidn y(x) cuya tan-
gente en cada punto de su grdfica tiene longitud constante a entre el punto de
tangencia y el eje X ¢

Solucion:

Figura 1.28: Tractriz

La ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y(z) en el punto

(z,y) es
YV —y=y'(2)(X - ),
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que se corta con el eje X en el punto (z —y/y’,0). La distancia entre este punto
y el (z,y) es, de acuerdo con el enunciado del problema,

2
2

a:;%ijQ;‘y’:i Y

lo cual conduce a una ecuacién diferencial separable de primer orden,

/a2 _ 2,2 5%
udyidzéi.fl'o\/a2y2a1n<w>'m
Y

Y
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