Capitulo 2

Sistemas y ecuaciones de
orden superior

Problema 2.1 Hallar las exponenciales de las matrices A = (1) 8 , B =
0 0 0 0 0 0
100 |,C=110 0
0 0 0 010

Solucién:

Todas ellas son nilpotentes, asi que su exponencial se calcula de manera
sencilla, recordando la definicién de exponencial de una matriz,

1

343
3!At +oel

1
e =T+ At + 5A%Q +

En particular,

s (00 00y (00 At _
2= (o)1 0)=(00)=er=rra=(

Por idéntico motivo,

1 0
L0

1 00
ePl=T14+Bt=|t 1 0 O
0 0 1
Finalmente,
0 0 0 00 0 0 0 0
c’=|1 0 0 1 00]=|l00 0],
010 010 1 00
0 0 0 00 0 00 0
ci=11 0 0 0o0o0]=[000],
010 1 00 00 0

33



. 1 0 0
é”:ﬂ+cw+§c%2: t 1 0 ].0
t2/2 t 1

Problema 2.2 Resolver la ecuacion z'" + 2tz’ = 0.

Solucion:

La ecuacion se reduce a una lineal homogénea de primer orden con el cambio
de variable y = 2/,

d 2
y = =2ty = Y ordt = Inly|=C —t* = y(t) = ke ",
Yy

tomando k; = +e€ y, deshaciendo el cambio de variable,
$(t) = ko + k1 /€_t2 dt. O

Problema 2.3 Resolver la ecuacidn ta” + ' =t.

Solucion:

La ecuacién no depende de x, luego podemos realizar el cambio y = ' para
reducir el orden,
ty +y=t

Resolvemos la ecuacién homogénea,

3

yn(t) = Ce—Jat/t — ce—Inltl — %

denotando k1 = +C.
La ecuacién inhomogénea la resolvemos por variacién de constantes, y,(t) =

k(t)/t,

k k 2
—— 4K+ -—=t=Kl)=t=k(l)=—,
t t 2
con lo cual la solucién particular es y,(t) = ¢/2 y la solucién general,
kit t2
y(t):?Jrié:c(t): y(t)dt:klln|t|+z+k2.m

También se podia haber visto la ecuacién como de Euler, t?2” + ta' = ¢2,
para t > 0, que se reduce a una lineal con coeficientes constantes con el cambio
t=e",

6271, t2
j':e2u:>1'(u) = T+k1u+k2 = Z+k11ﬂt+k2

Problema 2.4 Resolver la ecuacién x' cost + x’ sint = sint.
Solucién:

La ecuacién no depende de x, luego podemos realizar el cambio y = ' para
reducir el orden,

y cost 4+ ysint = sint.
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Resolvemos la ecuacion homogénea,
yh(t) — Ce™ [sintdt/cost _ Celnleost] — ki cost,

denotando k1 = +C.
La ecuacién inhomogénea la resolvemos por variacién de constantes, y,(t) =
k(t) cost,

int 1
K cos®t — ksintcost + kcostsint = sint = k'(t) = st = k(t) = —,
cos“t cost
con lo cual la solucién particular es y,(t) = 1 y la solucién general,
y(t) =kycost+ 1= z(t) = /y(t) dt = kysint +t + ky. O
Problema 2.5 Resolver la ecuacion xz” + /> = 0. Hallar la solucion que

verifica (0) =1, 2/(0) =0 y la que verifica x(0) =0, 2/(0) =1
Solucidn:

La ecuacion es auténoma, ya que no aparece la variable dependiente . Po-
demos, por tanto, hacer el cambio de variable dependiente e independiente a

y(z) =2/,

dy dy dy
n_ 29 2T = i 2 =0
o d:cx d:cy vy dx ty ’
que es una ecuacion lineal,
dy _ dx k1

W Ly ) =,
Y T T

ecuacion que hay que volver a integrar,

2
wdr = ki dt = % = kit + ky = a(t) = £/Kit + Ko. O

El teorema de existencia y unicidad no se aplica en los datos iniciales con
z = 0, lo cual es razonable, ya que para dichos valores la pendiente z’ es infinita.
La solucién que verifica 2(0) = 1, 2/(0) = 0 es

Ky
1=Ky 0=—++==>K1 =0, Ko=1=2(t)=1.0
2 2\/72 1 2 33()

Por su parte, la solucién que verifica z(0) = 0, 2/(0) =1 es

Ky
0= K 5 1=+ ’
Ve WEKa

sistema que no tiene solucién, ya que K5 = 0 implica que la pendiente tiene que
ser infinita, no la unidad, tal como habiamos anunciado. O

Problema 2.6 Resolver la ecuacidon "' = 2zx’'.
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Solucion:

La ecuacion es auténoma, por lo que podemos reducir el orden mediante el
cambio de variables a y(x) = 2/, yy(z) = 2",

. . dz
yy:2xy2>y:2:c:>x’:y(ac):x2+0:m:dt

lo cual conduce a tres casos, dependiendo del signo de la constante C,

arctan(x/k)

P = a(t) = htan k(t ~ to) C =k
foty = _E:x(t):_io C=0 . g
,%ﬂ%%@&Lﬁﬂﬂ:—MMﬁMﬁ%w C =k

Problema 2.7 Resolver el sistema 2’ = x + 2y + 2¢t, y' = —2x +y. Hallar la
solucion que verifica x(0) =0, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

(2 1 2 x 2e’ \
v (1) D)) (%) meer
Calculamos los autovalores de A,

=N -2 +5=\A=1%+2,

0:’1A 2 ‘

-2 1=

que resultan complejos.
Buscamos un autovector para A = 1 + 24,

(2 2)(0)-(0)=max(l)

y el conjugado para A =1 — 21,

» : 1
14-2i X i .

Asi pues, las soluciones linealmente independientes complejas son

) o 1 cos 2t + 1sin 2t
(142i)t Lt =¢t
e Vigo; =€ (coth—l—zstt)( ; ) e ( _sin2f + i cos 2t ),

y su compleja conjugada y nos quedamos como soluciones reales la parte real e
imaginaria,

i cos 2t ¢ sin2t
Xi(t) =e (sin2t )’ Xa(t) =e (coth ’
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con lo cual la solucién general del sistema homogéneo es

. . k1 cos 2t + ko sin 2t ¢
Xa(t) = Xa(t) + ko Xa(t) = ( —k1sin2t 4 ko cos 2t ) ’

Otra forma de obtener esta solucién general es partir de la base de autovecto-
res estd formada por B = {v149i, U112}, con lo que la matriz de cambio de base
serd P = (v142i,U1121), para obtener la matriz diagonal D = diag(1+ 2i,1—2i),
A=PDP 1,

11 e(1+i2)t 0 /2 —i/2
At _ Dtp-1 _
¢ = Perb= ( i —i > < 0 el-i 12 i/2
_ cos2t  sin2t t
o —sin2t cos2t )¢
Por tanto, la solucién general del sistema homogéneo es

x(t) = (k1 cos 2t + kg sin 2t)e!

At
Xn(t) =eVK = { y(t) = (k1 sin 2t + kp cos 2t)e’

idéntica a la que habiamos obtenido por el otro método.

Calculamos ahora una solucién particular del sistema, de la forma z,(t) =
ae', y,(t) = be', ya que los términos inhomogéneos son de la forma e’ y 1 no es
autovalor. Sustituida en el sistema,

aet = ae® + 2bet + 2¢t,  be' = —2ae’ + bet,
conduce a un sistema lineal para los coeficientes indeterminados,
20+2=0, —2a=0=a=0,b=-1,

con lo cual la solucién particular es z,(t) = 0, y,(t) = —e’, y la solucién general
del sistema es

x(t) = (ky cos2t + kysin2t)e’, y(t) = (—k1sin2t + kycos2t — 1)et. O
La solucién que verifica z(0) = 0 = y(0) es
0=4ki, O0=ky—1=x(t)=e'sin2t, y(t)= (cos2t—1)e'. O

Problema 2.8 Resolver el sistema x’ =z —2y+2, vy =5x —y+ 1. Hallar la
solucion que verifica (0) = 0 = y(0).

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

e (5)-(0 1)) e

Calculamos los autovalores de A,

1—-A —2

0:’ 5 —1-—A

':ﬁ+9:A:i%
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que resultan complejos conjugados.
Buscamos un autovector para A = 3z,

(57 ) (D)= () = (W 2)

y el conjugado para A = —3t,

__ 2
R W T

En lugar de resolver el sistema homogéneo con matrices, partiremos de las
soluciones linealmente independientes complejas,

; .. 2 2cos 3t 4 12sin 3t
3it, . __ —
o= (C053t+251n3t)(13¢ )_( cos3t+?>sin3t+i(sin3t3c083t))

y su compleja conjugada y quedarnos como soluciones reales la parte real e
imaginaria,

2cos 3t 2sin 3t
Xi(t) = ( cos 3t + 3 sin 3t )’ Xa(t) = ( sin 3t — 3 cos 3t )’

con lo cual la solucién general es

Xn(t) = k1 X1 (8) + ko Xo(t) = ( 2k cos 3t + 2k; sin 3¢ ) ) O

k1(cos 3t + 3sin3t) + ka(sin 3t — 3 cos 3t

Sélo nos resta, pues, hallar una solucién particular del sistema inhomogéneo.
La forma de F(t) nos sugiere probar, como 0 no es autovalor,

zp(t) = A, yp(t) =B,
que sustituidas en el sistema
A-2B+2=0, 5A-B+1=0=A=0,B=1,
nos proporcionan una soluciéon particular,
zp(t) =0, yp(t) =1,
y la solucién general del sistema inhomogéneo,
x(t) = 2ky cos 3t + 2k sin 3t, y(t) = (k1 — 3k2) cos 3t + (3k1 + ko) sin 3t + 1.

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1
0:2]{31, 0:k1*3k2+1:>k1:0,k2:§7

2 . L.
x(t) = gsmi’)t, y(t) = gsm3t —cos3t+1.0

Problema 2.9 Resolver el sistema ©' = 3z +y, y' = —x + y + 4t. Hallar la
solucion que verifica x(0) =0, y(0) = 1.
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Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v=(2)-(3 1))+ (8)-axerm

Calculamos los autovalores de A,

3—A 1

0‘ -1 1-=)

‘A24A+4;»A2,

que es un autovalor doble.
Como A no es diagonal, habra un tnico autovector linealmente independien-

T (D))

Pero para construir la base, es preferible comenzar por ws, que tiene que ser
un vector no autovector, tal que (A — 2H)w2 sea un autovector.
Tomamos un vector sencillo,

w2<(1))év2(A2]I)w2<_11>.

Por tanto, una base que lleva A a la forma canénica de Jordan estd formada
por B = {ws,v2} v la matriz de cambio de base serd P = (w2, v2) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

0 1 e?t 0 te?t e?t
_ p Jt _ _
W(t) = Pe’" = ( 1 —1 ) ( te2t o2t ) = ( (17t)62t 2t )

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

B | zp(t) = kite®t + koe?t
Xh(t) - W(t)K - { yh(t) _ /{:1(1 _ t)e% _ erQt

Como los términos inhomogéneos son polinomios de grado uno y 0 no es
autovalor, buscamos una solucién particular del sistema de la forma

zp(t) =at+b, yp(t)=ct+d,
a=3a+c)t+(3b+d), c=4d—a+c)t+(-b+d)=>a=1=b, c=-3d= -2,
zp(t) =t+1, yp(t) =—-3t—2,

con lo cual la solucién general del sistema es
o(t) = kite® + kae® +t+1, y(t) = k(1 —t)e* — kqe** — 3t —2. 0

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 1 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

O=ko+1, 1=k —ko—2=k =2, kg =—1,

xw(t) =2te® — et +1, yt)=2(1—t)e* +e* -3t —-2.0
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Problema 2.10 Resolver el sistema ©' = —y + te?', y' = 9z + 6y. Hallar la
solucion que verifica x(0) = —1, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

V()= (3 ) (5 )

Calculamos los autovalores de A,

A — 6\ +9 = \=3 doble.

NN

9 6-A

Como A no es diagonal, habra un tnico autovector linealmente independien-

TR (h),

Pero para construir la base, es preferible comenzar por ws, que tiene que ser
un vector no autovector, tal que (A — 3I)ws sea un autovector. Tomamos un

vector sencillo,
0 -1
w3:(1)2>’l}3:(14—3]1)’w3:( 3 )

Por tanto, una base que lleva A a la forma candnica de Jordan estd formada
por B = {ws,v3} y la matriz de cambio de base serd P = (ws, v3) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

g (0 -1 et 0 _ —tedt —e3t
W(t) = Pe _(1 3 te® e ) T\ (1430 33 )

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

xp(t) = —kitedt — koedt

Xn(t) = W(HK = { yn(t) = ki (1 + 3t)e + 3koe®

Como los términos inhomogéneos son una exponencial de exponente 2 por un
polinomio de grado uno y 2 no es autovalor, buscamos una solucién de la forma
z,(t) = (at +b)e?, y,(t) = (ct + d)e?’, que sustituida en el sistema proporciona

0=ua, +yp—te” = (t2a+c—1)+ (2b+a+d)),
0=y, — 9z, — 6y, = € (t(2c — 9a — 6¢) + (2d + ¢ — 9b — 6d)) ,
conduce a un sistema de ecuaciones,
2a+¢c—1=0, a+2b+d=0, —9a—4c=0, —-9b+c—4d=0,

cuya solucién es



con lo cual la solucién general del sistema inhomogéneo es
o(t) = —kite® —koe® —(4t4+7)e*",  y(t) = k1 (14+3t)e> +3koe® + (9t +18)e". O
Resolvemos el problema de valores iniciales,
—1=2(0)=—ko — T, 0=y(0) = k1 + 3ko + 18,
y determinamos las constantes, k1 = 0, ko = —6, con lo cual la solucion es
x(t) = 63 — (4t +7)e?,  y(t) = —18e3" + (9t + 18)e*". O

Problema 2.11 Resolver el sistema ' = 3x+2y, y' = —6x — 4y + cost. Hallar
la solucion que verifica (0) =0, y(0) = 0.

Solucién:
Expresamos el sistema en forma matricial,

V()= (5 2 () -

si expresamos A en forma diagonal.
Para ello, calculamos sus autovalores,

0} 3__6A _42_A ‘AMA;»AO,L
y sus correspondientes autovectores.
Para A =0,
3 2 v\ (0 N 2
-6 -4 )\ o )7 o ol -3 )
Y para A = —1,

(5 5)(0)=(0) (%)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {vg,v_1} y la
matriz de cambio de base serd P = (vg,v_1) para obtener una matriz diagonal
D = diag(0,—1), A= PDP~

W<t>=PeDt=(23 12)((1) e0t>:<23 2)

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

. . :L'h(t) =2k + kge_t
Xo(t) = WK = { et

Una manera de calcular una solucion del sistema inhomogéneo es probar con
xp(t) = Acost + Bsint, y,(t) = Ccost + Dsint, ya que %i no es autovalor y
los términos inhomogéneos son de la forma cost,

—Asint 4+ Beost = (344 2C) cost + (3B +2D)sint
—C'sint + Dcost = (1 —6A —4C) cost + (—6B — 4D) sint
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A=-1,B=1,C=2 D=-1.
Por tanto, la solucién general del sistema es

_ —t .
X(t) = { xp(t) = 2k + koe cost +sint

yn(t) = —3ky — 2koe™ + 2cost — sint

La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0:2k1+k271, 0:73k172k2+2:>k1:0, k2:1,
x(t) =e ' —cost +sint, y(t)=—2e "+ 2cost —sint. O

Problema 2.12 Resolver el sistema @' = x — 2y —t, y = 2x — 3y — t. Hallar
la solucion que verifica (0) =0, y(0) = 1.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v-(2)-(2 ) () () mremm

Calculamos los autovalores de A,

1-A -2

0‘ 2 —3-2

'/\2+2>\+1:>)\1,

que es un autovalor doble.
Como A no es diagonal, habra un tnico autovector linealmente independien-

L)) ()

Pero para construir la base, es preferible comenzar por w_1, que tiene que
ser un vector no autovector, tal que (A 4+ I)w_; sea un autovector.
Tomamos un vector sencillo,

Por tanto, una base que lleva A a la forma canénica de Jordan esta formada
por B = {w_1,v_1} y la matriz de cambio de base serd P = (w_1,v_1) para
obtener la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

0 -2 et 0 —2te™t  —2¢7?
_ pJt _ _
W(t) = Pe™ = ( 1 -2 ) ( temt et ) h ( (1 -2t et —2e7t ) ’
Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es
wp(t) = —2kite™" — 2kge™",  yn(t) = k1 (1 — 2t)e™" — 2kqe™".

Como los términos inhomogéneos son polinomios de grado uno y 0 no es
autovalor, para el sistema inhomogéneo buscamos una solucién particular de la
forma

zp(t) =at+b, yp(t) =ct+d,
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a=(a—2c—1)t+(b—2d), c=(2a—3c—1)t+(2b—3d) = a=—-1=¢,b=1=4d,
zp(t) =1—1t, yp(t)=1-1,
con lo cual la solucién general del sistema es
2(t) = —2kite™ " —2koe P+ 1 —t, y(t) =ki(1—2t)e " —2kge " +1—¢. O

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 1 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1
0:72l€2+1, 1:k172k2+1:>k1:1, k2:§,

o(t)=2te P —e T+ 1—t, y(t)=-2te'+1-¢t. 0O

Problema 2.13 Resolver el sistema 2’ = —x —y, 3y’ = 4x —y+ 10sint. Hallar
la solucion que verifica (0) =0, y(0) = 1.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

X’=(§:)=(_41 ﬁ)(;)zAXJFF(t)’ F(t):(l()gint)

Calculamos los autovalores de A,

—-1-A -1

— )2 - _ ;
A 1)\’—)\ T2 5= A= —1£2i,

0=

que resultan complejos.
Buscamos un autovector para A = —1 + 24,

(5 ()= (3)rmn( )

En lugar de resolver el sistema homogéneo con matrices, partiremos de las
soluciones linealmente independientes complejas,

i— _ . 1 _ cos 2t +1sin 2t
(2i—1)t .t _—t
e V_142i =€ (coth—l—zstt)( 92 ) =e ( 9sin 2% — % cos 2t )

y su compleja conjugada y quedarnos como soluciones reales la parte real e
imaginaria,

i cos 2t o sin 2¢
Xt =e ( 2 sin 2¢ ) Xolt) = e ( —2cos 2t )

con lo cual la solucién general es

_ _ k1 cos 2t + ko sin 2t _t
Xn(t) = ki Xa(t) + ko Xa(t) = ( 2k sin 2t — 2ks cos 2t ) :
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Como los términos inhomogéneos son de la forma sint y 4+i no son au-
tovalores, buscamos solucién particular de la forma x,(t) = acost + bsint,
yp(t) = ccost + dsint. Sustituida en el sistema,

0=(—a—b—c)cost+(a—b—d)sint, (4da—c—d)cost+ (4b+c—d+10)sint,
proporciona un sistema lineal para los coeficientes indeterminados,
—a—b—c=0, a—-b—d=0, 4d4a—c—d=0, 4b+c—d+10=0,

cuya solucion esa =1 =¢, b = —2, d = 3. Con lo cual la solucién general del
sistema es
x(t) = (k1 cos2t + kysin2t) e~ + cost — 2sint,

y(t) = (2k; sin 2t — 2ky cos 2t) e + cost + 3sint. O
La solucién que verifica z(0) = 0, y(0) = 1 es
0=k 41, 1= —2ko+1=k =—1, kg =0,
x(t) = —e ' cos2t + cost — 2sint,
y(t) = —2e~"sin 2t + cost + 3sint. O

Problema 2.14 Resolver el sistema x' = v+ 2y —5t, y' = —x + 3y + 5¢t, donde
x(t), y(t) son funciones reales, t > 0. Hallar la solucién que verifica x(0) = 0,

y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v ()= (4 ) () ()

Calculamos los autovalores de A,

1—A 2

0:‘ 13-

’:)\2—4)\+5:>)\:2ii,

autovalores complejos conjugados.
Buscamos un autovector para A = 2 + 1,

(520 ()= () =)

y el conjugado para A = 2 — i,

( 1+i)
Vo4 X 1 .

Asi pues, una base de autovectores estd formada por B = {vo1,T21:} v a
partir de las soluciones linealmente independientes complejas,

i .. 1—1 1—14)cost+ (1+41)sint
e+, = e*(cost + isint) ( 1 ) =< ( ( )Cost+i(sint ) ) ’
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y su compleja conjugada, nos quedamos como soluciones reales la parte real e
imaginaria,

ot [ cost+sint 9t [ sint —cost
xa( = (L) e (),

con lo cual la solucién general es

Xn(t) = 1 X1 (t) + c2 Xa(t) = ( c1(cost +sint) + ¢y(sint — cost) ) 2. 0

c1cost + cosint

Otra forma de obtener esta solucién general es usando la matriz de cambio
de base, P = (va44,U214) para obtener la matriz diagonal D = diag(2+14,2 —1),
A=PDP 1,

. 1—i 14+i\ (e 0 \1[ i 1-i
At Dt 1 _ . —
¢ = Peilb _( 11 )( 0 e Jo\ —i 1+

. cost —sint 2sint 2t
- —sint cost +sint ‘

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

B [ xp(t) = k1e**(cost — sint) + 2koe?t sint
Xn(t) =W(HE = { yn(t) = —k1e?' sint + kge?'(cost +sint) ’

siendo ¢; = ks, co = ko — k1, con lo cual la solucién es idéntica a la que habiamos
obtenido por el otro método.

Como los términos inhomogéneos son polinomios de grado uno y 0 no es
autovalor, buscamos una solucién particular del sistema de la forma

zp(t) =at+b, yp(t)=ct+d,

que introducida en el sistema,

(a+2c—5)t+ (—a+b+2d) =0, (—a+3c+5)t+ (—c—b+3d) =0,
proporciona el siguiente sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes,

a+2c—5=0, —a+b+2d=0, —a+3c+5=0, —c—b+3d=0,
cuya solucién es

a=5b=3¢=0,d=1, z,(t)=5t+3, yp(t)=1,

con lo cual la solucién general del sistema es

z(t) = kie*(cost —sint) + 2kge* sint + 5t + 3,
y(t) = —k1e®tsint + kge%(cost +sint)+1. 0

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0=k +3, O0=k+1=k =-3, ka=-1,

x(t) = (sint — 3cost)e® + 5t + 3, y(t) = (2sint — cost)e?’ +1. O

45



t

Problema 2.15 Resolver el sistema x' = v — 2y + 10te™t, ¢y = 5o — y. Hallar

la solucion que verifica x(0) =0, y(0) = —4.
Solucién:

Expresamos el sistema en forma matricial,

V()= (E )G ) e

Calculamos los autovalores de A,

1—A —2

0:‘ 5 —1-A

’:)\2+9:)\:i3i,

que resultan complejos.
Buscamos un autovector para A = 3i,

(57 ) (D)= () e (W 2)

y el conjugado para A = —3t,

_ 9
Vs o\ 43 )

Asi pues, las soluciones linealmente independientes complejas son

1-3¢

2 cos 3t + 2isin 3t
cos 3t + 3sin 3t 4 i(sin 3t — 3cos3t) /)’

e3ts; (cos 3t + isin 3t) ( 2 >

y su compleja conjugada y nos quedamos como soluciones reales la parte real e
imaginaria,

2cos 3t 2sin 3t
Xi(t) = ( cos 3t + 3 sin 3t )’ Xa(t) = ( sin 3t — 3 cos 3t )’

con lo cual la solucién general del sistema homogéneo es

_ _ 2kq cos 3t + 2k sin 3t
Xa(t) =k Xa(t) + ko Xo(t) = ( k1(cos 3t 4 3sin 3t) + ka(sin 3t — 3 cos 3t) ) ’

xR (t) = 2k cos 3t +2kasin3t,  yp(t) = ki (cos 3t+ 3 sin 3t) + ko (sin 3t — 3 cos 3t).

Calculamos ahora una solucién particular del sistema, de la forma
z,p(t) = (at +b)e™",  yp(t) = (ct +d)e” ",

ya que los términos inhomogéneos son de la forma te~! y -1 no es autovalor.
Sustituida en el sistema,

t(2a —2¢+10)+2b—a—2d =0, bat—c+5b=0,
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conduce a un sistema lineal para los coeficientes indeterminados,
2a —2¢+10=0, 2b—a—2d=0, a=0, 5b—c=0,

cuya solucion esa=0,b=1,c=5, d =1, con lo cual la solucién particular es
zp(t) = e, Yp(t) = (5t + e,

y la solucion general del sistema es
x(t) = 2k; cos 3t + 2kgsin 3t + e,

y(t) = k1(cos 3t + 3sin3t) + ko (sin 3t — 3cos3t) + (5t + 1)e~". O
La solucién que verifica z(0) = 0, y(0) = —4 cumple

1 3
0=2k +1, —4:k1—3k2+1:>k1:—§, k/’2:§,

con lo cual dicha solucién es
x(t) = —cos3t + 3sin3t + e !, y(t) = —5cos3t+ (5t + 1)e t. O

Problema 2.16 Resolver el sistema ' = 3v — 4y, y' = 2z — 3y + 2¢'. Hallar
la solucion que verifica (0) =0, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v-(5)- (3 2)(5)-

y calculamos los autovalores de A,

3—A —4

2 _
) _3_)\‘)\ 1= \==1,

y sus correspondientes autovectores.
Para A = —1,

(2 =) (0)=(0)==(1)

Y para A =1,

(32 (0)=(0) = (D)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {v_1,v1} y la
matriz de cambio de base serd P = (v_1,v;1) para obtener una matriz diagonal
D = diag(—1,1), A= PDP~!. Una matriz fundamental es

N Y A et 0\ _ (et 2
W(t) = Pe _(1 1 0 e ) et e J°
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Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

xp(t) = kre™t + 2kqet

Xn(t) = WK = { R I

Como el término inhomogéneo es exponencial de exponente uno, que es au-
tovalor simple, buscamos una solucién de la forma z(t) = (At + B)e!, y(t) =
(Ct + D)et,

(At + A+ B)e' = (34 — 4C)te' + (3B — 4D)e?,
(Ct+ C + D)e' = (24 — 3C)te' + (2B — 3D + 2)ét,
24 -4C =0, —A+2B—-4D =0, 24-4C =0, 2B—-C —4D +2 =0,
A=-4, B=-2+2D, C=-2.

Escogemos una solucién sencilla, tomando D = 0, con lo cual la solucién
general del sistema inhomogéneo es

2(t) = ke ' + 2kge! — dte! — 2!, y(t) = kre™t + kge! — 2te’. O

La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0=ky +2k2—2, 0=Fki+ke=k =2, k=2,
o(t) = =27 +2e" —4dte', y(t) = —2e7" + 2" — 2te’. O

Problema 2.17 Resolver el sistema x’ = —x+4y+2 cost, y' = —x+3y+2 cost.
Hallar la solucion que verifica z(0) =0, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

, (2 [ -1 4 x\
X<y’><—1 3><y)AX’
y calculamos los autovalores de A,

=N 2 +1=N=1,

0:’ 1A 4 ‘

-1 3—A

autovalor doble.

Como A no es diagonal, habra un tinico autovector linealmente independien-
te. Para construir la base que lleve la matriz a la forma candnica de Jordan,
comenzamos por wip, que tiene que ser un vector no autovector.

Tomamos un vector sencillo,

wlz(?):vlz(A—H)wlz(;l).
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Por tanto, una base que lleva A a la forma canoénica de Jordan estd formada
por B = {wy,v1} v la matriz de cambio de base serd P = (w1, v1) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

0 4 et 0 Atet 4et
_ p Jt_ _
W(t) = Pe <1 2><tet et)<et+2tet Qet)'

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

B | ap(t) = dktel + dkoet
Xn(t) = WK = { yn(t) = 2kite’ + (k1 + 2ks)e!

Como los términos inhomogéneos son de la forma cost y 47 no son au-
tovalores del sistema homogéneo, buscamos soluciones particulares de la forma
xp(t) = Acost+Bsint, y,(t) = C cost+ Dsint, que, introducidas en el sistema,

(-B—A+4C+2)cost+ (A— B+4D)sint =0,
(—D —A+3C+2)cost+ (C —B+3D)sint =0,
conducen a un sistema lineal para los coeficientes,
—B—-A+4+4C+2=0, A-B+4D=0, —-D—-A+3C+2=0, C—-B+3D =0,

cuya solucién es A = B =C = —1, D = 0, con lo cual la solucién general del
sistema inhomogéneo es

x(t) = dkyte' 4 4kqe’ — cost —sint, y(t) = 2kite’ + (ki + 2ks)e’ — cost. O

La solucién particular que verifica (0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1 1
0=4ky —1, 0:k1+2k271:$k1:§, kz:Z,
x(t) = 2te’ + ' — cost —sint, y(t) =te' +e' — cost. O

Problema 2.18 Resolver el sistema ' = —2x+9y+ 16 cos4t, vy = —4x+ 10y.
Hallar la solucién que verifica x(0) =7, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

X’(”y”;)(:i 190)<z)+< 16C854t)AX+F(t).

Calculamos los autovalores de A,

—-2-=A 9

0} —4 10—

‘)\28/\+16é/\4,
que es un autovalor doble.
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Como A no es diagonal, habra un tinico autovector linealmente independien-

(S 8)(0)=(0)=ux(3)

Pero para construir la base, es preferible comenzar por wy, que tiene que ser
un vector no autovector, tal que (A — 4I)w, sea un autovector.
Tomamos un vector sencillo,

m:(?):m:m_m@wﬁ(g).

Por tanto, una base que lleva A a la forma canénica de Jordan estd formada
por B = {wy,v4} y la matriz de cambio de base serd P = (wqy, v4) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

o0 (0°9 e 0\ 9tett 9ett
W(t) = Pe _(1 6 )\ te® e )T\ (146t 6ett )

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

te

)

oy (t) = kytet + 9kgett

Xn(t) = W(HK = { yn(t) = ki (1 + 6t)e™” + 6koett

Como los términos inhomogéneos son de la forma cos4t y +44 no son auto-
valores, buscamos una solucién particular del sistema, de la forma

xp(t) = acosdt + bsindt, y,(t) = ccosdt + dsin4t,
(—2a — 4b+ 9c + 16) cos 4t + (da — 2b + 9d) sin 4t = 0,
(—4a 4 10c — 4d) cos 4t 4 (—4b + 4c + 10d) sin 4t = 0,
cuyos coeficientes son
a=-2,b=5c=0d=2, z,(t)=—2cosdt+5sindt, y,(t)=2sin4t,
con lo cual la solucién general del sistema es

z(t) = 9kite* 4 9kse* — 2cosdt + 5sindt,
k1(1 4 6t)e* + 6kqoe* 4 2sin4t. O

<

—
~~

~—

La solucién particular que verifica z(0) = 7, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

7:91€2*2, 0:k1+6k2:>k1:76,k2:1,
x(t) = —bate +9e —2cosdt+5sin4dt, y(t) = —6(1+6t)e +6e* +25sin4t. O

Problema 2.19 Resolver el sistema de ecuaciones ' = 2y + 5et, ¢y = —2x +
3sint. Hallar la solucién que verifica x(0) =0, y(0) = 0.
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En forma matricial, el sistema se puede resolver

v () (5 ) () () e

si expresamos A en forma diagonal.
Para ello, calculamos sus autovalores,

-2 2

0:’ —2 )

’=A2+4:,»)\=i2i,

que resultan complejos.
Buscamos un autovector para A = 2i,

(5 5)(0)=(0)=e()

y el conjugado para \ = —21,
— 1
V2; X i .

As{ pues, una base de autovectores estd formada por B = {vs;, 72} v la
matriz de cambio de base serd P = (vg;,02;) para obtener la matriz diagonal
D = diag(2i, —2i), A= PDP~!,

_ 1 1 et?t 0 1/2 —i/2
At _ Dtp—1 _ :
¢ = Pl _(¢i>(0 em)(l/Q i/2
. cos2t  sin2t
o —sin2t cos2t )°
Por tanto, la solucién general del sistema homogéneo es

xp(t) = k1 cos 2t + ko sin 2t

_ At —
Xp(t) ="K = { yn(t) = —ky sin 2t + ky cos 2t

Finalmente, otra manera, sencilla, de obtener la solucién general del sistema
homogéneo es partir de las soluciones linealmente independientes complejas,

; - 1 cos 2t + 1sin 2t
2it,
e g = (c082t+181n2t)< i ) = ( Sin 2t & i cos 2t ),

y su compleja conjugada y quedarnos como soluciones reales la parte real e

imaginaria,
cos 2t sin 2t
Xi(t) = ( —sin 2t ) , Xa(t) = ( cos 2t ) ’

con lo cual la solucién general es

X(t) =k Xa1(t) + k2 Xo(t) = ( kq cos 2t + ko sin 2¢ > 7

—kq sin 2t + ko cos 2t

tal como habiamos obtenido por los otros dos métodos.
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Sélo nos resta, pues, hallar una solucién particular del sistema inhomogéneo.
La forma de F(t) nos sugiere probar

7,(t) = ae’ + bceost + csint, y,(t) = de’ + fcost + gsint,
que sustituidas en el sistema

ae! —bsint + ccost = (2d + 5)et + 2f cost + 2gsint
de! — fsint + gcost = —2ae’ — 2bcost + (3 — 2¢)sint

nos proporcionan una solucién particular,a =1, 6 =0,c=2,d = -2, f =1,
9=0,
z,(t) = ' + 2sint, y,(t) = —2¢" + cost,

y la solucion general del sistema inhomogéneo,
x(t) = ki cos 2t +kasin2t+e' +2sint, y(t) = —ky sin 2t +ka cos 2t —2e’ +cost,

La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

O0=ki+1, 0=k —1=k =-1, ks =1,
2(t) = —cos2t +sin 2t + e’ + 2sint, y(t) = sin 2t + cos 2t — 2¢’ + cost.

Problema 2.20 Resolver el sistema de ecuaciones ¥’ = —3x + 50t cost, y' =
—3y + 6t2e=3t. Hallar la solucién que verifica x(0) =0, y(0) = 0.

En forma matricial, el sistema se puede resolver

x’ -3 0 x 50t cost
Xlz(y’):( 0 3)(y)+( 6123t )ZAXJFF(Q’

con A en forma diagonal, de autovalor doble A = —3.
En realidad, como A es diagonal, el sistema se compone realmente de dos
ecuaciones desacopladas, que podemos resolver independientemente.
Comenzamos con el sistema homogéneo,

{ TR { o (t) = ke

yn(t) = kae™

Buscamos una solucién particular para la primera ecuacion. Como la fuerza
es cost por un polinomio de grado y +¢ no son autovalores, buscamos una
solucién de la forma z,(t) = (at 4+ b) cost + (ct + d) sint,

0 = =z, + 3z, —50tcost
= ((Ba+c—50)t+ (a+3b+d))cost+ ((—a+3c)t+ (=b+c+ 3d)) sint,

lo que conduce a un sistema lineal,
3a+c¢c—50=0, a+3b+d=0, —a+3c=0, —-b+c+3d=0,
cuya solucion es a =15, b=—4,c=5,d = -3,

xp(t) = (15t — 4) cost + (5t — 3) sint.
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Para la segunda ecuacién, como el término independiente es de la forma
t?e~3t, deberfamos buscar la misma exponencial multiplicada por un polinomio
de grado dos. Como -3 es autovalor simple, buscamos y,(t) = t(at? + bt +c)e ™3,

0=y, + 3y, — 6t°e % = =% (t*(3a — 6) + 2bt + ) ,
que conduce a un sistema lineal
3a—6=0, b=0, c=0,

con lo cual una solucién particular es y,(t) = 2t3e=3".
Por tanto, la solucién general del “sistema’ es

x(t) = k1e 3" + (15t — 4) cost + (5t — 3) sint, y(t) = koe 3 + 23738 O

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0="Fk —4, 0=ky,
x(t) = 4e73" + (15t — 4) cost + (5t — 3) sint, y(t) = 2373, O
Problema 2.21 Resolver el sistema v’ = 3x, y =22+ 3y, 2’ =z +y + 3z.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

' 300 x
X'=49y |=|2 3 0 y | = AX,
2 1 1 3 z

y calculamos los autovalores de A, que trivialmente son A\ = 3 triple.
Para A = 3,

0 0 O U 0 0
2 0 0 v = 0 = U3 = 0
1 1 0 w 0 e’

Por tanto, no hay base de autovectores, ya que nos faltan dos. Construimos
una base B = {ug, ws,vs} de modo que ws = (A — 3D)us, vs = (A — 3)ws,

1 0 0
us = 0 = W3 = 2 = V3 = 0
0 1 2

y la matriz de cambio de base serd P = (us,ws, v3) para obtener una matriz de
Jordan, A = PJP!,

3 00
J = 1 3 0
01 3
Una matriz fundamental es W (¢) = Pe”,
1 00 00 1 0 0
Wit)=10 2 0 t 1 0 |edt= 2t 2 0 |et
01 2 t2/2 t 1 t+t2 142t 2
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Asi pues, la solucién general del sistema es

2(t) = ke’
X(t)=W(t)K = y(t) = 2kite® + 2kqe™ :
2(t) = ky(t +12)e3t + ko(1 + 2t)e? 4 2kze’

que se puede reexpresar de manera mas compacta tomando C; = k1, Co = 2k,
C3 = 2k3 + ko,

a(t) = Cre®
X(t) = W(t)K = y(t) = 201t€3t + 02€3t q
2(t) = Oy (t + 12)e3t + Cotedt + Oze3t

Problema 2.22 Resolver el sistema de ecuaciones ¥’ = 4x + 4y + 36, y' =
—x+ 8y + 9. Hallar la solucidn que verifica x(0) =1, y(0) = 1.

En forma matricial, el sistema se puede resolver

v (1) (4 D) (2)(¥)mrem

si expresamos A en forma diagonal. Para ello, calculamos sus autovalores,

4—-) 4

0:’ “1 8-

‘:)\2—12)\+36:>)\:6doble,

y observamos que la matriz no es diagonalizable.

Para construir la base, es preferible comenzar por ws, que tiene que ser un
vector no autovector, tal que (A — 3[)ws sea un autovector.

Tomamos un vector sencillo,

w6:((1)):>v6:(14—6]1)w3:(;1).

Por tanto, una base que lleva A a la forma canénica de Jordan esta formada
por B = {wg,vs} v la matriz de cambio de base serd P = (wg, vg) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual una matriz fundamental es

g (0 4 et 0\ 4teb? 45
W(t) = Pe _(1 2 teft St | T\ (14 2t)eft 2¢5t )

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

xp(t) = dkitebt 4 2koel

Xn(t) =W(HK = { yn(t) = k1 (1+ 26)e8 + yet

cambiando kg por ko/2 para hacer mds compacta la expresion.
Como los términos inhomogéneos son polinomios de grado cero y 0 no es
autovalor, buscamos una solucion particular del sistema, de la forma

zp(t) =a, yp(t) =b,
0=4a+4b+36, 0=—-—a+8+4+9=a=-7, b=-2,
zp(t) =T, yp(t) = -2,
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con lo cual la solucién general del sistema es
w(t) = dkte® + 2kae® — 7, y(t) = ka(1+20)e% + kpe® — 2.

La solucién particular que verifica z(0) = 1, y(0) = 1 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1=2ks =7, 1=k +ky—2=ky=4, k1 =—1,
x(t) = —4teSt 4 8ebt — 7, y(t) = —9tebt 1 3¢5t _ 2. O

Problema 2.23 Resolver el sistema de ecuaciones ©' = Tx — 4y — et, ¢y =
2z +y + e'. Hallar la solucion que verifica z(0) = 0, y(0) = 0.

Solucion:

En forma matricial, el sistema se puede resolver

V()= (E () )

si expresamos A en forma diagonal.
Para ello, calculamos sus autovalores,

T-X -4

0:‘ 2 1-A

‘:)\2—8)\—1—15:)\:3,5,

y sus correspondientes autovectores.

) () ()

Y para A =5,

(32 (0)=(0) == (D)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {vs,vs} y la

matriz de cambio de base serd P = (vs, vs) para obtener una matriz diagonal
D = diag(3,5), A= PDP~,

1 2 et 0 et 2%
W(t)PeDt<1 1>< 0 €5t><e3t €5t .

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

2 (t) = k1e3t + 2kged?

Xl = WK = { S = et e

Sélo nos resta, pues, hallar una solucién particular del sistema inhomogéneo.
Como los términos inhomogéneos son de la forma e y 1 no es autovalor, tomamos

xp(t) = a‘etv yp(t) = beta
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que sustituidas en el sistema
1
(—a+T7a—4b—1)e' =0, (~b+2a+b+1)e'=0=a= —3 b= -1,

nos proporcionan una soluciéon particular,

wp(t) =—=, yp(t) = —¢,

y la solucion general del sistema inhomogéneo,

et

x(t) = ket + 2koedt — > y(t) = k13 + koedt — et

La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1 3 1
=k 2ky — = =k ko —1 =k =2 ko= —°=
0 1+ 2k2 % 0 1+ Ko = k1 5 2 %

3 el 3 €5t
x(t) = §€3t - X y(t) = §e3t -5 et. O

Problema 2.24 Resolver el sistema 2’ = 2x + vy, vy = 3z + 4y + et. Hallar la
solucion que verifica x(0) =0, y(0) = 1.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v=()-( D) (2)-aeer

y calculamos los autovalores de A,

2—-A 1

0‘ 34—

’/\26A+5:»A1,5,
y sus correspondientes autovectores.
Para A =5,
-3 1 v\ (0 N 1
3 -1 v )" \o Bx\s )
Y para A =1,

(55) (1) =(0)=n=(4)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {vs,v1} y la
matriz de cambio de base serd P = (vs,v1) para obtener una matriz diagonal
D = diag(5,1), A= PDP~!. Una matriz fundamental es

1 1 et 0 edt et
W(t):PeDt:(3 1)( 0 et):(BeE’t et)'
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Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

_ _ [ xn(t) = k1€ + koe!
Xu(0 =Wk = { i) =Bl

Como los términos inhomogéneos son de la forma e’ y 1 es autovalor simple,
buscamos una solucién de la forma z,(t) = e (At + B), y,(t) = ' (Ct + D),

At+ A+ B=(2A+C)t+2B+D, Ct+C+D=3A+4C)t+3B+4D+1,

1 1 1
A+C=0, A=B+ D, C:3B+3D+1éA:fZ, C:Z,D:—B—Z,
con lo cual, tomando B = 0, la solucién general del sistema inhomogéneo sera

1 1
x(t) = k1e® + koe! — Ztet, y(t) = 3k1€® — kqel + Z(t —1)e.

La solucién particular que verifica £(0) = 0, y(0) = 1 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1 5 5
— 1: — —_ = = — = ——
0=ky + ko, 3k1 — ko 1 = k1 6 ko 6
5 5 1 15 1 1
o= 2est 2t Lyt 5 = 22 o5t to 2t O
x(t) 166 166 46, y(t) 6 1€ +—16e +4e

Problema 2.25 Resolver el sistema ' =x+vy, y' =z +y+t.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v (7)) (2)-arer

y calculamos los autovalores de A,

=X -2 =>)1=0,2,

1-x 1
0‘ 1 1—A‘

y sus correspondientes autovectores.

T )

Y para A =0,

() ()= ()= (4)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {ve,v9} y la

matriz de cambio de base serd P = (va,vg) para obtener una matriz diagonal
D = diag(2,0), A = PDP~!. Una matriz fundamental es

oot (1 1 e 0\ _[e* 1
W(t) = Pe “( 1 -1 0 1) et -1 )
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Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

_ ] zp(t) = ke + ko
Xh(t) - W(t)K - { yh(t) — klth _ ]{/’2

Como los términos inhomogéneos son polinomios de grado uno y 0 es au-
tovalor simple, buscamos una solucién de la forma z(t) = At? + Bt + C,
y(t)=Dt* + Bt + F,

24t+B = (A+D)t*+(B+E)t+C+F,2Dt+E = (A+D)t*+(B+E+1)t+C+F.

A+D=0,2A=B+E B=C+F,2D=B+E+1,E=C+F,

1 1
4’ 4

Escogemos una solucién sencilla, tomando C' = 0, con lo cual la soluciéon
general del sistema inhomogéneo es

?2—t—1
y(t) = k162t — ko + T O

2+t

SC(t) = k1€2t + kQ — 4 y

Problema 2.26 Resolver el sistema 2’ = 2x + vy, vy = 3z + 4y + et. Hallar la
solucion que verifica x(0) =0, y(0) = 1.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v ()= (3 D) (2)+(2) -aver

y calculamos los autovalores de A,

2—-A 1

0‘ 34—

’V6A+5¢A15,

y sus correspondientes autovectores.

G

Y para A =1,

(35) (1) =(0) =)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {vs,v1} y la
matriz de cambio de base serd P = (vs,v1) para obtener una matriz diagonal
D = diag(5,1), A = PDP~!. Una matriz fundamental es

1 1 et 0 edt et
W(t):PeDt:(3 1)( 0 et):(BeE’t et)'
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Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

2 (t) = k1e5 + koel

X0 =i = { 0 Zhel e

Como los términos inhomogéneos son de la forma e’ y 1 es autovalor simple,
buscamos una solucién de la forma z,(t) = e (At + B), y,(t) = ' (Ct + D),

At+A+B=(24+C)t+2B+D, Ct+C+D=3A+4C)t+3B+4D+1,

1 1 1
A+C=0,A=B+D, C=3B+3D+1=A=—7,C=D=-B-,

con lo cual, tomando B = 0, la solucién general del sistema inhomogéneo sera

1 1
o(t) = k1€’ + kge! — Ztet, y(t) = 3k1e® — koe! + Z(t —1)e.

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 1 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1 5 5
0=k k 1=38ki —kyo—~- =k = —, ko= ——
1+ Ko, 1 27 T 6
5 5 1 15 1 1
)= 2t 2t Dyt N = 2k et 4 et Syt O
wt) =166 T 16¢ Tt Y = gkt +qge+ gte
Problema 2.27 Resolver el sistema de ecuaciones x' = —x + 3y + bet, ¢y =

3z — y + 8. Hallar la solucidn que verifica x(0) = 0, y(0) = 1. Procedimiento
alternativo de resolucion: Despejar y de la primera ecuacion y sustituirla en
la sequnda ecuacion. Derivar la primera ecuacion respecto a t y sustituir la
y' que hemos obtenido. Debe quedar una ecuacién de sequndo orden para x
solamente. Hallar la solucion general de dicha ecuacion. Acabar de resolver el
sistema sustituyendo la solucion general que acabamos de obtener en la expresion
de y.

Solucion:

En forma matricial, el sistema se puede resolver

v (1) (3 2 ()% )-meer

si expresamos A en forma diagonal.
Para ello, calculamos sus autovalores,

—-1-A 3

0:‘ 3 —1-2)

’:)\2—1—2)\—8:)\:—4,2,

y sus correspondientes autovectores.
Para A = —4,

(35)(0)=(6) === ()
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Y para A =2,

(3 5) ()= (0) = (1)

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {v_4,v2} y la
matriz de cambio de base serd P = (v_4,v2) para obtener una matriz diagonal
D = diag(—4,2), A= PDP~

1 1 e~ 0 e~ 4 2t
W(t)PeDt<_1 1>< 0 62t><_€—4t th)'

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

- | xp(t) = ke + kge?t
Xh(t) - W(t)K - { yh(t) — _k1€—4t + k/’2€2t

Como los términos inhomogéneos son polinomios de grado cero y ef y ni 1
ni 0 son autovalores, buscamos soluciones de la forma z,(t) = Ae' + B, y,(t) =
Cet + D, que sustituidas en el sistema,

0=(—A—A+3C+5)e'+(~B+3D), 0= (-C+3A—-C)e'+(3B—D+38),
proporcionan las siguientes relaciones entre coeficientes,
—2A+3C+5=0, —-B+3D=0, 3A-2C=0, 3B—-D+8=0,

cuya solucién es A = -2, B = -3, C = =3, D = —1, con lo cual la solucién
general del sistema inhomogéneo es

x(t) = kre 4 + koe?t — 2¢t — 3, y(t) = —kie™* + koe?t — 3¢t — 1.

La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 1 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0=k +ks—5, 1=—-ki+ks—4=k =0, ko =5,

x(t) = 5e* — 2e' — 3, y(t) = 5e* — 3e' — 1.

Vamos a resolver el sistema sin matrices ni autovalores, reduciéndolo a una
ecuacion lineal de segundo orden. Despejamos y de la primera ecuacién y susti-
tuimos en la segunda ecuacién,

x’—i—ﬂ;—5et, =30y 18— —x'+§x+5et

y= +38,
derivamos la primera ecuacién,

2’ = —2' + 3y +5e' = —22" 4 8x + 10e’ + 24,
con lo que obtenemos una ecuacién lineal de segundo orden para ,

2" + 22" — 8z = 10e' + 24 = f(t). O
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La ecuacién homogénea la podemos resolver por el procedimiento habitual
de buscar soluciones de la forma z(t) = e*, lo que conduce a la ecuacién carac-
teristica,

0=A+2\ 8=\ = —42=a,(t) = kre " + koe*,

y como solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea, buscamos una de la
forma z,(t) = Ae’ + B, que sustituida en la ecuacién,

(A+2A—-8A—10)' + (-8B —24)=0= A= -2, B=-3,
nos proporciona la solucién general de la ecuacién,
x(t) = k1e™ ¥ + koe® —2¢' — 3. O
Para completar la solucién del sistema, sélo tenemos que sustituir

2’ + x — 5et _ —4kie* 4 2kqe?t — 2¢t n kre=* + kge?t —2et — 3

3 3 3
5t

- 3 = —kie ™ 4 kye?t — 3e! — 1,

y(t) =

que obviamente coincide con la solucién general que hemos obtenido por métodos
matriciales. O

Problema 2.28 Estudiar si x(t) = t es solucién de la ecuacion t2z" — t(t +
2)x’ + (t + 2)x = 0. Usar el resultado para reducir el orden de la ecuacion y
resolverla.

Solucion:

Como la ecuacién es lineal, basta considerar z(t) = t. Sustituimos 2’ = 1,
7" = 0 en la ecuacién,
—t(t+2)+ (t+2)t =0,

luego x(t) = kit son soluciones de la ecuacién.
Realizamos el cambio z(t) = ty(t) para reducir el orden, 2’ =ty +y, 2" =
ty" + 2y,

0==t3%" +2t% — 2t +2)y =" — 9y =0 = y(t) = ky + koe’.
Por tanto, la solucién general de la ecuacion es
x(t) = ty(t) = kit + kote'. O

Problema 2.29 Estudiar si x(t) = 1/t es solucidn de la ecuacion tx” + (¢t +
2)a’ +x = 0. Usar el resultado para reducir el orden de la ecuacién y resolverla.

Solucion:

Como la ecuacién es lineal, basta considerar z(t) = 1/t. Sustituimos z’ =
—t72, 2" = 2¢t73 en la ecuacién,

272 — 7t 2t 2 471 =0,
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luego x(t) = k1 /t son soluciones de la ecuacién.
Realizamos el cambio x(t) = y(t)/t para reducir el orden, 2’ = y'/t — y/t?,
2 = y”/t _ 2y//t2 + 2y/t3,

2y’ 2y’
0:y”—Ty+y’+Ty:>y”—|—y':0:>y(t):k:1—|—kzge_t.

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es

t k —t
o) = 2 =B 0

Problema 2.30 Resolver la ecuacién x” — 2z’ +x = 1. Obtener la solucién que
verifica x(0) = 0 = 2/(0).

Solucién:
Calculamos los autovalores de la ecuaciéon homogénea,
A -2\ +1=0= =1 doble,
con lo cual la solucién general de la ecuacién homogénea es
z(t) = kite' + koe’.

Obtenemos una solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea de la forma
zp(t) = A, ya que 0 no es autovalor y el término inhomogéneo es un polinomio
de grado cero,

A=1= 2(t) = kyte' + kge' + 1. O

La solucién que verifica z(0) = 0 = 2/(0) es
O=ko+1, 0=k +k=k =1, kgz—léx(t):tet—et—l—l.l]
Problema 2.31 Resolver la ecuacion z'' + 4x = cost.

Solucion:

Calculamos los autovalores de la ecuaciéon homogénea,
N44=0= )= 42,
con lo cual la solucién general de la ecuacién homogénea es
x(t) = kq cos 2t + ko sin 2t.

Obtenemos una solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea de la forma
xp(t) = Acost+ Bsint, ya que £i no son autovalores y el término inhomogéneo
es de la forma cost,

1
(3A—1)cost+3Bsint=0= A= 3 B =0,
. 1
x(t) = k1 cos 2t + ko sin 2¢ + gcost. O
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Problema 2.32 Resolver la ecuacidon z'' — x = t2et.

Solucion:

Calculamos los autovalores de la ecuacién homogénea,
N—1=0=\=+1,
con lo cual la solucién general de la ecuacién homogénea es
2(t) = ke’ + kge ™.

Obtenemos una solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea de la for-
ma x,(t) = Ate’ + Bt?e! + Cte?, ya que 1 es autovalor simple y el término
inhomogéneo es de la forma t2e,

1 1
(6A—1)t2+(4B+6A)t+2(C+B)ZO:AZE, B=-7,C=1,
z(t) =k et + koe t + ltget — thet + 1tet O

! 2 6 4 4

Problema 2.33 Resolver la ecuacion z” + x = sect.

Solucion:

La solucién general de la ecuacién homogénea es
xp(t) = k1 cost + ko sint,

y buscamos una solucién de la ecuacién inhomogénea por el método de variacién
de constantes.
El wronskiano de las soluciones x;(t) = cost, x2(t) = sint es

cost sint
—sint cost

wio = )= woi=1,

con lo cual una solucién particular nos la da la primera fila de la expresion,

z2(t) f (1) z1(t)f(t)
xl(t)/Wdt+xg(t)/Wdt

zp(t)
= fcost/tantdthsint/dt:costln|cost|+tsint,

y la solucion general de la ecuacién inhomogénea es, pues,
x(t) = ki cost+ kesint + costIn|cost| + tsint. O
Problema 2.34 Resolver la ecuacion t?z" +tx' —x = 0.

Solucion:

Es una ecuacién de Euler, que se reduce a una ecuacion lineal con el cambio
t=e",
k
i—x=0=z(u) =ke" +kee " =) =kt+ 72 O
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Problema 2.35 Resolver la ecuacion tz' —tx' +x =t.

Solucion:

Es una ecuacién lineal, pero no de coeficientes constantes, asi que es preciso
obtener dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea,
te" —tx' +x=0.

Comprobamos que x(t) = ¢t es solucién, con lo cual con el cambio x = yt
podemos rebajar el orden de la ecuacion, z = v/,

2 1 2 1
" _71 /:_:>/ _71 I
y+<t )y ; z+<1f )z g

que se puede resolver porque sigue siendo lineal. La solucién de la ecuacion
homogénea es

_ Coln k
2(t) = kyel -2/ dt _ o t=2mmlt] _ t_;et’

y por el método de Lagrange buscamos una solucién particular de la inho-
mogénea, z,(t) = k(t)e! /2,

1 1
E(t)=te " = k(t)=—te" —e ' = 2,(t) = —=— =

y con esta informacién obtenemos la solucién general para y,

ki, 101

dt 1
YO =20 =3¢ 5 - 5= w0 ket b [ Gl + 7

y, por tanto, la solucién general de la ecuacion es
dt ,
o(t) =y(t)t = kot + kat [ e’ —thnft] +1. 0

Problema 2.36 Resolver la ecuacion x!V) — 42’ + 3z = cost.

Solucion:

Es una ecuacion lineal de coeficientes constantes, con lo cual sus soluciones
son de forma exponencial. La ecuacién caracteristica es

M_odA+3=0=>A=1,1,-1+2i,
y, por tanto, la solucién general de la ecuaciéon homogénea es
xp(t) = kyte! + koe' + kse " cos V2t + kyetsin V2t

Buscamos una solucién particular de la forma z,(t) = Acost + Bsint, ya
que i no son autovalores y el término inhomogéneo es de la forma cost,

(4A—4B —1)cost+4(A+ B)sint=0=A=-B =

3

ool

1 1
x(t) = kytet + koet + ket cos Vot + kse~tsin Vot + 3 cost — 3 sint. O
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Problema 2.37 Resolver la ecuacion V) —z =3 + 2 + ¢ + 1.

Solucion:

La ecuacién caracteristica de la ecuacién es

0=M—1=\=41,+i,
por lo que la solucién general de la ecuacion homogénea es
xp(t) = kie™" + koe® + kzcost + kysint.

Buscamos una solucién particular de la ecuacién inhomogénea de la forma
z,(t) = At + Bt> + Ct + D, ya que 0 no es autovalor y el término inhomogéneo
es un polinomio de grado tres,

AP —BP - Ct+D=2"V) =34+’ +t+1=A=B=C=D=—1,
con lo cual la solucién general de la ecuacion es

x(t) = kie™" + koe' + k3 cost + kysint — -2 —t—1.0
Problema 2.38 Resolver la ecuacion z'"" — 6x" + 92’ = 1.

Solucion:

La ecuacién caracteristica de la ecuacién es
0=X2 -6\ +9\=A\—-3)>= \=0,3 doble,
por lo que la solucién general de la ecuacion homogénea es
xp(t) = ky + koe3t + kste®,

Buscamos una solucién particular de la ecuacién inhomogénea de la forma
xp(t) = At, ya que A = 0 es autovalor simple y, por tanto, z(t) = k es solucién
de la ecuacién homogénea,

1
" " /
9A = =), —6xp+9xp:1:>A:§,

con lo cual la solucién general de la ecuacion es
3t 3t L
SC(t) = k1 + kge”" + kste +§ O

Problema 2.39 Resolver la ecuacion z'" — x = et.

Solucion:

Resolvemos la ecuacion caracteristica,

1443

NMo1=0=>A1=1
’ 2
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Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea es
zp(t) = kiet + koe /% cos(V/3t/2) + kse /% sin(V/3t/2).
Como solucién particular de la ecuacién inhomogénea probamos z,(t) =

atet, ya que A = 1 es autovalor simple,

1 tet
zg’fzfet:tet(afa)+et(3a71)éa:géxp(t):%,

con lo cual la solucién general de la ecuacion es
t t
2(t) = ke + kae™"/? cos(V3t/2) + ke ™!/ sin(V3t/2) + . O

Problema 2.40 Resolver la ecuacion z'V) + 22" + x = e~ t.

Solucion:

Resolvemos la ecuacién caracteristica,
M 42202 +1=(\?+1)>=0= \ = +i dobles.
Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea es
xp(t) = k1 cost + kot cost + ks sint + kgt sint.

Como solucién particular de la ecuacién inhomogénea probamos z,(t) =

ae~t, ya que —1 no es autovalor y el término inhomogéneo es de la forma e~ ¢,

e—t

1
xlv)+2x”+x—e_t:e_t(a+2a+a—1):a:Z:xp(t):T,

con lo cual la solucién general de la ecuacion es

—t
x(t) = k1 cost + kot cost + kg sint + kgt sint + eT. O

Problema 2.41 Resolver la ecuacion x!'V) — 52" + 4x = 6et.

Solucion:

La ecuacién caracteristica es A* — 5A2 +4 = 0, con lo cual los autovalores
son A = +1,+2 y la solucién general de la ecuacién homogénea es

xh(t) = kre ™" + koel + kze 2 + kqe?.

Como el término homogéneo es de la forma e’ y 1 es autovalor, buscamos
soluciones de la forma x,(t) = Ate’, que sustituida en la ecuacidn,

0=(A—-5A+4A)te’ + (44— 104 —6)e’ = A= —1,

nos proporciona una solucién particular x,(t) = —te’, y la solucién general de
la ecuacion,
z(t) = kre™" + koe! + kse 2 + kye®t —tet. O
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Problema 2.42 Resolver la ecuacion z'V) + 4z = 10 cost — 15sint.

Solucion:

La ecuacién homogénea tiene por ecuacién caracteristica
Mtd4=0=A=1+i, —1+1,
con lo cual la solucién general de esta ecuacién es
xp(t) = kiel cost + koetsint + kse ™t cost + kqe tsint.

Como +¢ no son autovalores, buscamos soluciones particulares de la forma
xp(t) = acost + bsint, que sustituida en la ecuacidn,

0=a!") + 42, — 10 cost + 15sint = (5a — 10) cost + (5b + 15) sint,

de donde concluimos que a = 2, b = —3, x,(t) = 2cost — 3sint, y la solucién
general es

x(t) = kel cost + koelsint + ket cost + kqe sint + 2cost — 3sint. O
Problema 2.43 Resolver la ecuacién t*z" — 3tz’ + 3z = t2.

Solucion:

La ecuacién es de Euler y con el cambio t = e* se convierte en una ecuacién

lineal con coeficientes constantes, ta’ = &, t?z” = & — 4,

i —4i + 3z = .
La ecuacién caracteristica para la ecuaciéon homogénea es
M —4A+3=0=>A=1,3,

y, por tanto, su solucién general es zj, (u) = kie® + koe3%.

Como solucién de la ecuacién inhomogénea probamos z,(u) = ae®*, ya que
2 no es autovalor y el término inhomogéneo es de la forma e?“. Sustituida en la
ecuacion,

0 = &, (u) — 4ip(u) + 3z, (u) — 2 = (—a — 1)e** = a = —1,

nos proporciona una solucién particular, z,(u) = —e?“, y la solucién general de
la ecuacion,

x(u) = kie" + koe3" — 2% = kgt + kot® — 2. O

Problema 2.44 FEstudiar las soluciones de la ecuacion del oscilador armdnico
con rozamiento, mx' + px' + kx = f(t), en ausencia de fuerzas externas, f(t) =
0, donde m es la masa del resorte, p > 0 es el coeficiente de rozamiento y k > 0

es la constante eldstica del oscilador. Estudiar el caso de oscilaciones forzadas,
ft) = Asin Q.
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Solucién:
Buscamos soluciones exponenciales. Para ello, resolvemos la ecuacién carac-
teristica,
—p /2 — dmk
2m ’

que nos permiten distinguir cuatro casos, segin los valores de p y del discrimi-
nante, A = u? — 4mk, de la ecuacién:

mAN A +hk=0= Ay =

= A > 0: Las dos soluciones son reales y negativas. Por tanto, la solucién
general es
x(t) = kre=t + ket

y el oscilador, sea cual sea su posicién inicial, no oscila, sino que decae
exponencialmente con el tiempo a la posicién de equilibrio, x = 0.

= A = 0: Corresponde al amortiguamiento critico p. = 2vmk. El autovalor
es doble A = —pu./2m y la solucién general de la ecuacion es

x(t) = kyte Het/2m 4 ko= tet/2m

Igual que en el caso anterior, el oscilador, sea cual sea su posicién inicial,
no oscila, sino que decae exponencialmente con el tiempo a la posicién de
equilibrio, x = 0.

= A < 0: Los autovalores son complejos conjugados Ay = —p/2m + iw,
w =+/—A)/2m. La solucién general de la ecuacién es

z(t) = ke M/2™ sin (wt — ),

y el oscilador oscila amortiguadamente, por el factor exponencial, con
frecuencia w.

= 1 = 0: Los autovalores son imaginarios puros A = +iw, w = \/k/m, y las
soluciones son periédicas con frecuencia w,

z(t) = ksin (wt — ) .

Por tanto, para p > u. no hay oscilaciones. En todos los casos con p # 0 el
amortiguamiento provoca que el oscilador tienda al equilibrio, = 0, a medida
que avanza el tiempo.

Si el oscilador estd sometido a una fuerza externa sinusoidal, f(t) = A sin Qt,
calculamos una solucion particular de la ecuacién inhomogénea. Se presentan
tres casos:

= 1 # 0: Caso amortiguado: Buscamos una solucién particular de la forma
Bsin(Qt — ¢),

(k —mQ?)Bsin(Qt — ¢) + uQB cos(Ut — ¢) = AsinQt =

(k —mQ?)Bcosg + uQBsing = A, (k—mQ?)sing = uQcos¢ =
12 B A

k — m$? (k —mQ2)cos ¢ + pQdsing’

con lo cual, tras un transitorio amortiguado por las exponenciales de de-

crecientes, la solucién tiende a una periddica con frecuencia €.

tan ¢ =
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uw=0,Q # \/k/m = w: Buscamos una solucién particular de la forma
Bsin(Qt — ¢),

A

La solucién general de la ecuacion es, pues,

A
SC(t) = m Sant+ ksin (wt — QD),

es decir, se superponen, en general, un movimiento periédico forzado de
frecuencia €2 con el movimiento periédico natural de frecuencia w.

uw=0,Q = +k/m = w: Buscamos una solucién particular de la forma
Bt cos(Qt — ¢),

A
—2mOBsin(Qt — ¢) = AsinUt = ¢p=0, B=-——.
2m)

La solucién general de la ecuacion es, pues,

A
x(t) = methoth + ksin (wt — ),

es decir, las oscilaciones forzadas no acotadas de frecuencia {2 se imponen
en amplitud a medida que crece t a las osculaciones naturales de frecuencia
w. Este fenémeno se denomina resonancia.
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