Capitulo 3

Transformada de Laplace

Problema 3.1 Calcular la tranformada de Laplace de la funcion caracteristica
del intervalo [a,b], X[a,p(t) =1 sit € [a,b], X[ap)(t) =0 sit & [a,b].

Solucion:

Calculamos directamente la transformada,

_ b —_ _
|:€ st:| e~ a5 _ o bs

S

oo b
Xiap)(s) = / e " Xap) (1) dt = / e tdt = —
0

a a

Problema 3.2 Calcular la transformada de Laplace de las funciones f(t) =
sinh at, g(t) = coshat.

Solucion:

Teniendo en cuenta que la transformada de e* es 1/(s — a), como sinh at =
(eat - eiat)/2a

1 1 1 a
Fs) = = - - .0
() 2(5—@ s—i—a} s —a?

Del mismo modo, como coshat = (e% + ¢=%)/2,

1 1 1 S
G(s) = - = O
() 2<s—a+s+a} s —a?

Ambas expresiones son vélidas para |s| < a.

Problema 3.3 Demostrar que si la transformada de Laplace de la funcidn f(t)
es F(s), entonces la transformada de la funcion g(t) = f(at), a > 0, es G(s) =

F(s/a)/a.

Solucion:

Hacemos el cambio de variable z = at,

G(s) = /000 e ' f(at)dt = é /00 dze /o f(z) = éF(s/a). O

0

71



Problema 3.4 Calcular la transformada de la funcion f(t) = fot tsint dt.
Solucién:

La calculamos en varios pasos. En primer lugar, conocida la transformada
de la funcién g(t) = sint, la transformada de h(t) = tsint es trivial,

d 1 2s
dss2+1  (s24+1)%

H(s)=-G'(s) =

y la transformada de la primitiva de h se obtiene también sin integrar,

_ H(s) 2
F(s) = s (s2 4 1)2’

para todo valor de s. O
Obviamente, también podia haberse obtenido a partir del valor de f(t),

¢
£ :/ tsintdt =sint — tcost
0

y transformando término a término, ya que se trata de funciones sencillas,

1 +d s 1 n 1—s* 2
241 dss2+1  s24+1  (s241)2  (s2+1)2

F(s) =

Problema 3.5 Calcular la transformada de la funcién f(t) = (e=t —e=2%)/t.

Solucion:

Como existe el limite

—t_ T2t 1—t—(1-2t
ey Lot = (A -20)
t—0 t t—0 t

=1

)

podemos aplicar la férmula de divisién, aplicada a g(t) = e=! — e~ 2,
1 1

G(S):s—i—lis—i—Q7

e (1 1 s+1]% s+2
(s) /é G(s)ds /s {s+1 S+2}d5 [ns+2L Do

paras > —1.0

Problema 3.6 Obtener la transformada de Laplace de la funcién h(t) = te! sint.

Solucion:

Podemos realizarla de dos maneras: o bien consideramos h(t) = e'g(t) con
g(t) = tf(t), f(t) =sint. Como F(s) = 1/(s* + 1),

2s 2(s—1)

G(s)=—F'(s) = (G = H(s)=G(s—1) = Gz 1
O bien consideramos h(t) = tg(t) con g(t) = e f(t), f(t) = sint,
G(S) :F(S—l) = m :>H(S) = —G/(S) = ((82(81#1)1)2
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Problema 3.7 Calcular la transformada de Laplace de la funcion f que toma
valores f(t) =t parat <1y f(t) =2t+1 para t > 1. Calcular la transformada

de f'(2).

La funcién es discontinua, ya que presenta un salto en ¢ = 1. Podemos
calcular la transformada directamente,
1 00 1
t+1
F(s) = / efSttdth/ e (2t +1)dt = — [S ;L e“}
0 1 B 0
2st+s+2 _ 17 1l+e*+2se® -
J— e 4 = .
52 1 52
Aunque es més efectivo expresarla con funciones paso,
1 2541
FlO)=t+(E—142)0(t—1) = F(s) = - + ———¢,
S S

teniendo en cuenta que la transformada de h(t — 1)0(t — 1) es H(s)e™*.
Por su parte, denotando

gy =) =1+0t—1)+(t+1)o(t—1)=1+6(t —1) +25(t — 1),
podemos calcular su transformada de Laplace,

—S

e

1
G(s) = -+ +2e7°. 0
S

S

Obsérvese que, a pesar de que f(t) no es una funcién derivable, la transfor-
mada de su derivada se rige por la férmula

1+e %+ 2s5e %
. .

G(s) = sF(s) = f(0) =

Problema 3.8 Calcular la transformada de Laplace de la funcidn f(t) = Int,
sabiendo que la integral fooo e *Inxdr = —v, siendo v la constante llamada
gamma de Euler. ;Y la de g(t) =tInt?

Solucion:

La calculamos directamente, haciendo el cambio de variable x = st, para
s > 0, y usando la definicién de 7,

oo 1 oo
F(s) = / efStlntdt:—/ et InZ do
0 s Jo

S

1 > > 1
—{/ e_zlnxdx—lns/ e_mdx}:—w.lj
S 0 0 S

Obviamente, F'(s) estd definida sélo para s > 0, ya que para s < 0 la integral
no es convergente.

La transformada de g(t) se obtiene a partir de la transformada de f(¢) di-
rectamente,

1—~v—1Ins
— =2 U

G = —F(5) = 2
Del mismo modo la transformada de h(t) = t" Int,

H(s) = (=1)"F™(s).
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Problema 3.9 Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(t) = |sint|.
Solucién:

La funcién es periédica de periodo T' = 7. Por tanto, para conocer su trans-
formada, sélo es preciso conocer el valor de la integral en un periodo,

4 4 ~st(cost + ssint)]” R
/ e f(t)dt :/ e~tsintdt = — | ( 5 Tasini)) e 5 + ;
0 0 s2+1 0 s2+1

ya que la transformada de una funcién periodica estd regida por la expresién,

1 T 1 e” ™+ 1
F - - “SUE(t) dt =
(8) 1 —e—sT /0 € f( ) 1—e 7™ 52 +1
B ems/2 L emms/2 _ coth(ms/2) O
ems/2 —e=ms/22 41 241

Problema 3.10 Hallar la transformada de Laplace de f(t) = ft

.2
sin“ ¢
o ¢ dt-

Solucion:

Comenzamos por la transformada de la funcién g(t) = sin® ¢t = (1—cos2t)/2,

& 1 — cos2t 1/1 s
G = _Stidt:— - — 5 .
(s) /O ¢ 2 2 (s 52+4)

Por tanto, la transformada de h(t) = g(t)/t, teniendo en cuenta que h(0)
esta bien definido, es

1 oo
H(s) - — %) ds = = [ln;} ds
s s2+4 2 s2+4

S

Il
a\g
Q
=
oy
|
N |
a\g
7N

—_

In ——.
2 s24+4

Finalmente, como f(t) es primitiva de h(t),
_ H(s) 1 s 1 ! 244

F(s) .0

n = —1In
S 2s s2+4 2s S

Problema 3.11 ;De qué funcion es transformada de Laplace F(s) = 1/(s® +
1)%2¢

Solucion:

La funcién F(s) no es transformada elemental de ninguna funcién conocida,
pero la podemos escribir como

1 G'(s) 1
F(s) = = — G(s) = — )
() (s2+1)2 2s () 241
Sabemos que G(s) es la transformada de g(t) = —sint, G’'(s) es la trans-

formada de —tg(t) y, por tanto G’(s)/s es la transformada de una primitiva de
—tg(t). Asi pues,

sint — tcost

1 t
f(t)§/0 tsintdt = >
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Otra manera de llegar a este resultado, mas elaborada, seria tener en cuenta
que F(s) = H?(s) con h(t) = sint. Por tanto, F es la transformada del producto
de convolucién de h consigo misma,

f@) = (hxh)(t) = /0 h(u)h(t — u) du = /0 sinusin(t — u) du

1/t 1 [sin(2u—t !
= —/ (cos(2u —t) — cost) du = = Sm($)fucost
2 J, 2 2
sint — tcost

2

0

Problema 3.12 Hallar la transformada inversa de Laplace de G(s) = 1/(s* —
1).

Solucion:

Descomponemos la funcién en fracciones simples,

~ 1 14 14 1)
o) = a6 06D 51 s+1 2+1

lo que conduce a la transformacion inmediata,

e e sint sinht¢ —sint

=371 "5~ 3

Problema 3.13 Resolver el problema de valores iniciales " 4+ ' = et con
z(0) = 2’(0) = 2”(0) = 0.

Solucion:

Transformamos la ecuacion,

2 X (s) +sX(s) = sTll :X(s):m.

Para recuperar la expresién de z(t) por transformada inversa, es preferible
descomponer X (s) en fracciones simples,

1 1 1 1s—1 et cost sint
X(s)=—~+= - o at)=-14—+—-—""—.0
()=—Sto 7tz ~ 0 Ty T 2

Mais eficiente hubiera sido reducir de antemano el orden de la ecuacién me-
diante el cambio y = 2/,

1
y'+y=e =Y (s)+Y(s) = T
5 —
1 1 1 1s+1 et sint cost
Y(s) = == — = =2t =y(t) = — — — "~
O = e hmsn 25-1 221 WO =55 o5
el cost sint
£ =y & o8t st
W =k+35+75 2
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y la constante k la obtenemos de la condicién x(0) = 0, es decir, k = —1.
Este problema podria resolverse asimismo de manera directa, mediante el
cambio y = a’ para la ecuacién homogénea,

y' +y=0= 2),(t) = y(t) = ki cost + ko sint = x(t) = k3 + k1 sint — ko cost.

Una solucién particular de la forma z,(t) = Ae’ es facil de encontrar,
ot
2A=1= a(t) = ks + k1 sint — kg cost + 5

y sélo resta imponer las condiciones iniciales,

1 1 1 1
— — — = — — — = —— = =1
0=ks k2+2, 0 k/’1+2, 0 k/’2+2:k/’1 ) ko, k3 ,

) ) sint N cost N et
()= -1 4227 4~
2 2 2

Problema 3.14 Resolver el problema de valores iniciales " +2x’' + bz = f(t),
x2(0) =0, 2/(0) =1, donde f(t) =1 parat € [1,2) y f(t) =0 para t & [1,2).

Solucion:

La funcién discontinua f(t) la podemos escribir usando la funcién paso,
f@)=0t—-1)—0(t—2).
Por tanto, podemos transformar la ecuacion, usando las condiciones iniciales,

—2s —s —2s
2 e " —e st+e " —e
X(s)—1)+2sX 5X(s)=—— = X(§) = —~0= ——
(X () = 1) + 25X (5) + 5X (s) = — 0= e
que nos permite despejar la transformada de la solucion.
Todo se reduce, pues, a hallar la transformada inversa de cada uno de los
sumandos que componen X (s).

1 1 et
= = t) = — sin 2¢.
G = Fosys  Grigsd S IW =5
1 1/1 (s+1)+1
H = = — - — | =
() s(s2+2s+5) 5 <s (s + 1)2+4>

1 1
h(t) = R {1 —et <cos2t+ 58111215)}.

Por tanto, la solucién del problema es

—t Ot —1 1
o(t) = % sin 2t + % {1 —e (1) (Cos 2t —1) + 5 sin2(t - 1))}
0t —2 1
- % {1 —e (72 (cos2(t = 2) + 5 sin2(t - 2)) } .O
Problema 3.15 Resolver el problema de wvalores iniciales, " + ' = [(t),

f&)y=t+1paratel0,1], f(t¢) =3—t, t>1, con z(0) = —1, 2/(0) = 0.
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Solucion:

La funcién f(t) se puede expresar con funciones paso,
fO)y=t+1-2(¢t—-1)0(t - 1),

lo cual facilita calcular la transformada de Laplace de la ecuacion,

1 1 2e°
s2X (s) — s2(0) — 2/(0) + sX(s) — x(0) = (s + 1) (s X (s) + 1) = 2 + e 22 ,
de donde podemos despejar X (s),
1 1 e ? 1 1 1 1 1 1
X(8)= o d = =2 = T 42— -y o
() s+s3 s3(s+1) s+s3+ ¢ <s+1 s+52 s3>’
para recuperar la solucién del problema,
t? (t—1)2 t2
t) = ——1+2(ef—1+(@-1)— 0t —1)=——1
o) = Gotrz(eoraa-n- S oo = 5
2
t— —1 t<1
+ (2544t - )0t —1) =4 2 2

26147§+4t76 t>1

Problema 3.16 Hallar la solucion general de la ecuacion ' — 22" +2x = f(t),
donde f(t) =0 para t € [0,7) y f(t) =1 para t > . Resolver el problema de
valores iniciales con x(0) =1, 2'(0) = 1.

Solucion:

La funcién discontinua f(t) la podemos escribir usando la funcién paso,

£() = 6(t — ).
Por tanto, podemos transformar la ecuacién, usando las condiciones iniciales,
e—ﬂ'S

(52X (s) — xf, — swg) — 2(sX(s) — ) +2X(s) = S,

lo que nos permite despejar la transformada de la solucién, X (s), en funcién de
los valores iniciales zo = (0), zj, = 2’(0),

xy — 220 + $T0 e~ (xh — x0) +xo(s — 1)
X(s) = + =
N §2—2s5+2 s(s2 —25+2) (s—1)2+41

e ™ (1 n 1 s—1
2 s (s—=1)241 (s—1)2+1)"
Todo se reduce, pues, a hallar la transformada inversa de cada uno de los
sumandos que componen X (s), teniendo en cuenta que

1 1 s—1

G(S):§+(s_1)2+1*(s—1)2+1é

g(t) =1+ e'(sint — cost),
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0t — )
2
@ (1+€""7 (cost —sint)). O

z(t) = €' ((zf — wo)sint + xgcost) + g(t —m)
= e ((x) — wo)sint + xgcost) +

Otra manera de obtener la solucion general consiste en resolver por separado
la ecuacién para t < m, £/ — 22’ + 22 = 0, con ecuacién caracteristica,

M 22X 4+2=0=A=1+i=2,(t) = e (ky cost + ko sint),

y la ecuacién para t > w, 2/ — 22’ + 2z = 1, para lo cual necesitamos una
solucién particular de la forma z,(t) = A,

1
2A=1=A= 3 = x9(t) = €' (Ky cost + Kasint) +

)

|~

y como la solucién tiene que ser continua, ya que las discontinuidades aparecen
s6lo a partir de la derivada segunda, se tiene que verificar a1 (m) = xa(m),

1 e "
7](316” = $1(7T) = SCQ(W) = 7K16ﬂ' + 5 =Ky =k + T,

y lo mismo para las derivadas primeras,

—T

e
—(k1 + ko)e™ = 2y (m) = 25 (m) = —(K1 + K2)e™ = Ko = ko — -
con lo cual la solucién general es
el (k1 cost + kg sint) sit<m

t—m

—_

x(t) =

)

el (kycost + kosint) + = + (cost —sint) sit>nm

[\

expresion que coincide con la anteriormente deducida, tomando k1 = xg, ko =
/!
Ty — ZLo-
En particular, si zg = 1 = x{,

x(t) = e’ cost + 14 €™ (cost —sint)). O

o(t — )
2 (

Problema 3.17 Hallar la solucién general de la ecuacion x'" — 72" + 152" —
9z = e%'. Hallar la solucién que verifica x(0) = 2'(0) = z”(0) = 0. Resolver el
apartado anterior por transformada de Laplace.
Solucién:

La ecuacién caracteristica del problema,

X —TA2 4150 -9 =0,

tiene soluciones A = 1,3, 3, por lo que la soluciéon general de la ecuacién ho-
mogénea es
xp(t) = kret + koe® + ksted'.
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Como f(t) = € no es autofuncién del problema, buscamos una solucién
particular de la ecuacién inhomogénea de la forma z,(t) = Ae?. Sustituida en
la ecuacién, obtenemos

A=1= 2(t) = kie' + ko€ + kste® + €*'. O

Buscamos la solucién del problema de valores iniciales, que proporciona un
sistema de ecuaciones lineales,

0= ac(O) = k14+ko+1,0= .T/(O) = 2+k1+3ko+ks, 0= .T”(O) = 4+k1+9ko+6k3

con solucién ky = —1/4, ko = =3/4, ks =1/2,

3 t3t
x(t) = 7= St Lo

4 2

Hallamos la transformada de Laplace de la ecuacién,

(8% —7s* + 155 — 9) X (s) =

s—2’

1 “1/4 -3/4  1/2 1
- +
(s —2)(s3—T7s2+15s—-9) s—1 s—-3 (s—3)2 s—2

e identificamos los términos para invertir la transformacién,

X(s) =

3 t3t
x(t) = —— — Zegt v

2t
. O
1 5 +e

Problema 3.18 Hallar la solucion general de la ecuacién x" — 22’ + bx =
16te~t. Hallar la solucion que verifica x(0) = 0, 2'(0) = 0 a partir de la solucidn
general y también por transformacion de Laplace.

Solucion:

La ecuacién caracteristica de la ecuacién es A2 —2A+5 = 0, cuyas soluciones
son complejas conjugadas A = 142¢. Por tanto, la solucién general de la ecuacién
homogénea es

x5, (t) = kye' cos 2t + koe' sin 2t.

Como el término inhomogéneo es de la forma te™* y -1 no es un autovalor
doble, una solucién particular es de la forma z,(t) = (at + b)e™*, que sustituida
en la ecuacién proporciona

(t(8a —16) +8b—4a)e ' =0=8a—16=0, 8b—4a=0=a=2, b=1,
con lo cual la solucién general de la ecuacion es

x(t) = kie' cos 2t + kge' sin 2t + (2t + 1)e™". O

La solucién particular que verifica z(0) = 0, 2/(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0=2(0)=k +1, 0=k +2ks+1=k =—1, ky=0,
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z(t) = —e'cos2t + (2t + 1)e™". O

Realizamos la transformada de Laplace de la ecuacién,

16
2X(s) — 2sX X(s) =
57X (s) sX(s) +5X(s) (5+1)2’
16 1 2 1—s

Bl P I (PR Ry R I PR T PR T ER

e invirtiendo la transformacion,
z(t) =et +2te”! —elcos2t. O

Problema 3.19 Consideremos la ecuacion x” — 62’ + 9x = f(t). Obtener la
solucién general de la ecuacion para f(t) = e3. Obtener la solucion del problema
de walores iniciales para x(0) = 0, 2'(0) = 0. Resolver el apartado anterior
por transformada de Laplace. Obtener la funcion de transferencia del problema
(transformada X1(s) de la solucion del problema x” — 6z’ + 9z = §(t), z(0) =0,
2’(0) = 0. Resolver el problema del apartado 2 como convolucion con la respuesta
al impulso x1(t).

Solucion:

La ecuacién caracteristica del problema, A2 — 6\ + 9 = 0, tiene por solucién
A = 3 doble, por lo que la solucién general de la ecuacién homogénea es

xp () = ki€t + kotet.

Como solucién particular buscamos ,(t) = at®e™, x(t) = (2t + 3t*)ae’,
xp(t) = (2 + 12t + 9t*)ae™,

1 e3t
203t =¥ = = 3= zp(t) = -5

con lo cual la solucién general de la ecuacion es
2

t
x(t) = ket + kote® + Ee‘%. O

La solucién del problema de valores iniciales verifica

t2
0= SC(O) = kl, 0= ZL'I(O) =3ki1+ko=ki =0=ky = SC(t) = 56375. O
Calculamos la transformada de Laplace de la ecuacién, con las condiciones

iniciales z(0) = 0 = z’(0),

(8 — 65+ 9)X(s) = % = X(5) = g

con lo cual la solucién del problema es



De idéntica manera, la funcién de transferencia es

1

Xi(8) = ——=

1(s) G
y la respuesta al impulso, por tanto,

zy(t) =te3t, O

con lo cual la solucién del problema de valores iniciales para una fuerza arbitraria

f(t) es t
o) = (@ = )0 = [ artw)fe—u)du

Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales con f(t) = €3 es

! 3u _3(t—u) 3t ‘ t* 3t
z(t) = | uee du=ce udu = —e*. O
0 0 2

Problema 3.20 Resolver el sistema x' = 2y + 3, y' = 2x — 2t con condiciones
iniciales ©(0) = 0 = y(0).

Solucion:

Transformamos ambas ecuaciones,

3 2
sX =2Y+ -, sY =2X-—,
S S

de donde podemos despejar X (s), Y (s),

Descomponemos en fracciones simples para invertir la transformacion,

1 1 1 1 1 €2t7€72t
X =3 a5 gsqg W=t Ty = hsinh2t,
1 1 1 11 L

Y(s)=—+4+ = = t)=—1
(B)=-st35 2 t352 70 *

Esta ultima expresion podria obtenerse asimismo por convolucién, ya que
Y(s) = F(s)G(s), F(s) = 4/s, G(s) = 1/(s* — 4), transformadas de f(t) = 4,
g(t) = sinh 2t/2, respectivamente. Por tanto,

—1 + cosh2t. O

t
y(t) = (f*g)t) = 2/ sinh 2u du = [cosh 2u, = cosh 2t — 1.
0

Problema 3.21 Sea el problema de valores iniciales dado por la ecuacion x" —
22’ +x = t2e! y las condiciones iniciales x(0) = 0, 2/ (0) = 0. Obtener la solucién
general de la ecuacion. Obtener la solucion del problema de valores iniciales
directamente y por transformada de Laplace. FExpresar la ecuacion como un
sistema lineal de primer orden y resolver el correspondiente sistema homogéneo.
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Solucion:

Buscamos soluciones de la forma e, lo cual conduce a la ecuacién carac-
teristica,
A -2 +1=0= \=1 doble

con lo cual la solucién general de la ecuacién homogénea es
xp(t) = kite! + koe'.

Como solucién particular de la ecuacién inhomogénea probamos z,(t) =
(At? + Bt + C)t2et, ya que A = 1 es autovalor de multiplicidad dos. Sustituida
en la ecuacién, obtenemos

1 t4t
(124 = 1)¢%" +6Bte’ +20e' =0 = A = —, B:O:C:xp:%,

y la solucion general de la ecuacién es

ttet
x(t) = kite + koe' + T a

La solucién particular que verifica z(0) = 0, 2/(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0=ky, 0=k +ko=k1 =0, ko =0,

thet
z(t) = ——. O
Hallamos la transformada de Laplace de la ecuacion, resolvemos la ecuacion
algebraica para X (s) e invertimos el resultado,
2 2

(2 =25+ 1)X(5) = ——= = X(s) = Go1p

1
= z(t) = —ttet. O

12

Identificando y = z’, escribimos la ecuacién como un sistema lineal de primer
orden,
/ / 2t
=y, y=-c+2y+te,

lo expresamos el sistema en forma matricial,

v (2)-(4 () (&) -axern

y calculamos los autovalores de A,

0:’0A 1 ‘

— )2 _ —
N PR e P

que es un autovalor doble.

Para construir la base, comenzamos por un vector wi, que tiene que ser un
vector no autovector, y tomamos como autovector v = (A — Dwy.

Tomamos un vector sencillo,

wlz(?):vlz(A—H)wgz(i).
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Por tanto, una base que lleva A a la forma canoénica de Jordan estd formada
por B = {wy,v1} v la matriz de cambio de base serd P = (w1, v1) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual una matriz fundamental es

o (01 et 0\ tet et
W(t) = Pe (1 1 tet et )\ (1+t)et e )

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

zp(t) = kite! + kae!
Xn(t)=WQH)K =
H © { ), (t) = yn(t) = k1 (1 + t)e’ + koe®
resultado correcto, ya que yp,(t) realmente es z} (t). O

Problema 3.22 Resolver el sistema ' = 2z + 3y + 3e?t, y = —x — 2y. Hallar
la solucion que verifica x(0) =0, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v ()4 %) ()5 )-meer

y calculamos los autovalores de A,

0‘ 2:1’\ _;’_A ‘)\21¢)\i1,
y sus correspondientes autovectores.
Para A = —1,
3 3 u) (0 N -1
-1 -1 v )= Lo e )
Y para A =1,

(45 5)(0)=(5)=m= ()

Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {v_1,v1} y la
matriz de cambio de base serd P = (v_1,v;1) para obtener una matriz diagonal
D = diag(—1,1), A = PDP~!. Una matriz fundamental es

_opt_ [ -1 =3 et 0\ _ [ —et =3¢
W(t) = Pe _( 1 1 )( 0 e ) et et '

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

B | ap(t) = —kie7t — ket
Xh(t) - W(t)K - { yh(t) — k/,left + ert

Para calcular una solucion particular del sistema inhomogéneo, buscamos
;s A2t _ pp2t
una solucién de la forma z,(t) = Ae*, y,(t) = Be?,

(—2A +2A 4 3B+ 3)e* =0, (—2B—-A-2B)e* =0=A=4, B=—1,
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con lo cual la solucién general del sistema inhomogéneo es
$(ﬁ) = _k/’1€_t — 3/€2€t + 4€2t’ y(t) — k/’1€_t 4 k/’get _ €2t. O

La solucién particular que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1 3

0=—ky —3ko + 4, 0:k1+k271ék1:7§, kgii,
Lo+ 9 2 Lo 3+ o

=-e -2 == Set—e. O
x(t) 5¢ 5¢ +4e”t,  y(t) 5¢ + 5¢ ¢

Este dltimo apartado se puede resolver también por transformada de Lapla-
ce. Transformando las ecuaciones,

3

sX(s) =2X(s)+3Y(s) + Pyt

sY (s) = —X(s) — 2Y (s),

y resolviendo y factorizando la solucién del sistema algebraico,

B 3(s+2) 4 /2 9/2
X(s) = (5_2)(52_1)*5_2+5—|—175—17
Yis) = - 3 _ o 1/2 3/2

G-2(2-1) s-2 s+l s5-1

obtenemos la solucién del problema de valores iniciales, invirtiendo la transfor-
macion,

1 9
x(t) = 4e®* + §€_t - Qet, y(t) = —e* — —e7t 4 el O

Problema 3.23 Resolver el sistema ' = x+y+ 2,y = —x —y. Hallar la
solucion que verifica (0) =0, y(0) = 0.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v (2)- (5 2)(5)+(4)-meer

Calculamos los autovalores de A,

1—A 1

0} -1 —1-2X

‘)\2¢>\0,

que es un autovalor doble.
Como A no es diagonal, habra un tinico autovector linealmente independien-

T ) (h)

Pero para construir la base, es preferible comenzar por wg, que tiene que ser
un vector no autovector, tal que Awg sea un autovector.
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Tomamos un vector sencillo,

Por tanto, una base que lleva A a la forma canénica de Jordan estd formada
por B = {wp,vp} v la matriz de cambio de base serd P = (wp,vp) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

W(t)Pe']t<(1) —11)<1 (1)><1it —11>

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

Xu(t) = W(HK = ( I ) -

Como cero es autovalor doble, buscamos una solucién particular del sistema,
de la forma
rp(t) =at® + bt +c, y,(t)=dt* +et+ f,

2at+b = (a+d)t>+ (b+e)t+ (c+ f+2), 2dt+e = —(a+d)t> — (b+e)t — (c+ f),
a=1,d=—-1,e=2-b, f=b—c—2, Vb,c,
y escogemos la mas sencilla, con b =0 = ¢,
x,(t) =12, ypt) = —t2 + 2t — 2,
con lo cual la solucién general del sistema es
x(t) = kit + ko +1%, yt) =k (1 —t) —ko —t*+2t—2. O

Otra manera de obtener una solucién particular podria ser el método de

Lagrange,
W(t)/W(t)’lF(t) dtW(t)/( ) it _1t > < (2) )dt

W(t)/( 23215 )dt: ( 1it j1 ) ( 2t2jt2 )

_ ( t2:;22t )

que es obviamente una solucién particular distinta, la correspondiente a k1 = 2,
ko =0.0

La solucién particular que verifica (0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

Xp(t)

0:]{32, 0:k17k272:>k1:2,k2:0,

z(t) =2t + 1%, y(t) = —t2. O

El problema se podria resolver también por transformada de Laplace de las
ecuaciones,

sX(s) = X(s) + Y(s) + % SV (s) = —X(s) — Y(s),
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de donde podemos despejar las transformadas de la solucién,

2 2 2

X(s) = 5+ = Vi) ==,

y teniendo en cuenta que la transformada de t? es p!/sP*! podemos invertir
facilmente y obtener la solucién del problema de valores iniciales,

z(t) =2t + 1%, y(t) = —t2. O

Problema 3.24 Consideremos el sistema ' = x —9y, y' = x+y—e’. Resolver
el sistema. Hallar la solucion del sistema que verifica x(0) = 0, y(0) = 0, a
partir de la solucion general. Resolver el apartado anterior por transformada de
Laplace.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

v=()- (0 D)) () arem

Calculamos los autovalores de A,

=N —2\+10=A=1=+3i,

1-A -9
0_’ 1 1A’

que resultan complejos.
Buscamos un autovector para A = 1 + 3i,

(7S (0)=(6) = (V).

y el conjugado para A =1 — 3¢,

[ =3
V1+43i X 1 .

Asi pues, una base de autovectores estd formada por B = {v143;,0113:}
y la matriz de cambio de base serd P = (v143,U113;) para obtener la matriz
diagonal D = diag(1 + 3i,1 — 3i), A= PDP~1,

At ptp1 [ 3 —3i e(1+30)t 0 1/ —i 3
e = Pe’'P ( 1 1 0 e(l—?n’)t 6 7 3

( cos3t —3sindt )et

% sin 3t cos 3t

Por tanto, la solucién general del sistema homogéneo es
xp(t) = (ki cos 3t — 3ka sin 3t) et

Xp(t) = MK = .0

k
yn(t) = (31 sin 3t + ko cos St) et
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Otra forma de obtener esta solucién general es partir de las soluciones li-
nealmente independientes complejas,

(1+30)t it .. 3 _ —3sin 3t 4+ 37 cos 3t
e V1434 e(cosSt—l—zsmSt)( 1 ) e ( cos 3t + i sin 3t ,

y su compleja conjugada y quedarnos como soluciones reales la parte real e

imaginaria,
—3sin 3t 3cos3t
_ t _
Xit)=e ( cos 3t ) , Xa(t) = ( sin 3t ) ’

con lo cual la solucién general es

X(t) =1 Xa(t) + 2 Xo(t) = ( —3cysin 3t + 3¢z cos 3t ) ',

c1 cos 3t + co sin 3t

siendo ¢3 = k1/3, ¢1 = k2, con lo cual la solucién es idéntica a la que habfamos
obtenido por el otro método.
Buscamos una solucién particular de la forma z,(t) = ae’, y,(t) = be',

ae' = ae' —9be’, be! = ae'+be'—e' = a=1,b=0= z,(t) = €', y,(t) =0,
con lo cual la solucién general es
x(t) = (kycos3t — 3kysin3t +1)e!, y(t) = (% sin 3t + ko cos 3t> et. O
La solucién que verifica 2(0) = 0 = y(0) es
0=k +1, 0=ky= x(t)=(1—cos3t)e’, y(t) = %et sin3t. O

El problema de valores iniciales también se puede resolver por transformada
de Laplace,

sX(s) = X(s) —9Y (s), sY(s)=X(s)+Y(s)— 1

para despejar la transformada de la solucién,

9 1 s—1

X(s) = _
)= 3412510 s-1 Go1PF9

1 1
$2—25s+10  (s—12+9’

que factorizada permite invertir la transformacion,

Y(s)=—

1
x(t) = e" —e'cos3t, y(t) = —get sin3t. O

Problema 3.25 Consideremos el sistema formado por las ecuaciones x' =
—3z + 2y + 2, y = —4x + 3y + 2et. Obtener la solucion general del siste-
ma. Obtener la solucidon que verifica 2(0) = 0, y(0) = 0. Obtener la solucidn del
anterior problema de valores iniciales por transformada de Laplace.
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Solucion:

En forma matricial, el sistema se puede resolver

v (1)-(2)(3)(2)-mrem

si expresamos A en forma diagonal.
Para ello, calculamos sus autovalores,

-3-A 2

0:‘ —4 32

’:A2—1:>A:i1,

y sus correspondientes autovectores.
Para A = —1,

(2 ))=(8)=mx(1)

Y para A =1,

—4 2\ (u\_[(0)_ 1
—4 2 v )=\ 0 e )
Por tanto, una base de autovectores estd formada por B = {v_1,v1} y la

matriz de cambio de base serd P = (v_1,v1) para obtener una matriz diagonal
D = diag(—1,1), A= PDP~!,

oot (11 et 0\ (et €
W(t) = Pe _(1 2 0 e )7 et 2 )

Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

_ _ [ an(t) = ke + koe!
Xn(t) =W(K = { yn(t) = k1e™t + 2kqet

Para calcular una solucién particular del sistema inhomogéneo, buscamos
soluciones de la forma z,(t) = (At + B)e', y,(t) = (Ct + D)e', que sustituidas
en el sistema,

0= (—A—3A+20)te' +(~B — A— 3B+ 2D + 2)¢,
0=(—C—4A+3C)te' + (=D — C — 4B + 3D +2),
proporcionan las siguientes relaciones entre coeficientes,
—4A4+2C =0, —-4B—-A+4+2D+4+2=0, —-4A42C =0, —-4B-C+2D+2=0,

cuya solucién general es A = 0, C = 0, D = 2B — 1. Una solucién sencilla es
A=0,B=0,C=0,D = —1, con lo cual la solucién general del sistema
inhomogéneo es

2(t) = kie "t 4+ koe!,  y(t) = kie™" + 2kqe’ — €.
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La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

0=k +koy, 0=k +2ky—1=k =-1, ks =1,

zt)y=e —e ', ylt)=e" —e ' O

Transformamos el sistema con las condiciones iniciales,

2 2
sX:—3X+2Y+—1, sY:—4X+3Y+—1,
s — s —

y despejamos la transformada de la solucion,

2 2 1 1

X(S):52—1:(s—1)(s+1) s—1 s+1

que invertida conduce al resultado ya conocido,
r(t) =€ —et =y(t). O

Problema 3.26 Hallar la solucién general del sistema ¥’ = —x —y, vy = 4z +
3y — 2et. Hallar la solucion del problema de valores iniciales correspondiente al
sistema anterior con las condiciones x(0) = 0, y(0) = 0. Hallar la solucidn del
problema anterior por transformada de Laplace.

Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial,

, (2N [ -1 -1 x 0 -
X(y,)<4 3><y>+<_26t)AX+F(t).
Calculamos los autovalores de A,

N_224+1= =1,

0‘ —-1-x -1 ‘

4 3—A

que es un autovalor doble.
Como A no es diagonal, habra un tnico autovector linealmente independien-

T ) e(h)

Pero para construir la base, es preferible comenzar por wi, que tiene que ser
un vector no autovector, tal que (A — H)w1 sea un autovector.
Tomamos un vector sencillo,

w1<(1)>:>vl(AH)w1<_21>.

Por tanto, una base que lleva A a la forma canoénica de Jordan estd formada
por B = {wy,v1} v la matriz de cambio de base serd P = (w1, v1) para obtener
la matriz de Jordan, A = PJP~!, con lo cual

ogt (0 —1 et 0\ —tet —et
W(t) = Pe _(1 2 tet et ) T\ (1+2t)et 2t |-
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Asi pues, la solucién general del sistema homogéneo es

xp(t) = —kitet — koel

Xn(t) = W()K = { yn(t) = ki (1 + 2t)e’ + 2kse’

Como los términos inhomogéneos son exponenciales de exponente unidad
y uno es autovalor doble, buscamos una solucién particular del sistema de la
forma
zp(t) = (at® + bt + c)e’,  yp(t) = (dt* + et + f)e’,
at* + 2a+bt+b+c=—(a+dt*—(b+e)t—c— f,
dt? + (2d + e)t + e+ f = (4a + 3d)t* + (4b+ 3e)t + dc + 3f — 2
e 1—f e

=a . b 2,0 5 —|—4,d

Quedan sin determinar dos constantes, como era de esperar, ya que el au-
tovalor es doble, que tomamos e = f = 0 para obtener una solucién particular
sencilla, a=1,b=—-1,¢=1/2,d=-2,e=0=f,

1
zp(t) = (t2 —t+ 5) el yp(t) = —2t%",
con lo cual la solucién general del sistema es
1
z(t) = (klt — ko2 —t+ 5) e, y(t) = (ki (14 2t) + 2ky — 2¢%) €', O

La solucién particular que verifica z(0) = 0, y(0) = 0 la podemos obtener
resolviendo el sistema correspondiente de ecuaciones,

1 1
0=—k2+§, 0=F1 +2ky = k1 =—1, k?2=§,

x(t) = t2e’, y(t) = —2(t>+t)et. O

También se puede obtener esta solucién por transformada de Laplace. Las
ecuaciones transformadas son

sX(s)=—-X(s) =Y (s) }

sY(s) =4X(s)+3Y(s) — . 3 :

de donde podemos despejar X (s), Y (s),

2
(s —1)3
Y(s) = —(s+ 1)X(s) = —

X(s) =
2+1) 2 4
(s—13%  (s—=1)? (s—1)°

e identificando las fracciones, podemos invertir la transformacién,
x(t) = t%et, y(t) = —2(t* + t)e'. O

Problema 3.27 Resolver el sistemaa’ = —y+1—0(t—m), vy =x+1—-0(t—m)
con condiciones iniciales x(0) = 0, y(0) = 0.
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Solucion:

Transformamos ambas ecuaciones,

sX(s)=-Y(s) + 1o e_m, sY(s) = X(s) + E

S S S S

de donde podemos despejar X (s), Y (s),

=D —e) [(s+1 1 R
X(s) = s(s?2+1) N <32 +1 s) (1 )

o (s+)(1—e™) [ 1-—s 1 e
Yis) = s(s?2+1) N <32+1+s> (1 )

y ya so6lo tenemos que invertir la transformacion,
x(t) =sint + cost — 1 — (sin(t — 7) + cos(t —7) — 1) O(t — ),
y(t) =sint —cost + 1 — (sin(t — m) — cos(t — w) + 1) 0(t — ).
Simplificando las expresiones, obtenemos el resultado final,

. . _J sint4+cost—1 t<m
x(t)s1nt+cost1+(s1nt+cost+1)9(t7r){ Ssint +2cost {>m

sint —cost+1 t<mw

y(t) =sint—cost+1+ (sint —cost — 1) §(t — ) = { 9sint — 2cost >

que son funciones continuas, ya que la discontinuidad aparece en la ecuacion en
las derivadas solamente. O

Problema 3.28 Resolver el problema de valores iniciales " +x = 6(t —7) con

x(0) =0, 2/(0) = 0. Lo mismo para x(0) =0, 2'(0) = 1.
Solucién:

Transformamos la ecuacion,

sz(0) + 2/(0) + e~ ™
s2+1

$2X (5) — sx(0) —2'(0) + X(5) = e ™ = X(s) =

)

expresion que nos permite recuperar la solucién general sin més que realizar la
transformada inversa,

z(t) = z(0)cost+ 2'(0)sint + 0(t — m) sin(t — )
= x(0)cost + 2'(0)sint — O(t — 7) sint,

sin mds que tener en cuenta que la transformada de f(t—a)0(t —a) es F(s)e™%.
En el caso particular z(0) = 0 = 2/(0),

<
0~ wsmog
—sint x>

x(t) = —0(t — 7)sint = {
Obviamente, esta solucién es continua, pero no es siquiera derivable en x = .
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En el caso particular z(0) = 0, 2/(0) = 1,

sint <

= 0(r — t)sint. O
0 - O(m — t)sint

z(t) =sint — 0(t — w)sint = {
Esta solucién es curiosa, ya que el efecto del impulso compensa el del movi-
miento oscilatorio a partir de ¢t = 7.

Problema 3.29 Resolver el problema de valores iniciales x''+22'+2x = §(t—m)
con z(0) =1, ’(0) = 0.

Solucion:

Transformamos la ecuacién,
s2X (s) — 5x(0) — 2/(0) + 25X (s) — 22(0) + 2X(s) = ™%,
y va sélo tenemos que despejar X (s),
s+24e77° s+1 1 e
X(s) = =
() §2+25+2 (s+1)2+1+(s+1)2+1+(s+1)2+1’

e invertir la transformacion,

x(t) = e 'cost+e tsint+0(t —7w)e™ sin(t — 7)
e "(cost+ (1—0(t —m)e™)sint)

B e tcost+ e tsint <
B e tcost+ (1 —eMe tsint z>7

La solucion es continua, ya que las discontinuidades aparecen sélo a partir
de la derivada primera en x = 7.

Problema 3.30 Hallar la solucién general de la ecuacion tz” +x' = 0 directa-
mente y por transformada de Laplace. Comparar los resultados e interpretarlos.

Solucién:
La ecuacion es de Euler, con lo cual se resuelve directamente con el cambio
t = e*, que la reduce a lineal con coeficientes constantes,
.i':0:>$(t) =kiu+ky=kiInt+ky. O

Transformamos la ecuacién,

d
% (s°X(s) — sz(0) — 2'(0)) + sX(s) — 2(0) = 0 = —sX(s) — s°X'(s) = 0,
para obtener otra en X (s) que es sencilla de integrar,
X C
X'(s) + Xls) _ 0=X(s)=—=2()=C.0O
s

Observamos que por el camino hemos perdido la solucién logaritmica, lo
cual no es extrafio, ya que, al realizar la transformada de las derivadas de z(t),
estamos dando por sentado que estd funcién es continua y derivable en ¢t = 0,
como refleja el uso de los valores x(0) y 2/(0). Por tanto, sélo estamos encon-
trando soluciones que sean continuas y derivables en ¢ = 0, lo cual excluye los
logaritmos. O
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Problema 3.31 Hallar la solucidn general de la ecuacion tz” +(t—1)z’—x = 0.
Solucidn:

Hallamos la transformada de Laplace de la ecuacion,

(X (s) — 52(0) — #'(0) + 5X(s) ~ 2(0)) — sX(5) +2(0) ~ X(5) =0 =

—(s2 +8)X'(s) — (35 + 2) X (s) + 22(0) = 0,

y obtenemos una ecuacién lineal de primer orden para X (s).
Hallamos la solucién general de la ecuacién homogénea,

35 + 2 —21In|s|—In|s+1 k
Xh(s)C’exp</s2+sds>Ce |s|—In] lZM’k:iC’

teniendo en cuenta que

ds=—2Inls| —In]|s+ 1].

s 2+

35+ 2 2 1 /3s+2
_ — = —
s2+s s s+1 s

Para la ecuacién inhomogénea, buscamos una solucién de la forma X,(s) =

k(s)/s%(s +1),

k'(s) 9 Zo
=2z9 = k(s) = = X =Y
T (s) = xos »(9) poreE] =
k o k k k+xo

X(s) =

52(s+1)+s+1:s_2_s s+1°7

y una vez obtenida la solucién general, sélo tenemos que invertir la transformada,
x(t) =kt —1)+ (k+z0)e " O

Otra manera de resolver la ecuacién seria, sabiendo que ¢ — 1 es una solucién
particular de la ecuacion, rebajar el orden a una ecuaciéon mediante el cambio

a(t) = (t=1Dy(t), z = ¢/,

1 2
(t2—t)z'+(t2+1)z:0:>z':(————1),2,

t t—1
ecuacioén lineal homogénea, que se resuelve inmediatamente, k; = —e*¢,
() = 2(t) = Coxp(Inft] — 2t — 1] — 1) = — 1 Ly =y + 217
=zt)=Cexp(lnft| -2Inlt—-1|—-t) = —— = M
Yy p (t — 1)2 Yy 2 t—1 )

ZL'(t) = kg(t — 1) + kleit.

¢
Problema 3.32 Resolver la ecuacion integral x(t) = t3 + / sin(t — w)z(u) du
0
para x(t).
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Solucion:

Observemos que la integral es un producto de convolucién, denotando f(t) =
sint,
t
/ sin(t — w)z(u) du = (f *x)(t).
0
Transformamos la ecuacién,
6  X(s) 2416 6 6
= =

X(s):54+82+1éX(5): =

y obtenemos directamente la expresién de X (s).
Por tanto, sélo tenemos que invertir la transformacién para resolver la ecua-
cion,
g, 1
=3+ —. 0
2(t) = 20°
Problema 3.33 Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funcio-

nes de variable real:

0 tdla,b
1. f(t)X[a,b](t){ 1 ti{a b} ’
0 t<O0
Q'g(t):{e_“t (>0 a> 0.
1
. h(t
3 () t2+a2
4oj(t)=e /2,
t
. t) = 5>—=.
5 m() t2+a/2
Solucion:

1. Se trata de la funcién caracteristica del intervalo [a, b],

1 o0 . i e—iwt
F - = —iwt " dt —zwt dt =
@ = o [ e ama= o [ =]

'efiwb o e*iwa

T T o
Un caso particular acontece cuando a = —b, ya que entonces,
Plw) = eiwb _ g—iwd _ 2 sinbw _ 2b sine b,

w2 V2r w V2T

2. Una funcién tan peculiar tiene, en cambio, una transformada bien sencilla,

o t d 00 e—(a-l—iw)t J _e—(a-i-iw)t o0
w) = e t= t=
@) V2m / 0 V2m V2m(a +iw) |,

1
= —. 0

V27 (a + iw)
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3. En vez de realizar la integral de Fourier, vamos a aprovechar el resultado
anterior, tomando a > 0 y descomponiendo,

i P R B TG0 + -0},

h(t) 0

:t2+a2 " 2a

es decir, denotando G(—t) = G(t), podemos escribir, teniendo en cuenta
que la inversién es T2,

h= LG+ Gy = L T(g) + 1)),

a

de donde se infiere, usando el hecho de que T* es la identidad,

H=T(h)= \g—Q_aﬂ{TQ(g) +T%(g)} = \/2—2_;T{§+9},

e introduciendo la variable w, obtenemos, sin necesidad de haber realizado
ninguna integral,

V2 V2r

Hw) = L {gw) + g(—w)} = L el

Otra posibilidad es extender la funcién h al plano complejo, cambiando ¢
por z. La funcién h(z) tiene un nimero finito de polos, +ia, y ninguno en
el eje real, y como

lim h(z) =0,

Z—00

podremos aplicar el método de los residuos para calcular la integral.

Para w > 0, la exponencial de la integral tendra un factor decreciente si
z tiene parte imaginaria negativa. Cerrando el circuito con una semicir-
cunferencia de radio R en el semiplano inferior, cuyo radio se hace tender
a infinito, la contribucién de la semicircunferencia aniadida serd nula. Asi
pues, el valor de la integral para w > 0 ser4,

H(w)=—V2mi Y Res(h(z)e ™7, z),

Im z; <0

sumando sobre los polos con parte imaginaria negativa. El signo menos
proviene de que el circuito se recorre en sentido horario (negativo).

Para w < 0, la exponencial es decreciente sélo en el semiplano superior,
por lo que cerraremos el circuito con una semicircunferencia de radio R
tendiendo a infinito en dicho semiplano. Al igual que en el caso anterior, la
semicircunferencia no contribuye y la integral pedida depende de la suma
de los residuos en los polos del semiplano superior.

H(w) = V2mi Z Res (h(z)e™ %, 2;),
Imz;>0
Como la férmula del residuo en un polo z; de orden p de una funcién f es,

Res (f(2),2) = L gy (z —z:)P f(2)},

(p— 1)! =% dzp 1
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resulta que los residuos pedidos en los polos simples +ia son,

efiwz e:l:wa
Res | ——,+1 =4+—-,
<22 + a? za> 2ia

con lo cual,

H(CLJ): = € )
mewa w<0

que concuerda con el resultado obtenido previamente. O

. La transformada de la funcién gaussiana se puede realizar directamente,
completando cuadrados en la exponencial y cambiando de variable,

1 e .
J(w) — E / e—lwte—t2/2 dt

—w2/2 [e%s) )
_ € e—(t+zw)2/2 dt = €

V2T J_os V2T )

pues la integral de la gaussiana es /27. Con lo cual J = j. O

—w2/2 00

e V2 dy = =" /2,

El procedimiento anterior es dificil de justificar, por lo que propondremos
un segundo método, muy utilizado para resolver ecuaciones diferenciales.
Como j'(t) = —t j(t), podemos transformar esta ecuacién,

iwJ(w) = —iJ (W),

es decir, J verifica la misma ecuacién diferencial que 7,

, d w?

—wJ(w)=J(w)=—w=—hJ(w)=InC - —=hJ(w),
dw 2
por lo que conocemos J salvo una constante C,
J(w)=Ce¥/?,

que es facil de obtener, ya que conocemos el valor de J(0) = 1 = C, debido
a que el valor de la integral de la gaussiana es /2.
Por tanto, hemos obtenido el mismo valor para J. O
. También se puede realizar sin necesidad de calcular ninguna integral, ya
que m(t) = th(t) y M(w) = iH'(w), con lo cual, como la derivada de H
es,

-
VAT —alw|

H'(w) = ¢'(w) — ¢'(-w) = —signo(w)

M (w) =i H' (w) = —isigno(w) @ el o

Como en este caso, al igual que h, la funcion m extendida a los complejos
tiene s6lo dos polos simples +ia y se verifica que,

Jim m(z) =0
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se podra aplicar el método de los residuos para calcular la integral. Los
residuos en los polos simples +ia son,

22 +a?’ 2
con lo cual,
_i¥2m —wa
1-5-€ w>0 o \/ﬂ ol
M(w) = =—i 51gn0(w)T :
i@e‘*’a w <0

que concuerda con el resultado obtenido previamente. O

Notese que la funcién m no es absolutamente integrable.

Problema 3.34 Hallar la transformada de Fourier de la funcién f(t) = e~ @Il
a > 0. Usar el resultado para calcular la transformada de las funciones g(t) =
te=ltl h(t) = signo (t)e= !, j(t) = |t|e~ ol

Solucion:

Calculamos la integral de Fourier,

F(w) = \/_2_71-/ e—zwte—a\ﬂ dt = _27T (/ e(a—zw)t dt +/O e—(a-i-zw)t dt)

1 e(a_iw)t 0 e—(a+iw)t 0 1 1 1
o {aiw}_er[ a+iw }0 Vo (aiw+a+iw)
_ 1 2a g

V2r w? +a?

La funcién g es el resultado de multiplicar f(t) por la variable ¢, g(t) = tf(¢).
Por tanto, G(w) = iF'(w),

G(w)—ii 1 2a _ 7 daw -
T ldw \Vorw?2+a2/) '

Por otra parte, como h(t) = —f'(t)/a, H(w) = —iwF(w)/a,

) 2w -
V21 w? + a? ’

Finalmente, como j(t) = th(t), J(w) = iH'(w),

Hw)=-

J(w) = 2 a®—w? -
YT for (@t a?)?
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