Capitulo 1

Ecuaciones de primer orden

Objetivos

= Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
= Aplicar los teoremas de existencia y unicidad de soluciones.

» Familiarizarse con métodos cualitativos y numéricos para obtener solucio-
nes aproximadas.

1.1. Conceptos

Las ecuaciones diferenciales son una herramienta matematica que permi-
te modelizar la evolucién o la variacién de magnitudes fisicas, matematicas,
econdmicas, relacionando los valores de las magnitudes con los de sus derivadas.

Por ejemplo, experimentalmente se comprueba que la cantidad de un mate-
rial radiactivo en funcién del tiempo ¢, m(t), es proporcional a la velocidad con
la que se desintegra. Esto permite escribir una ecuacién

dm(t)
dt
siendo el coeficiente A la tasa de desintegraciéon del material.

La segunda ley de Newton, cominmente denotada como la definicién del con-
cepto de fuerza, simplemente relaciona la aceleracién, segunda derivada de la po-
sicién, x(t), de una particula de masa m con la suma de fuerzas, f (t, 2/ (t), z(t)),
que actuan sobre ella,

= —Am(t),

Pa(t) _ /
M = [t/ (), z(t)).

Por comodidad emplearemos la notacién z’, z”,...para indicar las derivadas
sucesivas respecto a la variable independiente, siempre que no haya posibilidad
de confusién.

Todos estos ejemplos son casos particulares de ecuaciones diferenciales.
Para una variable dependiente z(t) y una variable independiente ¢, la expresién
més general de una ecuacién diferencial es

F(t,z(t),2'(t),2"(t),...) =0, (1.1)
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4 CAPITULO 1. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

es decir, una funcién F' de la variable independiente y de la variable dependiente
y de sus derivadas igualada a cero. La incégnita es la variable dependiente x(t).

Cuando la variable independiente es unica, t, normalmente el tiempo, de-
cimos que la ecuacién es ordinaria. Si tenemos varias ecuaciones para varias
variables dependientes, 1 (t), z2(t),. .., z,(t), decimos que tenemos un sistema
de ecuaciones ordinarias. Un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
x(t), y(t), serfa

{F(t,x(t),x T o y@®), Y @),y (@),...) =0
G(t,x(t),2'(t), 2" (t),....,y(t),y't),y"(t),...) =0

Por ejemplo, la ley de Newton para una particula de masa m en el espa-
cio, sometida a una fuerzas vectoriales, f = (f1, fa, f3), es un sistema de tres
ecuaciones,

mx"(t) = £(t,x(t),x'(t)),

para la posicién x = (z,y, 2)

El orden de la ecuacién es el orden de la derivada mas alta de la variable o
variables dependientes que aparecen en la ecuacién.

Asi la ecuacién de desintegracién es de primer orden, porque sélo aparece
la primera derivada. En cambio, la ley de Newton es de segundo orden, porque
aparece hasta la segunda derivada.

Decimos que una ecuacién diferencial es lineal si la funciéon F' es un polino-
mio de grado uno en la variable dependiente y sus derivadas,

an(t)a™ (8) + -+ ar ()’ (t) + ao(t)z(t) = f(2).

Por ejemplo, la ley de desintegracién es lineal, pero la ley de Newton no lo
es en general. Si el término independiente f(t) es nulo, decimos que la ecuacién
lineal es homogénea. Si las funciones ag(t),. . .,a,(t) no dependen de ¢ decimos
que la ecuacion es lineal con coeficientes constantes. Esta terminologia se
aplica también a los sistemas de ecuaciones.

El caso de la ley de Hooke para un muelle ideal,

ma” (t) = —kz(t),

con constante del muelle k, es lineal, homogénea, con coeficientes constantes.
Para un campo gravitatorio constante g, en cambio,

mz" (t) = myg,

es lineal, inhomogénea, con coeficientes constantes.

Si la funcién F es sélo lineal en la derivada de mayor orden de la variable
dependiente, es decir, si podemos despejar =™ (t), decimos que la ecuacién es
cuasilineal,

a™(t) = f(t,a(t), 2’ (t),...,2""D(t)).
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Obsérvese que, formalmente, todas las ecuaciones son cuasilineales, ya que, al
menos en teoria, podemos despejar de la ecuacién la derivada 2™ . Otra cuestién
es que pueda hacerse analiticamente.

Por ejemplo, la ley de Newton es cuasilineal, si las fuerzas no dependen de
la aceleracion.

Si no aparece la variable independiente en la ecuacién, decimos que la ecua-
cién es auténoma,

F(z(t),2'(t),...,2™(t)) = 0.

Por ejemplo, la ley de Newton es una ecuacion auténoma si la fuerza no
depende explicitamente del tiempo. La ley de desintegracién es una ecuacién
auténoma.

Existen también ecuaciones en las que la variable dependiente depende de
varias variables independientes, el tiempo ¢, la posicién x, como la ecuacién de
la cuerda vibrante,

O?u(t, x) 2 O%u(t, x)
ot? Ox?

o la ecuacion de Laplace,

= f(t,ac),

PV (z,y,2) N PV (x,y,z2) N PV (x,y,z2)
0x? Oy> 0722

=0,

para un potencial V en el espacio.

Este tipo de ecuaciones se denominan ecuaciones en derivadas parciales.

Resolver una ecuacién diferencial es obtener las soluciones z(t) de la ecua-
cién, lo cual en general es una tarea ardua y complicada, que normalmente se
acomete por métodos numeéricos.

Una solucién particular de una ecuacién F(t,z(t), 2’ (t), 2" (t),...) =0 es
una funcién h(t), tal que

F(t,h(t), K (t),n"(t),...) = 0.

Que una funcién es soluciéon de una ecuacién se comprueba por mera susti-
tucién.

Ejemplo 1.1.1 Comprobar que z(t) = —t es una solucion de la ecuacion x> —
?+z4+t+1=0.
Teniendo en cuenta que h/(t) = —1, h”(t) = 0, comprobamos que, efectiva-

mente,
R(t) —h2(t) +h(t) +t+1=0—-1—t+t+1=0.

En algunos casos es sencillo obtener soluciones por simple inspeccién o usan-
do funciones sencillas. Por ejemplo, soluciones constantes, x(t) = A.

Ejemplo 1.1.2 Buscar las soluciones constantes de la ecuacion tx' = —x + x2.
Sustituimos z(t) = A en la ecuacién,
O=tr'=—-A+A*=AA-1)=A=0,1,

y obtenemos dos soluciones constantes, z(t) = 0, z(t) = 1.
O soluciones lineales, z(t) = At.
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Ejemplo 1.1.3 Buscar las soluciones lineales de la ecuacion t?z’ = —tx + 2.
Sustituimos z(t) = At en la ecuacién,
At? = —AP?P + A2 = A2 —24=0=> A=0,2,

y obtenemos dos soluciones, x(t) = 0, z(t) = 2t.
Denominamos solucién general de una ecuacién diferencial de orden n a
una familia dependiente de n pardmetros,

o(t) = h(t Ky, ... k),

de modo que para cualquier valor de las constantes kq,...,k, se obtiene una
solucién de la ecuacion diferencial.
El ejemplo mas sencillo es

dx(t)
dt

:f(t)éz(t):/f(t)dtJrk,

que simplemente expresa el calculo de primitivas de una funcién f como la
solucién general de una ecuacién diferencial lineal de primer orden.

Observamos en este ejemplo que en la solucién general aparece un parametro
libre, la constante de integracién k, como corresponde a una ecuacién de orden
uno.

Ejemplo 1.1.4 Solucion general de la ecuacion del oscilador armdnico, x" =

wax.

Solucion:

Esta ecuacion describe oscilaciones de frecuencia w. Es una ecuacién lineal
de segundo orden y tiene por soluciéon general,

z(t) = Asin(wt — 9),

que depende de dos constantes, la amplitud A de la onda y el desfase de la
misma, §. Comprobamos que realmente es solucion,

2’ (t) = wAcos(wt — ), a(t) = —w?Asin(wt — §) = —w?a(t).

A pesar de su nombre, una solucién general de una ecuacién diferencial no
lineal no tiene por qué incluir todas las soluciones particulares de la ecuacién.
Estas soluciones no incluidas se denominan soluciones o integrales singula-
res.

Pero en muchos casos no nos interesa conocer el conjunto completo de so-
luciones, sino una solucién concreta, la que cumple una serie de condiciones,
normalmente tantas como orden tiene la ecuaciéon. Distinguimos dos casos im-
portantes:

En los problemas de valores iniciales buscamos soluciones sabiendo el
valor de la variable dependiente y sus derivadas para un valor concreto de t, el
istante inicial tg.

Fijar estas condiciones nos permite determinar los valores de los pardametros
libres de la solucién general. Asi, lo usual es que para una ecuacién de orden n
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el problema de valores iniciales requiera el conocimiento de z(ty) para un valor
to y las derivadas sucesivas hasta orden n — 1.
Por ejemplo, el problema de valores iniciales para una ecuacién de primer

orden es de la forma
{ F(t,z(t),2'(t)) =0 _ (12)
SC(to) =20
En el caso de la ley de desintegracién el problema de valores iniciales supone
conocer la cantidad del material que queda en un instante ¢, m(t), sabiendo que
en el instante ¢ty habfa una cantidad mo = m(tp).
O, para ecuaciones de segundo orden,

F(t,z(t),2'(t),2"(t)) =0
' (to) = g

Por ejemplo, el problema de valores iniciales para la ley de Newton implica
conocer la posicién de la particula en cada instante de tiempo t, sabiendo que en
el instante inicial ¢¢ estaba en la posicién x(tg) = x¢ con velocidad z’(tg) = .

Estos problemas estan relacionados con la predictibilidad de las ecuaciones
diferenciales. Lo deseable es que para un problema fisico, las ecuaciones diferen-
ciales que lo describen permitan conocer el valor de una magnitud en cualquier
instante futuro, conociendo su valor, y el de sus derivadas, en el instante ac-
tual. Si en lugar de una soluciéon hubiera varias, o ninguna, que verificaran las
condiciones del problema, la predictibilidad se romperia, ya que no podriamos
predecir el valor que va a tomar la magnitud en el futuro.

Por ello es importante conocer bajo qué condiciones el problema de valores
iniciales tiene solucién (existencia) y es dnica (unicidad).

Finalmente, otro problema importante es el problema de contorno. En es-
te problema conocemos los valores de la variable dependiente para varios valores
de la variable independiente. Por ejemplo, para ecuaciones de segundo orden,

F(t,z(t),2'(t),2"(t)) =0
ZL'(tl) =

Nos interesa en este caso conocer los valores de z(t) en el intervalo [tg t1].
No suelen ser problemas de evolucion, t no es un tiempo, sino una posicién.

1.2. Ecuaciones separables

Como ya se ha avanzado, lo normal es que las ecuaciones diferenciales, incluso
las de orden maés bajo, no sean resolubles en términos de funciones elementales.
No obstante, detallamos los casos mas sencillos de ecuaciones de primer orden
que son directamente resolubles.

Omitiremos la dependencia en la variable independiente para agilizar la no-
tacién. Es decir, se escribird, por ejemplo, 2’ en lugar de 2/(t) o « en lugar de
x(t).

El caso més sencillo es el de las ecuaciones separables. En este caso se
puede aislar la dependencia de la funcién F(t,z(t),2'(t)) del siguiente modo

f@)r' =g(t) & f(x)dx = g(t) dt & /f(:c) dr = /g(t) dt + C, (1.5)
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de modo que la ecuacién se resuelve por integracion directa, con un parametro
libre, la constante de integracién. Normalmente no serd posible despejar z(t) en

funcién de t.

Por tanto, el caso se reduce a un problema de cédlculo integral. Que la solucién
general se pueda expresar en términos de funciones elementales dependera de
que las integrales se puedan resolver analiticamente. Si no, habré que resolverlas

numéricamente.

Ejemplo 1.2.1 Resolver la ecuacion x' = tx. Obtener la solucidn que verifica
que z(0) = 1. 4Y la solucidn que verifica x(0) =07

La ecuacién es separable, por lo que podemos obtener su solucién general,
x dx 2

— :té/— :/tdt@1n|z| = 5+C<ﬁ>z(t> = +eCel" /2 = ket /2
x x

denotando k = +¢€.

X

.

V/jk&

)

Figura 1.1: Soluciones de la ecuacién 2’ = tx

Para hallar la solucién que verifica 2:(0) = 1, sustituimos ¢ = 0 en la solucién

general,
2
1=2(0) =k = z(t) =" /2.

En cambio, para la solucién particular que verifica 2:(0) = 0 obtenemos
0=2(0) =k = z(t) =0,

para lo cual no era preciso calcular la solucién general, ya que es obvio que
x(t) = 0 es una solucién constante de la ecuacidn.

Existen varios tipos de ecuaciones que, sin ser separables, se reducen a ecua-
ciones separables por un cambio de variable.

Las ecuaciones homogéneas son de la forma

¥ = f(z/t), (1.6)

y mediante el cambio de variable dependiente y(t) = z(t)/t < x(t) = ty(¢),
derivando implicitamente esta expresion,

r_ ’ Y _
fly) = fl@/t) =" =y +ty @W*?

se reducen a ecuaciones separables.



1.2. ECUACIONES SEPARABLES 9

Ejemplo 1.2.2 Resolver la ecuacion t2x’ = tx — x? + t2. Obtener la solucién
particular que verifica x(0) = 0. 4Y para ©(0) =12, sy (1) =07¢

La ecuacién es homogénea, ya que

con lo cual, realizando el cambio de variable y = x/¢, obtenemos una ecuacién
separable,

! 1 t
] Ll =7 arctanhy =In|t| + C & # = y(t) = tanh (In|t| + C),
-y
t(t? — k)
z(t) = ttanh (Int| + C) = R
con k = e2C.
k=1|| x
k=0
k=0 k=2
t
k=-2

Figura 1.2: Soluciones de la ecuacién t22’ =tz — x2 + t2

Para esta ecuacién, dar valores iniciales en ¢t = 0 resulta patolégico, puesto
que, sustituyendo ¢ = 0 en la ecuacién, obtenemos z(0) = 0. Es decir, g =
0 es el Unico valor permitido para ¢ = 0. No existen soluciones para otros
valores. Ademas, de la expresién de la solucién general, observamos que todas
las soluciones pasan por x = 0 para t = 0. Es decir, existen infinitas soluciones
con dicho valor inicial.

El otro caso, (1) = 0, implica

1—k tt?—1)
0= 1+k¢k—1éz(t)f o

Notese la solucién lineal z(t) = ¢, que se obtiene para k = 0.

Obsérvese también que las soluciones con k negativo presentan un polo para
t = £y/—k. Por tanto, estas soluciones estdn definidas para t € (—o0,%) o para
t € (t,00). No son prolongables a todos los valores de ¢. En cambio, las soluciones
con k positivo no presentan polos reales, asi que si son prolongables a todo valor
de t.

Noétese también que, para grandes valores de |¢|, todas las soluciones tienden
a la solucién lineal z(t) = t.
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Ademas, en el limite k tendiendo a infinito, descubrimos otra solucién li-
neal, z(t) = —t, que no estd comprendida en la solucién general obtenida. Es,
pues, una integral singular. Otra manera de encontrarla seria buscar soluciones
lineales, x(t) = At,

At? = A2 — A% 412 = A2 =1,

lo que nos permite comprobar que las tinicas soluciones lineales son precisamente
z(t) =t, x(t) = —t.

Otro tipo que se reduce a ecuaciones separables son las ecuaciones de la
forma

' = f(at + bx), (1.7)
donde a, b son constantes. El cambio de variable dependiente que las convierte
en separables es y(t) = at 4 bx(t), ya que, derivando implicitamente,

/

Yy
a+bf(y)

Ejemplo 1.2.3 Resolver la ecuacién x' = (t + x)> — 1. Obtener la solucidn
particular que verifica z(0) = 1. ;Y para (0) =07

Y =a+bx' =a+bf(y) & =1.

Basta hacer el cambio y(t) =t + x(¢),

y' 1 1
Z =l —=t+C&ylt)=———F
32 Y + y(®) t+C’
() =yt)—t=——— 1
€T = — = — —
4 t+C "

soluciones que no estan definidas en t = —C.

N/

=t
[ A
Figura 1.3: Soluciones de la ecuacién 2’ = (t +z)? — 1

Para hallar la solucién que verifica 2(0) = 1, sustituimos ¢ = 0 en la solucién

general,

1 1

En cambio, para x(0) = 0,

0=2(0) = —= = z(t) = —t,
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obtenemos una solucién que no estd incluida formalmente en la solucién general,
ya que requeriria una constante C' infinita. Es una solucién singular. Observamos
que es un caso limite al que tienden el resto de soluciones, para valores grandes
dety —t.

1.3. Ecuaciones exactas

Consideremos una funcién de dos variables, F'(t, ), tal que, si reemplazamos
x = x(t), obtenemos una constante, F(t, x(t)) = k. Es decir, estamos tratando
con curvas de nivel de la funcién F.

Derivando esta expresién respecto a la variable ¢, obtenemos

0— dF (t,z(t)) _ OF(x,t) n OF (z,t) dz(t)
B dt ot O dt -’

z=x(t) r=x(t)

con lo cual deducimos que x(t) satisface una ecuacién diferencial de primer orden

a—F:c/ = fa—F, (1.8)
ox ot
Este tipo de ecuaciones de primer orden se denominan ecuaciones exactas,
ya que provienen de la diferencial exacta de una funcion F, y tienen solucién
general sencilla F(t,z(t)) = k, como hemos visto.
El problema se reduce, pues, a identificar qué ecuaciones son exactas, para
poder resolverlas de esta manera.
Si escribimos una ecuacién de primer orden como

identificando términos con 1.8, obtenemos

or_,  or_
or 7’ ot

que es un sistema de dos ecuaciones de primer orden en derivadas parciales para
la funcién F', el cual, como tiene la forma de un gradiente,

grad F' = fux + guy,

tendra solucion si y sélo si rot grad F' = 0, es decir, si se verifica

99 Oof _
5 o =0 (1.10)

condicién que es sencilla de comprobar.

Ejemplo 1.3.1 Obtener la solucién general de la ecuacion tx’ +x = 0. Obtener
la solucion que verifica x(0) = 1. Y la solucion que verifica z(1) = 1.

Esta ecuacion es homogénea, pero también es exacta, ya que

_ N
f(t,.’L') _ta g(t,.’L‘) =, 8z 8t =1 1 _Oa
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por tanto, la solucién general se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones
para el “potencial” F,

%_lz . F(t,z) = tz + h(z)

= = F(t,x) = zt,
oy e
Ox &z

salvo una constante de integracion, que omitimos, con lo cual la solucién general
de la ecuacién diferencial es

k= F(t,2(t)) = 2(t) = %

Estas curvas zt = k son hipérbolas equilateras.

Figura 1.4: Soluciones de la ecuacién tz’ +x =0

Obsérvese que hay una solucién constante, x = 0, que se obtiene de manera
directa sin mds que imponer z’ = 0.

En ¢ = 0 no hay soluciones de la ecuacién. Noétese que la ecuacién diferencial
carece de sentido en ¢ = 0. Por tanto, el problema de valores iniciales (0) = 1
no tiene solucién.

En cambio, el problema para xz(1) = 1 implica 1 = k. Por tanto, la solucién
pedida en este caso es x(t) = 1/t.

Un detalle importante de este método de resolucion es que la exactitud de
la ecuacion depende fuertemente de la forma en la que se presente la ecuacién.

Por ejemplo, si expresamos la ecuacién del ejemplo anterior como z’ +z/t =
0, es facil comprobar que, en esta forma, no es exacta. Para recuperar la ecuacion
exacta, en este caso, basta con volver a multiplicar la ecuacién por un factor ¢.

Este método puede funcionar en varios casos, multiplicar una ecuacién no
exacta por una funcién, que denominaremos factor integrante, de modo que la
ecuacion resultante sea exacta. El problema radica en que no es facil encontrar
el factor integrante, aunque pueda existir. Sélo la practica, o el uso de factores
integrantes muy simples, puede facilitar la tarea.

Por ejemplo, consideremos una ecuacién diferencial como 1.9. Supongamos
que admite un factor integrante Q(¢,x), de modo que

Qfz'+Qg=0
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es una ecuacion exacta. Por tanto, las funciones Q f y Qg deberan satisfacer la
condicion de exactitud,

_0(Qg) 9Qf) _ 0Q ,0Q dg of
0= ~“at Yo f@t+Q{ }

ox Ot

que es una ecuacién diferencial en derivadas parciales y, por ello, un problema
mas complicado que el que pretendiamos resolver.

No obstante, hay algunos casos sencillos que se pueden probar. Por ejemplo,
si el factor integrante depende sélo de z,

1dQ 1 [of Og
Qdx g lot Oz’
el segundo miembro de esta igualdad tiene que depender sélo de z, ya que el

primero no depende de t. Si esta condicién se cumple, el factor integrante se
obtiene por simple integracion,

wate = [ {20 s gy o [ L{2 - 2)ar)

omitiendo la constante de integracién, pues sélo nos interesa un factor integran-
te.
Del mismo modo, si el factor integrante depende sélo de ¢,

u@_1{@ aq

Qdt f
el segundo miembro de esta igualdad tiene que depender sélo de ¢ y el factor
integrante se obtiene por simple integracion,

a0 = [ {2 )i oo [L{2 - 2N,

Ejemplo 1.3.2 Obtener la solucion general de la ecuacion x' + x/t = 0.

or Ot

Esta ecuacién no es exacta con coeficientes f(t,z) =1, g(¢t,z) = x/t,

1Lfof dg| 1

glot oxf 2’
pero como la expresiéon anterior no depende de ¢, tiene un factor integrante
dependiente sélo de =,

1d 1 1
ég = =nQ(x)=—Inz = Q(z) = =
con lo cual la ecuacién
:C_/ + l =0
x ot
es exacta y se puede resolver de la manera habitual,
oF _ 1 F(t,2) = In|z| + h(t)
v F(t,x) = In ot
= = , L) = 1 |Tt|,
oF 1 dh(t) _ 1

T a
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de donde recuperamos la solucién general ya conocida,
In|zt| = K = x(t)t = +e’ = k.

Obviamente, como ya sabemos, como

1 fdg Of 1
floxz otf t
no depende de z, también podriamos obtener un factor integrante que dependa
sélo de t,
1dQ 1
— X == Q)=t,
oat "1 Q)
es decir, recuperamos el factor integrante que ya conociamos.

En todo caso, este hecho, que una ecuacion sea resoluble con dos factores
integrantes distintos, no es en absoluto comun. Simplemente refleja la multipli-
cidad de métodos que se pueden aplicar a una ecuacién tan sencilla, ya que es
lineal, homogénea y exacta.

1.4. Ecuaciones lineales de primer orden

Un caso sencillo, e importante, de ecuaciones resolubles de primer orden lo
constituyen las ecuaciones lineales, que ya hemos mencionado anteriormente,

' =a(t)x + f(t). (1.11)

El caso homogéneo, f(t) = 0, es integrable directamente, ya que es separable,

x’:a(t)x(:)/d?x:/a(t)dt(:rln|x|:/a(t)dt—i-C,

z(t) = kel a®dt (1.12)

donde k = +¢e€, lo cual nos permite obviar el valor absoluto de x.

Es fécil ver que, si conocemos una solucién particular de la ecuacién inho-
mogénea 1.11, tenemos la solucién general. Sean x1, ro dos soluciones particu-
lares, es decir, verifican

xy = a(t)zr + f(t), x5 =a(t)rs + f(1).

Restando las ecuaciones, es obvio que ;, = 2 — 1 es una solucién particular
de la ecuacién homogénea,

Por tanto, dos soluciones de la ecuaciéon inhomogénea difieren en una solucién
de la homogénea, xo = x1 + 1. Asi pues, si anadimos a una solucién particular,
zp, de la ecuacién inhomogénea la solucién general de la ecuacién homogénea,
estamos construyendo todas las soluciones posibles de la ecuacién inhomogénea,
es decir, su solucién general,

2(t) = zp(t) + kel @O, (1.13)
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A su vez, también podriamos descomponer, usando el principio de super-
posicién lineal, f(t) = f1(t) + f2(t), con lo cual la solucién particular se des-
compone a SUl Vez en T, = Tp1 + Tp2, soluciones de las equaciones inhomogéneas
con término independiente fi(t), fa(t),

x;ﬂ = a(t)rp1 + f1(t), $;2 = a(t)zp2 + f2(1),
como se comprueba facilmente,

Ty = Ty + Ty = a(t) (Tp1 + 2p2) + (f1(E) + f2(t) = a(t)zy + (2).

Es decir, podemos descomponer f(t) en sumandos f1(t), fo(t) y obtener
soluciones particulares para cada uno de ellos, zp1, p2. Una solucién particular
de la ecuacién serd la suma de ambas.

La ventaja de esta manera de proceder radica en abordar varios problemas
sencillos en lugar de un solo més complejo.

Todas estas consideraciones se extienden sin dificultad a ecuaciones lineales
de orden superior y sistemas de ecuaciones lineales.

Todo se reduce, pues, a encontrar una solucién particular de la ecuacién inho-
mogénea. En casos sencillos podra hacerse por inspeccién directa de la ecuacién,
pero existe un método algoritmico para generarla.

El método de Lagrange o de variacion de constantes consiste en
buscar soluciones de la forma 1.12 en las que se permite variar a la constante k,

2, (t) = k(t)el @ dt,
Al introducir esta expresion en la ecuacién inhomogénea obtenemos
(K (1) + a()k(t) el “D % = a(t)k(t)e “O % 1 f(2),
K(t) = e Jo®dtry = k(t) = /e*fa@ W) dt + c.
Por tanto, una solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea es

xp(t) — efa® dt/e—j‘a(t) dtf(t) dt,

y la solucién general sera

z(t) = kel oW dt 4 oJ a®) dt/e_f“(t) af(t) dt. (1.14)
Y la solucién del problema de valores iniciales con z(tg) = xo serd
t
z(t) = woelto 9 5 4 oJig () ds / e i W dup(g) gs, (1.15)
to

Ejemplo 1.4.1 Resolver la ecuacién ' = t?x + t2. Hallar la solucion que ve-

rifica 2(0) = 0.

Es una ecuacién lineal con a(t) = t2, f(t) = t2. Comenzamos integrando la
ecuacién homogénea, ' = 2z,

xp(t) = kexp (/t2 dt) = ke!'/3.
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Una solucién de la ecuacién inhomogénea se puede obtener por el método
de Lagrange,

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es

x(t) = ket /3 — 1.

Figura 1.5: Soluciones de la ecuacién z’ = t2z + t2

Una solucién particular se podria haber obtenido en este caso de manera
mas sencilla buscando soluciones constantes, z(t) = K,

0=a2' =Kt?+t’=> K = —1.

Obsérvese que todas las soluciones proceden de la solucién constante x = —1
y van divergiendo a medida que aumenta ¢. Son todas prolongables para todo
valor de t, ya que no presentan polos.

La solucién pedida verifica z(0) = 0,

Ozk—léx(t):ets/gfl.

Las ecuaciones lineales de primer orden se pueden ver como la aproximacion
de una ecuacién més general en la que la velocidad z’ se escribe como una serie
de potencias en la variable dependiente x,

o' = g(t,x) = ao(t) + a1 (H)x + ag(t)a® + - - - ,

en la que nos hubiéramos quedado sélo con los dos primeros términos, ag(t) =
f(t), a1(t) = a(t), es decir, con la aproximacién a primer orden o aproximacién
lineal.

Por ello, es interesante poder tratar ecuaciones con términos superiores, como
la ecuacién de Bernoulli o la ecuacién de Ricatti, las cuales, como veremos, se
pueden reducir al caso lineal, tras un oportuno cambio de variable.

La llamada ecuacién de Bernoulli,

' = a(t)r + b(t)z", (1.16)
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con n real distinto de la unidad, se transforma sin mas que realizar el cambio
de variable dependiente y(t) = 17" (t),

Y =1 —n)z "2 = (1 —n)at)z' ™" + (1 —n)b(t) = (1 —n)a(t)y + (1 —n)b(t),
en una ecuacion lineal.

Ejemplo 1.4.2 Resolver la ecuacion ' = tx + tx?. Obtener la solucidn que
verifica ©(0) = 1. Y la que verifica z(0) = 0.

Es una ecuacién de Bernoulli de coeficientes a(t) = t = b(t) y n = 2. Hacemos
el cambio y = 1/x,
y' =ty —t,
para obtener una ecuacién lineal, que se resuelve de manera inmediata. La parte
homogénea,

d 2
y = —ty = YW _tdt= In|y| =C —t*/2 = yu(t) = ke™* /2,
Yy
denotando k = +e€.

Y una solucién particular de la ecuacién inhomogénea, que podemos obtener
por el método de variacién de constantes,

yp(t) = 67t2/2 /(*t)€t2/2 dt = —eftZ/Qetz/Q = -1,

1
VO AT

N %

k=2

y(t) = ke /2 — 1= a(t) =

| —— |
-3 ———

_k:/}/ kt
\ k=0 /

Figura 1.6: Soluciones de la ecuacién ' = tz + ta?

Obsérvese que las soluciones con k positivo no estan definidas para todo
valor de ¢, ya que son las tnicas para las que el denominador se puede anular.
En cambio, las soluciones con k£ negativo o nulo son regulares y negativas. Todas
las soluciones tienden, cuando t tiende a +oo a la solucién constante x = —1.

Buscamos la solucién que verifica z(0) = 1,

1

1

k-1
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La solucién que verifica z(0) = 0,

en principio no parece alcanzable, ya que habria que tomar k = oo. Como
hemos visto en ejemplos precedentes, este es un problema de las ecuaciones no
lineales, en las que la solucién general puede no recoger todas las soluciones por
una inadecuada eleccién de constantes de integracion. Si expresamos la solucién
general como,

K
x(t) = —en i K= 1/k,

vemos que la solucién buscada es sencillamente

K
0= —  —~ K=0=a()=0
1-K = 2(t) =0,

solucién limite que habiamos obviado en la solucién general, que podriamos
haber encontrado buscando las soluciones constantes de la ecuacién,

r=c=>0=a"=tlc+c?)=clc+1)=0=>2=c=0,-1.

Luego esta ecuacién tiene dos soluciones constantes.
Otro ejemplo de ecuacion reducible a lineal es la ecuacién de Ricatti,

o' = a(t)z +b(t)x® + f(t), (1.17)

que en el fondo es una ecuacién de Bernoulli inhomogénea con n = 2.
Si conocemos una solucién particular, x,(t),

(1) = alt)ey + b(t)a? + £ (1),
haciendo el cambio z =z, + y,
= z; +y =alzy,+y)+ b(zi + 2zpy + Y+ f=y = (a + 2bzp)y + by?,
esta ecuacién se reduce a una ecuacién de Bernoulli de coeficientes a + 2bz), b

y es, por tanto, resoluble.

Ejemplo 1.4.3 Resolver la ecuacién z' = 2tz + ta? 4 t. Obtener la solucion
que verifica 2(0) = 0.

Claramente se trata de una ecuacién de Ricatti con a(t) = 2¢, b(t) =t = f(¢).
Encontrar una solucién particular es sencillo en este caso, ya que las funciones
constantes, x = K

0=a =t(K*+2K +1)= K = —1,

nos proporcionan una solucién x,(t) = —1. Por tanto, el problema se reduce
a realizar el cambio de variable z(t) = y(t) — 1, para obtener una ecuacién
separable que se resuelve de manera inmediata,

s dy 1 ?+k —2 P+ k+2

Y —tdt= -~ = )= = = at) =
32 = Yy 2 = y(®) t2+k:>$() 2+ k

/

Yy =ty° =
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Figura 1.7: Soluciones de la ecuacién ' = 2tx + tz? + ¢

Obsérvese que la solucién constante z(t) = —1 no estd incluida en esta
expresion general, ya que se obtiene en el limite k£ — oco. Es una solucién singular.
Las soluciones son regulares si k es positivo. En caso contrario, no estan definidas
para todo valor de ¢, ya que se anula el denominador, t = ++v/—k. Todas las
soluciones tienden a la constante, z = —1, cuando t tiende a +oo.

Obtenemos la solucién que verifica z(0) = 0,

k+2 t2
—_— =

0= k=-2=a(t) = 5.

1.5. Analisis cualitativo

En la mayoria de los casos las ecuaciones diferenciales de primer orden no
seran solubles por medio de funciones analiticas conocidas. Sin embargo, esto
no quiere decir que no podamos extraer informacién acerca de las soluciones.

Una informaciéon muy util que nos proporciona la ecuacién de primer orden,
cuando la escribimos en la forma 2’ = f(¢,z), es que la funcién f nos da la
pendiente de la solucién o soluciones, si existen, que pasan por cada punto (¢, x)
del plano T'X. Es decir, estamos viendo la ecuacion diferencial como un campo
vectorial v(t,z) = ut + f(t, =) ux,

dr _ v"

dt ot 1
de modo que las érbitas de sus lineas de campo son precisamente las curvas
dadas por las soluciones z(t) de la ecuacién diferencial. Por tanto, v nos da el
campo de direcciones tangentes a las curvas que son soluciones de la ecuacion
diferencial.

Conociendo las tangentes, podemos trazar de modo aproximado las graficas
de las soluciones de la ecuacién diferencial. Para ayudarnos, podemos trazar las
lineas is6clinas de la ecuacién o’ = f(¢, ), que simplemente son las lineas de
pendiente constante K,

f(ta :L') =K,

que son especialmente ttiles para trazar las lineas del campo.

Ejemplo 1.5.1 Lineas isoclinas de la ecuacion x' = x — t2.
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Las lineas iséclinas de esta ecuacion son de la forma,
r=t+K,

es decir, pardbolas de eje vertical y vértice (0, K). Cudnto més alto estd el
vértice, mayor es la pendiente.
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Figura 1.8: Iséclinas de la ecuacién o’ = x — t2

Uniendo las flechas de las iséclinas, podemos trazar de manera aproximada
las soluciones de la ecuacién.

[\ WA S R S WY
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Figura 1.9: Comparacién entre soluciones aproximadas y exactas de la ecuacién
¥ =x—t?

Pero como esta es una ecuacién lineal, se puede resolver de manera exacta.
La solucién de la ecuacién homogénea,

v =1 = z(t) = ke,
y una solucién particular de la ecuacién inhomogénea,
zp(t) = —e' /th—t dt =* + 2t + 2,

con lo cual la solucién general de la ecuacion lineal es

x(t) =2 + 2t + 2 + ke’
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=4

\

Figura 1.10: Soluciones de la ecuacién 2’ = x — t2

Una manera mas directa de obtener una solucién particular seria buscar una
solucién polinémica de grado dos, z,(t) = At*> + Bt + C, que sustituida en la
ecuacion,

QAt + B=At>’+Bt+C—-t>=A=1, B=2, C =2,

nos proporciona precisamente la misma solucién particular.

1.6. Existencia y unicidad de soluciones

Hasta el momento hemos visto varios ejemplos de resoluciéon de ecuaciones
diferenciales de primer orden y hemos extraido informacién a partir de las solu-
ciones. En particular, hemos visto que lo comun es que el problema de valores
iniciales tenga solucién tnica, es decir, que por el punto (g, o) del plano pase
una tnica grafica de una solucién x(t) de la ecuacién 2’ = f(t, x). Sin embargo,
hemos visto ejemplos concretos en los que por un mismo punto pasaban varias
graficas.

Esta informacién, afortunadamente, se puede extraer de la ecuacion sin nece-
sidad de conocer la solucién general o del problema de valores iniciales. Daremos
unos resultados al respecto sencillos de aplicar.

Teorema 1.6.1 Teorema de existencia de Peano: Sea f(t,x) una funcion
continua y acotada (|f(t,x)] < M para todo (t,x) € R) en un rectingulo R
centrado en (to,x0), R = (to — a,to + a) X (xog — b,x0 + b). Entonces existe al
menos una solucidn del problema de valores iniciales ' = f(t,x), z(tg) = xo
en el intervalo (to — 6,0 + &) siendo § = min(a,b/M).

Olvidandonos por un momento del tamano del intervalo, el teorema simple-
mente expresa que si f es continua y acotada en un entorno de (tg, zo), por este
punto pasa al menos una grafica de una solucién z(t) del problema de valores
iniciales ' = f(t,x), x(to) = 2o ¥y que esta solucién existe para valores de ¢ en
un entorno de tg.

Esto quiere decir que por los puntos en el interior de cualquier rectdngulo
R donde la funcién f sea continua y acotada pasa al menos una grafica de una
solucién de la ecuacion.
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Sin embargo, este poderoso teorema no afirma nada acerca de la unicidad
de la solucién. Parece 16gico que, imponiendo condiciones maés estrictas que la
simple continuidad y acotacién de la funcién f, podamos llegar a demostrar la
unicidad.

La solucién nos la da el bello teorema de Picard, de sencilla demostracion a
partir del teorema del punto fijo.

Teorema 1.6.2 Teorema de existencia y unicidad de Picard-Lindelof:
Sea f(t,x) una funcién continua, acotada y lipschitziana respecto de la variable
x (existe k contante tal que |f(t,z2) — f(t,21)| < k|lxe — x1]) en un rectdngulo
R centrado en (tg, o), R = (to — a,to + a) X (xg — b,xo + b). Entonces existe
solucion unica del problema de valores iniciales ' = f(t,x), x(tg) = xo en el
intervalo (to — d,to + 0) siendo 6 = min(a,b/M,1/2k).

La exigencia de que la funcién f sea lipschitziana implica que los cocientes

f(tan) — f(t’xl)

T2 — 1 ’

deben estar acotados por una constante k. Por tanto, esta condiciéon se puede
sustituir por otra mas sencilla de aplicar, aunque mas estricta, que es simple-
mente que funcién f tenga derivada continua y acotada respecto a la variable
x.

af(t, . .
Corolario 1.6.1 Si f(t,z) y % son funciones continuas en un entorno

de (to, o), entonces existe solucion unica del problema de valores iniciales x’ =
ft,x), z(to) = xo en un entorno de to.

Por tanto, si en un recinto compacto la funcién f y su derivada parcial
respecto a la variable dependiente x son continuas, por cada punto interior del
recinto pasard una y sélo una grafica de una solucién de la ecuacién ' = f(¢, x).
Es decir, las graficas de las soluciones no se cortan en ningtin punto.

Revisemos los ejemplos anteriores a la luz de estos teoremas:

En el ejemplo 1.2.1 la funcién es f(t,x) = tz, polinémica y, por tanto,
continua y con derivadas de todos los érdenes continuas en cualquier recinto. Por
tanto, el problema de valores iniciales tiene siempre solucién tnica. Lo mismo
sucede con la ecuacién del ejemplo 1.2.3, de funcién f(t,z) = (t + x)? — 1, con
la ecuacién del ejemplo 1.3.2, de funcién f(t,x) = t2x + t2, la del ejemplo 1.4.2,
de f(t,x)) = tx+tx?, y la del ejemplo 1.4.3, de f(t,x)) = 2tz +tz® +t, y la del
ejemplo 1.5.1, de f(t,z)) = = — t%.

En el ejemplo 1.2.2; la funcién es f(¢,r) = 2/t — 2%/t + 1 que es racional y,
por tanto, continua y con derivadas de todos los érdenes continuas en cualquier
recinto que no incluya los puntos donde se anula el denominador. Por tanto,
el problema de valores iniciales tiene solucién tnica salvo tal vez para ty = 0.
Observamos que es asi. Por (0,0) pasan infinitas graficas de soluciones y por los
puntos (0, zg), £o # 0 no pasa ninguna.

Algo parecido sucede con el ejemplo 1.3.1, donde la funcién es f(t,z) = —x/t.
También en este caso el problema de valores iniciales tiene solucion tnica salvo
tal vez para to = 0. Por (0,0) pasa una dnica solucién z(t) = 0 y por los puntos
(0,20), o # 0 no pasa ninguna.
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Comparando el teorema de Peano con el teorema de Picard-Lindel6f, obser-
vamos que si la funcién f(t, z) es continua, pero no es lipschitziana o derivable,
podria darse el caso de problemas de valores iniciales cuya solucién estuviera
garantizada, pero no fuera unica. Un ejemplo podria ser el siguiente:

Ejemplo 1.6.1 FEzistencia y unicidad de soluciones de la ecuacidn x’' = 2./x.

La ecuacién es separable, por tanto, su solucién general,

dx
2\/5 \/E 0 :C( ) ( 0) ’
estd formada por parébolas verticales de vértice (tg,0).

=0/ to=2

X=|

Figura 1.11: Soluciones de la ecuacién 2/ = 24/x

Buscamos soluciones de la forma x(t) = A,
0=2VA= A=0,

luego z(t) = 0 es una integral singular, ya que no estd incluida en la solucién
general, ni siquiera como caso limite, para ningun valor de ¢y3. De hecho, esta
recta es la envolvente de las pardbolas de la solucién general, ya que es tangente
a todas ellas en el vértice.

El teorema de Peano es aplicable a todo dato inicial g = z(tg) > 0, ya que
f(t,z) = 24/z es una funcién continua. En cambio, el teorema de existencia y
unicidad sélo es aplicable para xo = x(tg) > 0, ya que f no es derivable siquiera
en x = 0.

{Qué sucede, pues, en los puntos del eje x = 07 El teorema de Peano afirma
que existe solucién para el problema de valores iniciales con 0 = x(tg), pero
ningun teorema garantiza que sea unica.

De hecho, eso es lo que hemos comprobado explicitamente. Cualquier pro-
blema de valores iniciales de la forma 0 = z(ty) tiene dos soluciones al menos,
x(t) = 0y x(t) = (t — to)%. Por tanto, la solucién para este problema existe,
pero no es Unica.

Y no sélo es que la solucion sea doble, sino que podemos generar infinitas
soluciones, pegando trozos de recta con pardbola,

0 t<k
o) ={ _py 15k
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Obviamente, estas funciones son continuas y

para cualquier valor de k > to.
= 0, aunque no son de clase C2. También podemos

derivables en t = k, 2/(k)
usar funciones de la forma

para k < tg.

1.7. Ecuaciones auténomas

Las ecuaciones de primer orden auténomas se integran de manera inmediata,

¥ =f(x)=t= d—z—i—kz,
(z)
pero también es posible extraer informacién de ellas sin necesidad de obtener su
solucién general. Supondremos que f’ existe y es continua para poder aplicar el
teorema de existencia y unicidad de soluciones.

La primera propiedad, aparente ya en la solucién general, es que si z(t) es
una solucién, z(t + tp) es también una solucién, ya que f no depende de ¢ y,
por tanto, z’'(t) = f(z) = 2/(t + to). Es decir, las soluciones se obtienen unas a
partir de otras por traslacién.

Otra propiedad es que los ceros de f proporcionan las soluciones constantes:
si f(xo) =0, z(t) = 2 es solucién de la ecuacién =’ = f(z). A estas soluciones
se las denomina soluciones de equilibrio.

Ademsds, las soluciones de &' = f(x) sélo pueden ser constantes, crecientes
o decrecientes. No pueden tener mdximos ni minimos, ya que en ellos 2’ (tg) =
0 = f(xzo). Es decir, se cortarfan con soluciones de equilibrio, lo cual no estd
permitido por el teorema de existencia y unicidad.

Por tanto, las soluciones no constantes estan acotadas entre dos soluciones
constantes, o no estan acotadas, pues son mondétonas crecientes o decrecientes.

Ejemplo 1.7.1 Resolver la ecuacion ' = x + x2.

Esta ecuaciéon auténoma es sencilla de resolver,

dzr 1

_ _ _ ot
mfdté1n|x|fln|:c+1|ftftoé:c(t)f 17kf:I:e“.

ke—t —

Las soluciones de equilibrio son las que verifican « + 22 = 0, es decir, hay
dos, z(t) = 0, z(t) = —1. Nétese que la primera no es accesible por medio de la
solucién general, ya que corresponde a una constante k infinita.

Tenemos, pues, tres regiones de soluciones:

= Para 2 < —1 las soluciones son crecientes, pues ' = f(z) > 0, y tienden,
por tanto, a la solucién de equilibrio x = —1 cuando ¢ tiende a infinito.

= Para z € (—1,0) las soluciones son decrecientes, pues ' = f(x) < 0, y
tienden, por tanto, a la soluciéon de equilibrio x = 0 cuando t tiende a
menos infinito y a x = —1 cuando t tiende a infinito.
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Figura 1.12: Soluciones de la ecuacién 2’ = z + 22

= Paraz > 0 las soluciones son crecientes, pues ' = f(z) > 0, y tienden, por
tanto, a la solucién de equilibrio x = 0 cuando ¢ tiende a menos infinito.

Obsérvese que esta informacién cualitativa la obtenemos sin necesidad de
usar la solucién general de la ecuacion.

1.8. Métodos numéricos y aproximados

Dado que lo anormal es que podamos resolver de manera exacta una ecua-
cion diferencial, aparte de la informacion cualitativa que se ha mencionado, es
preciso contar con herramientas numéricas que permitan resolver las ecuaciones
de manera aproximada.

No es objeto de esta asignatura la resolucién por métodos numéricos de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, se daran algunos métodos sencillos que
pueden dar una idea de su funcionamiento.

El primero de todos nos lo proporciona la demostraciéon del teorema de Pi-
card. Formalmente podemos escribir la solucién de un problema de valores ini-
ciales,

¥ = f(t,x), x(ty) = zo,

del siguiente modo,

z(t) = xo Jr/ f(s,2(s)) ds,

to

lo cual en el fondo supone reescribir el problema como una ecuacién integral, ya
que la expresion no se puede integrar directamente, al desconocer la forma de
x(s).

Sin embargo, esta expresion sugiere que podemos acercarnos tanto como
queramos a la solucién del problema de manera iterativa, tomando xy como
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primera aproximacién de z(s),

x1(t) = z0+/f(s,z0)ds

to

xa(t) = xo—l—/f(s,xl(s))ds

to

X (1)

To + /t f(s,2n-1(s)) ds

to

La convergencia de este método, bajo las condiciones del teorema de Picard,
esta garantizada por el propio teorema.

Este método se conoce como método de aproximaciones sucesivas o de
Picard.

Ejemplo 1.8.1 Resolver el problema x' = tx, x(0) = 1. Resolverlo asimismo
para 2(0) = 0.

Por el ejemplo 1.2.1 sabemos ya que la solucion del problema es
x(t) = et/ 2,

pero vamos a tratar de obtener una solucién aproximada,

t t2
z1(t) = 1+/08d821+§

¢ 2 4
z2(t) = 1+/sx1(s)ds:1+5+§

0

K 2 ¢t 46
xz3(t) = 1+/Osx2(s)ds:1+§+§+4_8

y observamos que obtenemos simplemente el desarrollo de McLaurin de la solu-
cién en este caso,

22 2ot 4 8
= =14+ —+4+—4+—+4+0(t°).
=) =ty Ty T o)
n=0
Para el valor inicial g = 0, el método de Picard conduce a la solucién

x(t) = 0, consistente con la calculada directamente.

Obviamente, este método sera viable si conduce a integrales sencillas, de lo
contrario estamos abocados a la integracién numérica. Por lo que es preferible
en general usar otro tipo de métodos, los métodos numéricos.

La idea de los métodos numéricos consiste en sustituir la variable ¢ en un
intervalo [a, b] por una sucesién de valores equiespaciados,

b—a
N )

to=a,ti1=a+h, ... t,=a+nh, ... tn=a+Nh=>b, h=

tan proximos como queramos, sin mas que aumentar el niimero de valores N. Es-
tos valores se corresponden con otros, g, ...,Zn,..., TN, que aproximan los de
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x(to), ... x(tn), ..., 2(ty) vy que obtendremos convirtiendo la ecuacién diferen-
cial en un sistema de ecuaciones en diferencias. Los distintos métodos numéricos
proceden de la eleccion de esta ecuacién en diferencias.

Para resolver el problema de valores iniciales

¥ = f(t,x), x(ty) = zo,

en un intervalo [a,b], a = xp, una de las primeras ideas que se nos pueden
ocurrir seria aproximar el valor de la derivada por el correspondiente cociente
incremental,
, _dx(ty) _ Tntl —Tn _ Tngl — Tn
X (tn) = = - )
dt tntl — tn h

con lo cual el problema discreto que aproxima el problema de valores iniciales
sera

Tnt1 :xn+hf(tn,:cn), n=0,...,N —1,

con la condicién inicial zg. Este sistema de N ecuaciones con N incognitas,
r1,...,xN puede resolver de manera iterativa. Este método se conoce como
método de Euler.

Este método, no obstante su sencillez, converge muy lentamente, con lo cual
no es muy practico. Proporciona un error de orden h. Una estrategia para mejo-
rarlo serfa tomar més términos en el desarrollo de Taylor de f(t, ). Otra alter-
nativa serfa considerar en la aproximacién, en lugar del valor de f en (¢, ),
el valor correspondiente al siguiente punto de acuerdo con el método de Euler,
(tnt1, Tn+1). Si tomamos la media entre los dos, obtenemos el método modi-
ficado de Euler, que proporciona una convergencia mas rapida que el método
convencional de Euler, con un error de orden h2,

Tn41 :xn+g{f(tn7$n) +f(tn+17$n+hf(tnazn))}v n=20,...,N -1

En realidad, con este tipo de métodos se puede llegar a errores de orden h*.
Son los métodos de Runge-Kutta de orden k.

Ejemplo 1.8.2 Resolver numéricamente el problema de valores iniciales x’' =
x+t, 2(0) =0 para t € [0,1] con intervalos de 0,1. Resolver igualmente con
condicién x(0) = —1.

Esta ecuaciéon se puede resolver de manera exacta con el cambio de variable
y=x+t,

d=y —1=y=Ily+1|=t+C=y(t) =ke' —1= x(t) = ke’ — 1 —t,
y con la condicién z(0) = 0,
z(t)=e —1 -t

Aplicando los métodos de Euler y Euler modificado con intervalos h = 0,1,
obtenemos los resultados de la tabla 1.1.

Obsérvese, como era esperable, que la precisiéon del método de Euler es muy
inferior a la del método de Euler modificado.

Del mismo modo, podemos aplicar los métodos a la condicién z(0) = —1.
Los resultados se incluyen en la tabla 1.2.
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t Exacto | Euler | Euler mod.
0.0 | 0.0000 | 0.0000 0.0000
0.1 | 0.0052 | 0.0000 0.0005
0.2 | 0.0214 | 0.0100 0.0210
0.3 | 0.0499 | 0.0310 0.0492
0.4 | 0.0918 | 0.0641 0.0909
0.5 | 0.1487 | 0.1105 0.1474
0.6 | 0.2221 | 0.1716 0.2204
0.7 | 0.3138 | 0.2487 0.3116
0.8 | 0.4255 | 0.3436 0.4228
0.9 | 0.5596 | 0.4579 0.5562
1.0 | 0.7183 | 0.5937 0.7140

Cuadro 1.1: Valores exactos y numéricos para 2’ = x + ¢, (0) =0

t Exacto | Euler | Euler mod.
0.0 -1.0 -1.0 -1.0
0.1 -1.1 -1.1 -1.1
0.2 -1.2 -1.2 -1.2
0.3 -1.3 -1.3 -1.3
0.4 -1.4 -1.4 -1.4
0.5 -1.5 -1.5 -1.5
0.6 -1.6 -1.6 -1.6
0.7 -1.7 -1.7 -1.7
0.8 -1.8 -1.8 -1.8
0.9 -1.9 -1.9 -1.9
1.0 -2.0 -2.0 -2.0

Cuadro 1.2: Valores exactos y numéricos para 2’ = z + ¢, (0) = —1
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k=2

k=0

Figura 1.13: Soluciones de la ecuacién 2’ = x + ¢

El resultado puede parecer sorprendente, pero no lo es en absoluto. La so-
lucién del problema es la recta x(t) = —1 — t. Por tanto, la pendiente de la
grafica es constante y coincide con el valor aproximado obtenido como cocien-
te incremental. Por eso los métodos numéricos proporcionan valores exactos en
este caso.



