Capitulo 3

Transformadas integrales

Objetivos
= Conocer las propiedades de la transformada de Laplace y de Fourier.

= Aplicar la transformada de Laplace y de Fourier a la resolucién de ecua-
ciones diferenciales lineales.

3.1. Transformadas integrales

Las transformadas integrales son operadores que asocian nuevas funcio-
nes a funciones de un determinado conjunto mediante integracién respecto a un

determinado parametro,
b
:/ K(t, 5)f(t) dt. (3.1)

A la funcién K(t,s) se la denomina nicleo integral de la transformacién
y el intervalo de integracién (a,b) suele ser infinito. A la funcién F(s) se la
denomina transformada de la funcién f.

Normalmente la transformada integral se puede invertir por medio de una
transformada inversa, con un nicleo integral parecido al inicial.

Obviamente las transformadas integrales son transformaciones lineales. Para
f, g funciones transformables y a,b € R,

h(t) = af(t) + bg(t) = H(s) = aF(s) + bG(s),

al estar definidas por medio de integracién, que es una operacién lineal.

La idea de las transformadas integrales es descomponer la funciéon f en su-
ma infinita de funciones de la forma K (t, s¢), segin interese para el problema
concreto.

Por ejemplo, en electromagnetismo, 6ptica, hidrodindmica. . . puede interesar
descomponer una senal f(t) es suma de senos y cosenos de distinta frecuencia
w y amplitud A, las llamadas ondas planas A, e™?,

F w —zwtf f ﬁ zth d
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60 CAPITULO 3. TRANSFORMADAS INTEGRALES

es decir, F'(w) es esencialmente la amplitud A,, correspondiente a la frecuencia
w en la descomposicién de la senal f(t) en ondas planas.

En teoria de control, circuitos, resistencia de materiales es importante otra
transformada integral, la transformada de Laplace,

o0
F(s) = / e 5 f(s) dt, (3.2)
0

que, como su aspecto indica, es especialmente til para analizar problemas en los
que predomine un comportamiento exponencial, como, por ejemplo, los sistemas
y ecuaciones lineales de coeficientes constantes que se estudiaron en el tema
anterior. Esta serd la principal aplicacién que le daremos en este tema.

En el caso de la transformada de Laplace, la transformada inversa no es
sencilla, ya que recurre a técnicas de variable compleja.

Aparte de la transformada de Laplace, existen muchas otras, las transfor-
madas de Hankel, Mellin, Hilbert, Z. .. que se aplican a problemas concretos de
la teoria de la senal.

3.2. Propiedades de la transformada de Laplace

La principal propiedad de las transformadas integrales es que permiten redu-
cir un problema dinamico, dependiente del tiempo, con derivadas de la funcién
senal, a un problema algebraico, sobre el papel mucho mas sencillo de resolver.

Integrando por partes, u = e~5t, v = f(t)

[ estrwde= @y s [ e = sF(s) - 0,
0 0
obtenemos un importante resultado,

G(s) = sF(s) = f(0), g(t)=f'(t), (3-3)

si e7 5t f(t) tiende a cero para algiin valor de s cuando ¢ tiende a infinito.
Observamos que la transformada ha cumplido su objetivo: ha convertido la
derivada de f en un producto por la variable independiente s.
Este resultado se puede iterar para obtener expresiones de derivadas supe-
riores, h(t) = f™(t),

H(s)=s"F(s) = f*7D(0) = sf*72(0) = --- = s"72f(0) = "1 f(0), (34)

sif, f',....f™ admiten transformada convergente.
Por tanto, estamos sustituyendo esencialmente derivadas de orden n por
potencias de grado n de la variable independiente.

Ejemplo 3.2.1 Transformada de la funcién exponencial f(t) = e®.

Por integracion directa,

00 (a—s)t7>® 1
F(s) = / e e dt = [e } = ,
0 0

a— s Ss—a

para s > a.
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Ejemplo 3.2.2 Transformada de la funcidn potencia f(t) =t", n € N.

Por integracién por partes, u = t", v = —e~%!/s
) 675t oo n [e'e)
F(s) = / e S dt = — {t" ] + —/ e sl at
0 s o s Jo
n [ _, n! [ n! e st]™ n!
= —/ e ldt = = — e tdt = —— =—,
s Jo s™ Jo s s snt
para s > 0.

Recurriendo a la funcion Gamma de Euler, definida para z > 0,

I(z) := /OO e "L dt, (3.5)
0
que no es més que una generalizacién del factorial, ya que, para n € N,
I'(n) = (n—1)} I'(n+1) = nl'(n),
como se comprueba facilmente,
(1) = /Oo etdt=[-e"|F=1=0, O
0

integrando por partes, u = t*, v = —e™ ¢,

Iz +1) :/ e " dt = [—e ') + J;/ e "l dt = aT(x), O
0 0
y, por tanto,
'n)=n—-1)(n—=2)---1-T(1)=(n—-1)!, O

podemos extender la transformada de Laplace a cualquier potencia no entera,
a > —1, con el cambio de variable u = st,

o0 ) 1 > I 1
/ e S dt = — / e “u“du = M O
0 st Jo

Sa—i—l ’

que, obviamente, se reduce a la expresiéon conocida para n € N,

Ooefstt"dt* Fn+1) n!
o - gn+1 - gnt+l’

Ejemplo 3.2.3 Transformada de la funcién f(t) = /.

Como f(t) = t'/2, podemos aplicar la férmula para potencias no naturales

con o =1/2,
F(S) :/ eist\/gdt: F(3/2) _ \/E
0

$3/2 T 9g3/27

of%

D(3/2) = 5T(1/2) =
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rx)

Figura 3.1: Gréfica de la funcién I'(x)

Ejemplo 3.2.4 Transformada de las funciones f(t) = sinat, g(t) = cosat.

Las podriamos obtener por integraciéon directa, pero resulta mas cémodo
usar la transformada de la exponencial,

F(s) = / e 'sinat dt = —/ e st (ewt _ e—mt) dt
0 21 Jo
_ 1/ 1 1\ a
T 2i\s—ia s+ia) s24+a2’
G(S) = / eist cos at dt = 5/ 67575 (elat + efzat) dt
0 0

_ (1 1y
2 \s—ia s+ia) s2+a?

Esta ultima transformada la podriamos obtener también directamente, te-
niendo en cuenta que g(t) = f’(t)/a. Por tanto,

a 52 4+a?’

Hay productos de funciones cuya transformada es sencilla, como es el caso
de las exponenciales:
Sea g(t) = e f(t). Entonces,

G(s) = F(s —a), (3.6)

es decir, la exponencial se traduce en una traslacién del pardmetro, como se
comprueba,

G(s) = /OOO e Ste f(t) dt = /OO e" I () dt = F(s —a). O

0

Y también el producto por monomios:
Sea g(t) = t" f(t). Entonces,

G(s) = (=1)"F"(s), (3.7)
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como se comprueba facilmente, derivando bajo el signo de integral,

> —styn _ (_1\n Oodn(eist)
/0 et £ (1) dt = ( 1)/0 T sy an

(—Und% /OOO e f(t)dt = (~1)"F")(s). O

G(s)

Ejemplo 3.2.5 Calcular la transformada de h(t) = t"e®.

No es preciso realizar integral alguna, ya que, si utilizamos la transformada

de f(t) = 1",

n!

H(s) = /Oooe“eatf(t)dt: F(s—a)= m,

pero también podfamos haberla calculado usando la transformada de g(t) = e,

1) = [ e g = (1760 = (04 (1) = e

s—a

No sélo eso, la divisiéon por ¢ también tiene transformada sencilla:
Sea g(t) = f(t)/t tal que }in% g(t) es finito. Entonces,
—

G(s) = / F(u) du. (3.8)
La demostracion es sencilla. Para t > 0,
[ 2]
s t ], t
por tanto, sustituyendo esta expresion,
Gls) = / —étf( ) gt / dtf(t)/ du et
/ du/ dt f(t)e / F(u)du. O

int
Ejemplo 3.2.6 Calcular la transformada de g(t) = SlTn

Llamemos f(t) = sint. Sabemos que F(s) = 1/(s?>+1). Por tanto, aplicando
el resultado anterior,

> du T
G(s) = — = t - — _arct = ts.
(s) /s 21 [arctan ] 5 —arctans = arccot s

También es interesante la expresion de la transformada de una funcién f
periédica de periodo T', f(t) = f(t +T),

T
F(s) = —— /O et 1 () dt, (3.9)

1—e=sT
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como se comprueba facilmente, sin méds que descomponer la integral de la trans-
formada en intervalos correspondientes a un periodo,

') [ee] T
_ efst — efnsT efsu U u
F(s) = Z/T roa=3 / flu)d

T
= é/o e f(u) du,

1—esT

(n+1)T

haciendo el cambio u = t — nT y usando la suma de una serie geométrica de
razén e *T < 1. O

3.3. Inversion de la transformada de Laplace

Dado que la transformada de Laplace permite simplificar y resolver los pro-
blemas de ecuaciones diferenciales, reduciéndolos a problemas algebraicos, es
necesario saber cémo invertir la transformada de Laplace para devolver la solu-
cién del problema a las variables originales.

Desafortunadamente, no hay una expresion de la transformada inversa de
Laplace al estilo de la que existe para la transformada de Fourier. Sin embargo,
si se puede abordar el problema con técnicas de variable compleja:

Teorema 3.3.1 Sea F(s), funcién holomorfa compleja, salvo en un conjunto
finito de puntos {sg,...,sn} situados en el semiplano R(s) < a. Si existen
K,R,a > 0 tales que F(s)s™ < K para |s| > R, entonces, para R(s) > a, F(s)
es la transformada de Laplace de una funcion f(t) dada por

f) = ZRes (e F(s), sk) t>0. (3.10)
k=0

El resultado anterior proviene de aplicar el teorema de los residuos a la
integral
1 at+iR
— lim dse*' F(s),
21 R—oo J, iR
cerrando el circuito complejo de modo que la acotacién de F(s) permita anular
la integral sobre las rectas que cierran el circuito.

Ejemplo 3.3.1 Hallar la funcién cuya transformada es F(s) = (s —a)~ (1,

Podemos aplicar el teorema anterior, pues claramente se cumple la acotacion
con K =1, aa=0.

Tenemos un polo tnico de orden n + 1 en s = a, luego el residuo serd
1 d» (est)
n!  ds"

tn

Tl

Res (e“(s - a)*("H),a) = e = f(t),

de acuerdo con el resultado del ejemplo 3.2.5.

No obstante lo anterior, en la mayoria de los casos es preferible abordar el
problema de la inversién de la transformada de Laplace, bien descomponiendo
la funcién transformada en sumandos que sean fracciones simples de facil iden-
tificacién, e inversién, por tanto. O descomponer la funcién transformada en
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producto de funciones sencillas cuya transformada inversa se conozca, de modo
que la inversién se pueda realizar por convolucion. Esta tltima técnica tiene, no
obstante, el problema de tener que realizar la integral de convolucion,

Resumiendo, existen al menos tres formas de invertir la transformada de La-
place: recurrir a la integral compleja por el teorema de los residuos, descomponer
la funcién en fracciones simples e identificar los términos resultantes o descom-
poner la funcién en producto de funciones sencillas y realizar el producto de
convolucion de sus primitivas.

3.4. Convolucion de funciones

Otra operacién importante, relacionada con las transformadas integrales es
el producto de convolucién de dos funciones,

/ flw)g(t —u) du (3.11)
En realidad la definicién usual de convolucién de funciones es
(f*g)(t / Fw)g(t —u) du (3.12)

pero como para la transformada de Laplace sélo intervienen los valores f(t),
g(t), t > 0, es como si hubiéramos tomado nulos los valores f(t), g(t), t <O0.

Esta operacién es conmutativa, f* g = g* f. Comprobémoslo con un cambio
de variable de integracién v =t — u, dv = —du,

/Otf(u) t—u) dzﬁ/ flt—v)g(v)dv = (g f)(t). O

También es sencillo comprobar que esta operacion es asociativa,

(frg)xh=[fx(gxh)

El origen de esta operacién, independientemente de sus propiedades ma-
tematicas, es multiple.

Supongamos que queremos sustituir una funcién f(¢) con malas propiedades
de continuidad y derivabilidad por otra funcién més suave f (t). Una posibilidad
serfa sustituir f(¢) por el promedio de esta funcién en los valores préximos
a t. Para ello, integrarfamos la funcién f por una funcién de integral unidad
que tome valores en torno a t y decaiga muy rapidamente, de modo que sélo
contribuyan al promedio los valores préximos a t, por ejemplo, la funcién g(u —

t) = e*(t’“)Z/Q/\/?r. La nueva funcién f(t) serd, pues,

/ F (gl — t) du

que es esencialmente la convolucién de f y g si g es simétrica, g(t —u) = g(u—t).

De este modo, a pesar de que f pueda no ser siquiera continua, su sustituta
suavizada, f (t), serfa tan suave como g, ya que la clase de derivabilidad de f
serd la de g, ya que es esta funcién la que se deriva al derivar f . Escogiendo una
funcién g de clase C°° estarfamos sustituyendo f por una funcién f de clase
C*.
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f(w) ()

I

u t

fit)

Figura 3.2: Gréfica de f(u) y la funcién suavizada f(t) = (f*g)(t)

Ejemplo 3.4.1 Convolucion de la funcidn signo (t) por g(t) —t* /T

Haciendo los cambios v =t — u, w = u — t, y teniendo en cuenta que g es
una funcién par,

2 1 o0 5
f(t) = (f*g 51gno —(t=w)® gy = — e~ (t=u)" 4
\/_

L e

= — e_”zdv:—/e_UQdU:erft.
ﬁ/—t VT Jo ()

Vemos que se ha logrado el objetivo buscado. Se ha sustituido la funcién signo
por una funcién similar, la funcién error gaussiano, con mejores propiedades de
derivabilidad.

Otra interpretaciéon interesante esta relacionada con el proceso de medida
de una senal f(t), que involucra la interaccién con un aparato de medida, un
detector, un filtro, que podemos modelizar en regimen lineal por una funcién

g(t) a través de una integral,
0= [ rgtu—t)du

Por ejemplo, un modelo sencillo e idealizado de filtro o detector es el que
“integra” la senal que le llega en un intervalo centrado alrededor del instante ¢,
[t —a/2,t+ a/2], para dar la medida de la senal,

9(U+a/2) - 9(U70/2) _ X[_a/27a/2](u) N - 1 /t+a/2
t

g(u) = ft) =~

a a a

f(u)dt.

—a/2
Vemos que en este caso, en el limite de un intervalo muy pequetio, a — 0,
recuperarfamos la senal original, }im f@)y=f@.
—a
Pero la propiedad maés relevante a nuestros efectos es que, al aplicar la trans-

formada de Laplace a la convolucién de dos funciones, obtenemos el producto
ordinario de las funciones transformadas. Sea h = f * g,

H(s) = F(s)G(s). (3.13)
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g(u) g(u-t)

-al2al2 ? u t

Figura 3.3: Gréficas de la sefial f(u), el filtro g(u) y la senial medida f(t)

Comprobémoslo haciendo el cambio de variables T'=t — u, U = u,

H(s) = /()Ooe_St(f*g)(t)dt:/ —stdt/f gt —u)d
= /OOO eV F(U) dU/OOO e *Tg(T)dT = F(5)G(s). O

Esta expresién va a ser util para invertir transformadas de Laplace, ya que
nos da la funcién cuya transformada es un producto ordinario de funciones. Y
tiene una notable importancia, ya que nos permite factorizar el efecto del filtro
o de la funcién regularizadora g(t).

Ejemplo 3.4.2 Transformada inversa de H(s) = 1/(s% — a?).

Podemos considerar la funcién como un producto,

H(s) = F(s)G(s), F(s) = ——, G(s) = ——, f(t) = e~ g(t) = e°*,

s+ a s—a

de funciones cuya transformada es conocida.
Por tanto, podemos invertir la transformacién recurriendo al producto de
convolucion,

t —2aut
h(t) = / f t _ ’LL d,u — / e—auea(t—u) du = eat |:€ :|
0 —2a |,

e at sinh at

)

2a a

aunque este resultado se podria haber obtenido de manera directa, descompo-
niendo en fracciones simples H(s),

H(s)i{ LE };»h(t)u.

20 |s—a s+a 2a

También podiamos haberlo resuelto usando teoria de residuos, ya que la
funcién es claramente holomorfa, acotada para grandes valores de |s| y tiene
s6lo dos polos simples, s = +a. Por tanto,

+at
sty 2 2\—1 (s F a)e” 3 e’ e
- ,+ta)= lim —— =1 =+
Res (6 (S a ) a) s—l>ni1a s2 — a2 s—l>ni1a s+ta 2a "’
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con lo cual, de acuerdo con los resultados anteriores,

f(t) = Res (es’f(s2 — a2)_1,a) + Res (es'f(s2 —a?)™!, —a) = 5o

2a
t
Ejemplo 3.4.3 Calcular la transformada de la primitiva h(t) = / f(t)dt de
0
una funcion f.

De la expresién de h deducimos que esta funcion es la convolucién de f con
la funcién constante unidad g(¢) = 1. Por tanto, su transformada es

Este resultado, sin embargo, es consecuencia directa de la expresion de la
transformada de una derivada. Como f(t) = h/(¢),

F(s)=sH(s)— h(0) = H(s) = . .

expresién que coincide con la anterior, ya que hemos escogido la primitiva h(t)
de modo que se anule en el origen,

0
Mm[;ﬂwﬁ&

3.5. Distribuciones

Con la idea de representar funciones definidas a trozos, es conveniente intro-
ducir la funcién paso, escalén o de Heaviside 0,

ww{?igg, (3.14)

que multiplicada por una funcién f tiene el efecto de anular los valores de f(t)
en los negativos.

Bu(t)

a t

Figura 3.4: Gréfica de la funcién 0, (¢)
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Del mismo modo, podemos definir 8,(t) = 6(t — a),

ea(t)z{(l) i;g . (3.15)

Por ejemplo, podemos expresar la funcién caracteristica, o filtro constante,
del intervalo [a, b] como el producto xq(t) = 0(t — a)f(b — 1),

X[a,bl(t){(l) iz{zg : (3.16)

En particular, aparece la relacién entre definiciones de convolucién,

/ F(w)0(u)g(t — u)f t—udu*/f gt —u)d

para funciones f, g que se anulan sobre los negativos.

Ejemplo 3.5.1 Transformada de Laplace de la funcion paso 8,, a > 0.

o0 0o —st @ —as
B4(s) :/ e 0,(t) dt :/ e tdt = — [e } -

para s > 0.
La funcién paso es especialmente 1til para expresar de manera condensada
funciones a trozos.

Ejemplo 3.5.2 Ezpresar la funcion valor absoluto con funciones paso.

-t t<0
Ejemplo 3.5.3 Ezpresar la funcién signo con funciones paso.

signo () ={ 7' |5 =60~ o0

que podemos ver como la derivada de la funcion valor absoluto,

djt
il = signo (t).

dt
También es 1til la expresién de la transformada de g(t) = f(t — a)0(t — a),

G(s) = e **F(s). (3.17)

Haciendo el cambio de variable u =t — a,

G(s)

/O e S f(t—a)f(t—a)dt = /:Oe—stf(t—a)dt
= e % /OOO e f(u)du=e"*F(s). O

La funcién paso 6,(t) es discontinua en t = a, con lo cual no tiene sentido
calcular su derivada. Seria nula en todos los puntos, por tratarse de constantes,
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salvo en t = a, donde no estd definida (es comin representarla en los libros de
fisica como una “funcién impulso” que se anula en todos los puntos, salvo en t =
a, donde toma el valor “infinito”). Por ello es por lo que decimos que la derivada
de 6, no es una funcién, sino una distribucién o funcién generalizada, que
sélo tiene sentido cuando actia sobre otras funciones.

Por ejemplo, una funcién ordinaria f actia sobre otras funciones ¢ por simple
integracion,

flo= [ T H0s() dr, (3.18)

para lo cual restringiremos ¢, funcién de prueba, a un espacio de funciones con
buenas propiedades. Normalmente se exige que sea de clase C*° y que decrezca
en infinito mas rapido que cualquier polinomio o que sea de soporte compacto,
para que la integral anterior esté siempre bien definida.

Por ejemplo, la propia funcién paso actiia sobre funciones de manera trivial,

ol = [ a0~ [~ ot ar

De esta manera, aprovechando las buenas propiedades de las funciones de
prueba, podemos definir las derivadas de distribuciones por simple integracién
por partes,

o= [ T Pl dt = [Fem]%, — / T HO @y de = — / T H0 @) e,

aunque el primer término pueda no tener sentido directamente, ya que f puede
no ser derivable:

= [ T H0d @) dr. (3.19)

De esta manera, definimos una distribucién delta de Dirac como 6, (t) =
§(t —a) =0/ (t), de modo que

Sald] = /jo Sa(t)p(t) dt = /00 5(t — a)p(t) dt == f/oo 0. (t)& (1) dt

- 7/0@ () dt = — [p(1)]° = ¢(a),

de donde concluimos que la actuacién de la delta de Dirac sobre una funcion
simplemente es evaluar esa funcién en a,

sl = [ aorwa= [T se-arma- . G20

Por ello, sélo importa cémo se comporta la funcién prueba en las proximi-
dades de a.
La distribucién § tiene una serie de propiedades importantes:

/OO S(t—a) =1, (3.21)

como se comprueba haciendo actuar la distribucion sobre una funcién que valga
la unidad en torno a t = a.

f()8a(t) = f(a)da(t), (3.22)
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como se comprueba directamente.
En este sentido, podemos calcular la transformada de Laplace de la distri-
bucién 6,

_ - —st B _ e a=>0
Aa(s)f/o e %ot a)dt{o 0<0 (3.23)

para s > 0.

Obsérvese que se ha incluido el caso a = 0 en el cédlculo anterior, asignando
a la distribucién §(¢) la transformada de Laplace A(s) = 1 por continuidad en
el pardametro a,

A(s) =Ap(s) = lim Agy(s) =lime * =1, sis>0.
a—0t

a—0

Esto se hace asi dado que la integral,

/OOO e StS(t) dt = /OOo 5(t) dt,

no estd bien definida, al incluir el valor ¢ = 0 en el borde del intervalo.
Por sus propiedades, la delta de Dirac se emplea en fisica para modelizar
fuerzas que actian durante un breve lapso de tiempo.

Ejemplo 3.5.4 Derivada de la delta de Dirac.

También podemos calcular la derivada de la distribucién delta de Dirac,
usando la definicién de la derivada de una distribucién,

ol = - [ su- gy = —o'),

por lo que la derivada de la delta es una distribucién que proporciona el valor
de la derivada de la funcién sobre la que actia en a, cambiado de signo,

| swewd = o),

— 00

En particular,

/OO 8l(t)dt = 0.

— 00

El producto de una funcién derivable f(¢) por la derivada de la delta también
tiene una expresiéon local, pero no tan sencilla como para la delta,

F()3a(t) = f(a)dg(t) — f'(a)da(t),

como se comprueba con una funcién prueba ¢(t),

/jo {fO50Y e dt = —(f¢) (a) = —f(a)¢'(a) = f'(a)$(a)

| U@ - @0} ot dr. o
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Y su transformada de Laplace es, denotando ¢(t) = d,,(t),

& © de=st oo
G(S) = / €_st6(ll(t) dt = _/ 6(t _ a) € dt — S/ 6(t _ a)e—stdt
0 0 dt 0
_ [ se™ a>0
B 0 a<0’
para s > 0.

De idéntica manera se pueden definir derivadas de orden superior,

16l = (- [ bt — ) (1) dt = (—1)"6" (a),

— 00

por lo que la derivada n-ésima de la delta proporciona el valor de la derivada
n-ésima de la funcién sobre la que actia en a, salvo un signo en los 6rdenes
impares,

| wwewd = (-1,
En particular,

/ 5™ (t) dt = 0,

Su transformada de Laplace es, denotando h(t) = &g ) (1),

dnefst

H(S) _ /OOO efst(‘)'g)(t) dt = (—1)” /OOO 5(t — a) qir

n > o —stdt __ s"e a Z 0
S/O o(t—a)e {0 0 <0

Por tanto, la transformada de la derivada 6™ (t) es s".

dt

3.6. Resolucion de ecuaciones diferenciales

Consideremos un sistema fisico, un circuito, por ejemplo, modelizado por
una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes

aown)+a1xn71)+...+an$:f(t)’

que proporciona la respuesta z(t) del sistema a una fuerza f(t).

Supongamos que queremos hallar la solucién de la ecuaciéon con condiciones
iniciales triviales, (0) = 2/(0) = --- = 2" 1(0) = 0. Es decir, inicialmente el
sistema esta en reposo.

Si aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacion, el primer miembro
se convierte en una expresion lineal para X (s),

F(s)

P(s)X(s) = F(s) = X(s) = P(s)’

P(s) =(aps" + -+ + an),

y, por tanto, permite resolver la ecuacién directamente. El problema residird en
invertir la transformada de Laplace.
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Observamos, pues, que, a nivel de transformadas, la respuesta del sistema
es el producto de la fuerza por una funcién X;(s) = 1/P(s), que se denomima
funcién de transferencia.

Su interpretaciéon es sencilla: consideremos como fuerza f un impulso en el
instante t = 0, f(t) = d(t). En este caso F(s) = 1 y la transformada de la
respuesta al impulso, x7(t), es precisamente la funcién de transferencia.

Es claro que el comportamiento del sistema es conocido con sélo conocer la
funcioén de transferencia. Si en lugar de un impulso actia una fuerza f, la trans-
formada de la respuesta x(t) a dicha fuerza viene dada por X (s) = X;(s)F(s),
con lo cual,

z(t) = (w1 * f)(b),

es decir, la respuesta a cualquier fuerza f se obtiene como convolucién de esta
por la respuesta al impulso.

Obsérvese que, conocida la funcién de transferencia, es irrelevante conocer
el sistema, pues ella nos basta para conocer la respuesta a cualquier fuerza. De
ahi su importancia en problemas lineales.

Ejemplo 3.6.1 Resolver la ecuacion z" + 3z’ 4+ 2x = te™t para t > 0 con
condiciones iniciales x(0) = 0, 2'(0) = 0.

Transformamos la ecuacién,

1

$2X (8)—xf—s10+35X (5)—320+2X (s) = s* X (5)+35X (5)+2X (s) = m,

y podemos despejar la transformada de la solucién,

1
(s+1)3(s+2)
1 n 1 1 n 1
s+2 s+1 (s+1)2  (s+1)%

X(s) =

la cual, una vez descompuesta en fracciones simples, se puede invertir, identifi-
cando los términos,

La ventaja de esta manera de proceder es, no sélo que se ahorran las inte-
graciones, sino que permite obtener la solucién del problema de valores iniciales
directamente, sin necesidad de pasar por la solucidon general. Lo cual no quita
para que se pueda obtener la solucién general, si dejamos libres los parametros
z(0) = xo, 2/(0) = xy,

1
$2X (s) — xfy — swo + 35X (8) — 320 + 2X (5) = T
X(s) xh + sxo + 3x0 1
(s+2)(s+1)  (s+1)3(s+2)
l+zo+axy 142z + 1 1

512 st1 G2 st 1P
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t2
z(t) = —(14+zo+ap)e ? + (14220 +ap)e " —te " + 56_%
t2
= k1€_2t + (5 —t+ kg) et

Del mismo modo, se puede utilizar este método para resolver sistemas de
ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.6.2 Resolver el sistema de ecuaciones ¥’ = 3v+2y+9t, vy = 3y+9
para t > 0 con condiciones iniciales (0) = 0, y(0) = 0.

Transformamos ambas ecuaciones,

sX(s) —xo =3X(s) +2Y(s) + s%’ sY(s) —yo =3Y(s) + g,

de donde podemos despejar las transformadas de la solucién, con g = 0, yo = 0,

R LR TS U S S
- s(s—3)2  s2(s—3) s 2 s—3 (s—3)2
9 3 3
Y() = —2 =24 >
() s(s —3) P

e identificando términos, podemos invertir las transformadas y obtener la solu-
cién pedida,

x(t) =1—3t —e3 +6te™,  y(t) = -3+ 3.

Sin embargo, hemos de ser conscientes de que este método no aporta solucio-
nes nuevas. Es decir, los problemas que se pueden resolver por transformada de
Laplace son esencialmente los mismos que se pueden resolver por otros métodos.

La principal ventaja de la transformada de Laplace es que permite abordar
més facilmente problemas en los que el término inhomogéneo estd definido a
trozos o es singular.

Ejemplo 3.6.3 Resolver la ecuacion " + 22’ + 2z = f(t) con f(t) =t para
te[0,x], f(t) =2m —t para t € [m, 27|, f(t) =0 para t > 27, con condiciones
iniciales x(0) = 0, 2'(0) = 0.

El término inhomogéneo se puede reescribir de manera cumulativa como

ft)=t =20t —m)0(t —m)+ (t — 2m)0(t — 2m),

y su transformada de Laplace es, teniendo en cuenta que para g(t) = f(t —
a)f(t —a), G(s) = e **F(s),

1—2e 75 4+ 6—271'8
F(s) = 5 )

S

Por tanto, la ecuacién se transforma en

1 —92e~ 78 —27s 1 —92e~ 78 —27s 1 1 1
X(S) = € te = € te — — -4 L .
s2(s2 +2s+2) 2 2 s (s+1)2+1
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El segundo factor se identifica directamente,

1 1 s+1

=
2 s+(s+1)2+1 g

G(s) = (t) =t —1+e "cost,

con lo cual podemos invertir la transformada de la solucion,

1
x(t) = 5(1& —1+etcost) — ((t — ) —14+e ¢ cos(t — 7T)) ot —m)
0t —2
+ ((t —21) — 14 e 2™ cos(t — 27r)) ot — 2m) 5 ﬂ),

que desarrollada adopta la expresién
t—1+e "cost
t=l4e cost t [0, 7]
1—t L, o1

x(t) = T+7r+e cost | e +§ t € [m,27]

(1+ 2™ + e*7) # t € [2m, 00)

3.7. Aplicaciones de sistemas de ecuaciones li-
neales

Acabamos la exposicion de los sistemas de ecuaciones lineales con unos cuan-
tos ejemplos de aplicacion directa a problemas fisicos.

Ejemplo 3.7.1 Circuitos LRC

En un circuito con un generador de fuerza electromotriz F, continua o alter-
na, como el de la figura, circula una corriente de intensidad i(¢). Las diferencias
de potencial, aparte de las debidas al propio generador, son debidas a las re-
sistencias R, Vg = iR, a los condensadores de capacidad C, que almacenan
una carga @, Vo = Q/C, y a las bobinas de coeficiente de autoinduccién L,
Vi = Li'.

Figura 3.5: Circuito LRC

Los circuitos se rigen por las dos reglas de Kirchoff, de modo que en cada
nudo de la malla del circuito la suma de intensidades sea nula (la suma de
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intensidades salientes debe ser igual a la suma de intensidades entrantes), y
la suma de diferencias de potencial debe ser nula, teniendo en cuenta que los
términos anteriores se oponen a la circulacién de corriente y, por tanto, deben
contarse con signo negativo.

Asi pues, el circuito de la figura estd regido por una ecuacién diferencial
lineal con coeficientes constantes, recordando que la intensidad es i(t) = Q'(¢),

Q"+ RQ'+ 2 = B()

o bien, en funcién de la intensidad de corriente,

M#m%é:ﬂm

W(x)

Y

Figura 3.6: Viga

Ejemplo 3.7.2 Flexion de una viga.

Consideremos una viga horizontal de longitud L sometida a una carga ver-
tical W (x) por unidad de longitud. La viga sufre una flexién en la direccién
vertical y(z), regida por la ecuacién diferencial

1V) W(z)

pr— L
o z € (0, L),

donde F es el modulo de Young de la viga e I es el momento de inercia de una
seccion recta de la viga respecto a su eje.

Las condiciones de contorno de la ecuacién dependeran de la disposicion de
la viga:

Una viga empotrada por uno de sus extremos, 0, L, tendra ese extremo a
fijo, y(a) =0 = y'(a).

Una viga articulada por un extremo a, tiene y(a) =0 = y”(a).

Una viga con un extremo a en voladizo, tiene y”(a) = 0 = 3"’ (a).

Ejemplo 3.7.3 Sistema mecdnico de resortes acoplados.

La separaciéon = de una masa m unida a un muelle de constante de rigidez
k respecto a su posicién de equilibrio esta regida por la ecuacién del oscilador
armonico, mz” = —kzx.
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X1 X2

ki ko

Figura 3.7: Sistema de dos resortes acoplados

Por tanto, la evolucién del sistema de la figura, formado por dos muelles de
longitudes 1, I3, estd determinada por el sistema,

mixy = —ki(v1 — ) + k2 (22 — 21 — la), maxh = —ka(xe — 21 — l2).

3.8. Tabla de transformadas de Laplace

f(t) F(s) f(t) F(s)
n—1
f'(t) sF(s) = £(0) ) s"F(s) =Y s f 7 0(0)
et . s>a e f(t) Fz(_sof a)
t" neN i t"f(t) (—1)"F™(s)
t a>—1 Hotl) f(t) de periodo T | 1=2or [ e ! f(t) dt
sinat R cosat P
sinh at T coshat -
f)/t Jo~ F(u) du Jo S dt L
0,(t), a >0 e ft—a)f(t —a) e~ F(s)
0q(t), a >0 e s (f x9)(t) F(s)G(s)

3.9. Transformada de Fourier

Tal como enuncidbamos al principio del tema, definimos la transformada
de Fourier de una funcién f(t) como una funcién F' de una variable w,

Flw) = \/% /_ e () dt. (3.24)

Usamos la variable ¢, en cuyo caso w tiene la interpretacion de una fre-
cuencia. Pero también se suele hacer transformada de Fourier respecto a una
variable temporal x. Si x es una variable espacial, la nueva variable k tiene la
interpretacién de un niimero de ondas.

Mantenemos la notacion de mayuscula para las funciones transformadas,
aun a riesgo de confundirlas con la transformada de Laplace. El contexto nos
indicara de qué transformada estamos hablando y ganaremos en simplicidad en
la notacion.
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Existen otras notaciones para la transformada de Fourier. En algunas no
aparece el factor /27, en otras aparece 27 en su lugar. O en lugar de w aparece
2mw. Son todas ellas equivalentes. Si optamos por esta, es porque la identidad
de la energia de Plancherel se simplifica en esta notacion.

A su vez, definimos la transformada inversa de Fourier de una funcién F'(w)
como

£t P (w) dw (3.25)

=/

Como su nombre indica, si transformamos una funcién f con buenas pro-
piedades, al realizar la transformada inversa de F' recuperamos la funcién f.
Aunque si la funcién f presenta discontinuidades en algunos puntos, el resulta-
do de la transformada inversa puede no ser el correcto en dichos puntos.

Para que la transformada de Fourier exista, tan sélo es necesario que [ sea
absolutamente integrable en la recta real, es decir, que |f(¢)| sea integrable en
la recta real,

‘/OO e WHE(L) dt‘ < /oo le™ ™t f(t)| dt = /OO |f(t)|dt < co. O

Para ello es necesario que la funcién f(t) tienda a cero en +oo, aunque no
es suficiente.
No obstante, en general basta con que f(t) sea una funcién de cuadrado

integrable,
IR

—o0
para definir las transformadas de Fourier como valores de Cauchy de las inte-
grales impropias,

F( ) _ 1 I f —iwtf( )
“ o7 Rovo | g
1 o
ft) = — lim e“'F(w) dw. (3.26)

V21 R— J_R

De este modo garantizamos que tiene sentido la identidad de la energia
o identidad de Plancherel,

/OO lf())>dt = /OO |F(w)|? dw, (3.27)

— 00 — 00

propiedad de la transformada de Fourier que no demostraremos.
Noétese que la transformada inversa de Fourier refleja precisamente la inter-
pretacién heuristica que hemos empleado,

= [ tr don S R

wE]R

es decir, hemos descompuesto f en una “suma” de ondas planas de frecuencia
angular w y amplitud F(w). La funcién F simplemente asigna a cada frecuencia
del espectro su amplitud correspondiente.

La identidad de Plancherel indica que la “energia” de la senal f, dada por la
integral de |f(t)|?, se puede calcular bien como una integral en todo el espacio,
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bien como “suma” de las energias de las ondas planas constituyentes, |F(w)|?,
siendo dicha energia igual al cuadrado de su amplitud.

Aplicando reitaradamente la transformada de Fourier a una funcién, acaba-
mos recuperando la funcion de partida:

Sea F(w), la transformada de una funcién f(¢). Si transformamos a su vez
la funcién F,

—zth ) W(_t)F(w) dw = f(ft) = f(t)a

7wl vl

definiendo f como la funcién simétrica de f respecto al eje de ordenadas.

Por tanto, denotando por T la transformada de Fourier, de modo que F' =
T(f), obtenemos que f=T2 (f). Es decir, transformando dos veces una funcién
obtenemos la funcién reflejada.

Y, a su vez, transformando cuatro veces, obtenemos la funcién original, f =

(), ~
f=f=T*(T%(f) =T(f). O
Y como T3 (T(f)) = f, resulta que T2 = T~! es la transformada inversa de
Fourier. Resumiendo,

F=T(f), f=Tf), f=T%F), f=T"f). (3.28)

Al igual que sucedia con la transformada de Laplace, la transformada de
Fourier tiene un buen comportamiento respecto al producto por exponencia-
les, imaginarias en este caso. Las exponenciales se convierten en traslaciones al
transformar:

Sea g(t) = €@ f(t). Entonces,

G(w) = F(w — a). (3.29)

Calculamos las transformadas de Fourier directamente,

G(w) —lwmat f() dt = F(w —a). O

vl

Este resultado tiene su reciproco, ya que las traslaciones se convierten en
exponenciales imaginarias al transformar:
Sea h(t) = f(t — a). Entonces,

H(w) = e " F(w). (3.30)
Se comprueba facilmente,
H(w) e Wt —a)dt = e e~y dy = e " F(w),
v / flt—a) W fly)dy (w)

haciendo el cambio de variable y =t — a. O

Este resultado es interesante, ya que muestra que una traslacién se convierte
en un desfase al transformar, y a la inversa. El siguiente resultado es también
curioso, ya que permite algebrizar la derivada al convertirse en una multipli-
cacién por la variable al transformar. Esto serd de importancia para resolver
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ecuaciones diferenciales, convirtiéndolas en ecuaciones algebraicas, al igual que
sucedia con la transformada de Laplace.

Calculemos la transformada de Fourier de ¢ = f’ integrando por partes y
teniendo en cuenta que la funciéon f debe tender a cero en el infinito para poder
ser integrable en el intervalo infinito,

1

e () dt \/—Q_w[ e ()] %%

e W f(t) dt = iw F(w). O

o = =/

iw
V2T

Por tanto, iterando el resultado, obtenemos la transformada de cualquier
derivada, suponiendo que exista,

gt) = f'(t) = Gw) =iwF(w), h(t)= f”)(t) = H(w) = (iw)"F(w). (3.31)

Del mismo modo, si g(t) = tf(t), derivando con respecto a w bajo la integral,

Gw) = \/%_W/_OO e ™t f(t)dt = \/%_w/_oo % (e7™f(t)) dt = iF'(w). O

De este modo obtenemos el resultado simétrico del anterior,

g(t) = tf(t) = G(w) = iF' (), h(t) =t"f(t) = Hw) = "F(w). (3.32)

Obsérvese que estos resultados, equivalentes de los obtenidos para la trans-
formada de Laplace, son enteramente simétricos, al no aparecer los términos de
valores iniciales, f(0), f'(0)... Esto es logico, ya que integramos en un intervalo
infinito, no semiinfinito.

La aplicacion principal de esta propiedad de conversién de derivadas en mul-
tiplicaciones la tenemos en la resolucién de problemas de ecuaciones en derivadas
parciales:

+

Ejemplo 3.9.1 Resolucion de la ecuacion de la cuerda vibrante infinita, us —
Uze = 0.

Supongamos que la funcién u(x,t) admite transformada de Fourier,

U(w,t) e Wry(x,t) d.

SR

La ecuacién para la funcién U es ordinaria y sencilla de resolver,
Ut +w?U =0 = U(w,t) = A(w)e™" + B(w)e ™1,

con lo cual, invirtiendo la transformada, la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante se escribe como,

u(:c,t) — 127T/ {A(w>eiwt+iwz +B(w)67iwt+iwm} dw,

es decir, hemos descompuesto la onda de la cuerda vibrante como suma de ondas
de frecuencia w que recorren la cuerda en ambos sentidos con amplitudes A(w),
B(w), que deberdn determinarse por las condiciones iniciales del problema.



3.9. TRANSFORMADA DE FOURIER 81

Usando las propiedades de la traslacién y la exponencial,
u(z,t) = a(z +t) + bl —t),

es decir, la senal u se descompone en una senal que avanza hacia la izquierda y
otra que avanza hacia la derecha.
Supongamos como valores iniciales, u(x,0) = f(x), u(x,0) = g(z). Enton-

ces,
/ o
f=a+b, g=d -b =d= ! ;g, b/:% =
a:f+fg+k, b:f*fg_k’
2 2
con lo cual la solucién del problema de valores iniciales es,
flx+t)+ f(x—t) 1 [*F
u(x,t) = (z+1) : ( +3 9(y) dy.
r—t

Ejemplo 3.9.2 Resolucion de la ecuacion del calor en una varilla infinita, us —
Ugzr = 0.

Al igual que en el ejemplo anterior, suponiendo que u admite transformada
de Fourier, obtenemos como ecuacién para U, facil de resolver,

U+ k2U =0 = U(k,t) = F(k)e *t,

cuya solucién, después de invertir la transformacién de Fourier, proporciona,

1 o0 2, .
u(x’t) = \/—2_7.(./ F(k)eik t+ikz dk,

que depende de una funcién arbitraria F', que se determinara a partir de los
datos iniciales, u(z,0) = f(x),

f(z) = u(z,0) = \/% /_OO F(k)e™® dk,

que sustituida en la expresién de u, nos da la solucién del problema de valores
iniciales para la varilla infinita, completando cuadrados, es decir, haciendo el
cambio de variable y = kv/t —i(z — 2')/2V/t,

1 o0

el dk /OO dx/f(z/>e—k2t+ik(z—z/)

u@t) = o

1 > e 2 e
— d dZCI .’L'/ e Y —(z—a")?/4t
i /_OO y/_oo f")

1 /OO da’ f(z/)ef(zfz')Z/M
Vart J_ o
El teorema de los residuos permite calcular de manera sencilla numerosas
transformadas de Fourier:
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>

T r

Figura 3.8: Recinto de integracion para w > 0

Proposicién 3.9.1 Sea f una funcién meromorfa (analitica salvo en un nime-
o finito de puntos del plano complejo) con singularidades sélo en puntos fuera
del eje real {a1,...,an} C C y que verifica lim f(z) = 0. Entonces,

Z—>00

—/2mi Z Res(f(2)e”™% a;) siw >0

F w) = Sai<0 )
@) 2mi Z Res(f(z)e”"™*,a;) siw<0

Sa; >0

Es decir, para evaluar la integral hay que calcular los residuos en los polos
del semiplano inferior (superior) si w > 0 (si w < 0).

Ejemplo 3.9.3 Transformada de Fourier de f(t) = (t +ia)~!, a > 0.

La funcién f es meromorfa y tiene un tnico polo complejo en z = —ia, en el
semiplano inferior. Luego, al no haber polos en el semiplano superior, F(w) = 0
para w < 0. Para w > 0,

—iwz

F(w) = —V27i Res <te+ , ,m> — \2mie . O
1a

La transformada de Fourier se puede aplicar igualmente a distribuciones:

Ejemplo 3.9.4 Transformada de Fourier de la delta de Dirac.

1 > — 1w 1 > — 1w e*iwa
Aa(w):\/—Q_ﬂ/ ¢ téa(t)dt:\/—Q_ﬂ/ S =0t = = (339)

Esto tiene como consecuencia inesperada, realizando la transformada inversa,
que

—iwa 00

dw = o | (=) gy, (3.34)

_ 1 > iwte
V2T J_so V2T

interesante, y ttil, representacion integral de la delta de Dirac: la delta de Dirac
es una suma de ondas planas de amplitud unitaria, |e”*| = 1.

5(t —a) = 6a(t)
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Esta representacion proporciona una demostracién ingeniosa de la identidad
de la energfa,

| e /OOF<w>Fwdw
_ L dw/ dte Mf()/zdye“y@
_ _/ dt f(t / dym/mdwei“(y*”
| s [ aFws-o- [ seF@
JCR

Ejemplo 3.9.5 Transformada de Laplace de la exponencial imaginaria.

Sabemos que la transformada de g(t) = e f(t) es G(t) = F(w — a). Por
tanto, si tomamos f(t) = 1, con transformada F(w) = V27 (w), obtenemos que
la exponencial imaginaria g(t) = €' tiene por transformada

G(w) = V218(w — a) = V278, (w). O

Este ejemplo muestra un resultado obvio: como una onda plana e*** sélo
tiene una frecuencia a y la transformada simplemente asigna amplitudes a las
frecuencias del espectro de la senal, tendra esta que estar concentrada en w = a.
Es decir, tiene que ser una delta de Dirac centrada en dicha frecuencia.

iat

3.10. Convolucién y correlacién

También podemos relacionar la convolucién de funciones con la transformada
de Fourier, como hicimos con la transformada de Laplace. Sélo que, al estar
manejando funciones definidas en toda la recta real, usaremos la definicién 3.12

de convolucién,
/ F(w)g(t - u) du

La integral de convolucién esta bien definida, ya que, por la desigualdad de

Cauchy-Schwarz,
< ¢ /- N |f<u>|2du\/ / O; 96t — w)[2du
\// IQdU\// y)[*dy,

haciendo el cambio de variable u = t —y en la segunda integral. Luego (f * g) (t)
esta acotada superiormente si f, g son funciones de cuadrado integrable. O

Al igual que sucedia con la transformada de Laplace, la transformada de
Fourier permite factorizar el producto de convolucién de dos funciones:

h(t) = (f *g) (t) = H(w) = V27F(w)G(w). (3.35)

(Fe0) (8] = \ st - wa
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Haciendo el cambio de variable t = y + wu,

V2rH(w) = /Ooe_m(f*g)(t)dt:/oo _Wtdt/ Fw)g(t —u) du

— 00

= /OO e “Yg(y) dy /00 e~ f(u) du = 27 F(w)G(w). O

— 00 —0o0
Este resultado tiene su reciproco,

(F'+G) (W)
N

Se puede demostrar haciendo la transformada inversa del anterior resultado,
pero podemos proceder también de esta manera, a partir del segundo miembro
de la identidad,

i) = f(t)g(t) = J(w) = (3.36)

(F+Q)(w) = /OO Fu)G(w —u)du

— 00

= o [ [T e [Ty
- / s [ ayeogte) [~ aueno
= / g [ dye gty - o

[ et an= vans)

— 00

usando la representacién integral de la delta de Dirac. O

Emparentada directamente con la convolucion esta la operacion de correla-
cion:

Definimos la correlacién de dos funciones f, g como

(f + #g)( / Tl +t) du (3.37)

Si f = g, denominaremos a f * *f la autocorrelacién de f.

La interpretacién de la integral de correlacién es directa. Estamos calculando
la integral del producto de dos funciones, una de ellas trasladada —t. El resultado
serd mayor cuanto mayor sea el area de la grafica de la funcién producto, es decir,
cuanto méas solapen las gréficas, de ahi el nombre de correlacién. Asi pues, al
variar ¢ vamos desplazando la gréfica de una funcién sobre la otra fija buscando
coincidencias entre las dos funciones.

Esta operacién no es, en general, conmutativa. Se podria haber definido
también la correlacién, haciendo el cambio de variable u = v’ — ¢, como

(f x%g)(t) = /Oof— qutduf/ Fl —t)g(u) du
/Ooft—u )du—(f*g)(t),D
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lo cual supone que la autocorrelacién de funciones reales es par (segunda igual-
dad), (f*x*f)(t) = (f**f)(—t), y que f x*xg = f g, expresién que relaciona
convolucion y correlacién.

Las relacién entre transformada de Fourier y correlacién,

h(t) = (f *#g) (t) = H(w) = V2rG(w)F(w), (3.38)

se deduce de manera inmediata, bien usando las propiedades de la convolucién,
bien por integracion, haciendo el cambio de variable t = y — u,

V2rH(w) = /OO et (f xxg) (t) dt = /OO dt e~ /OO du f(u)g(u +t)

— 00 — 00 — 00

o] o0
| dverrgty) [ duE ) = 206(0)Fw). O
—o0 —0o0

Como curiosidad, nétese que T'(f * xf) = v/2r FF = /27 |F|?, es decir, la
transformada de Fourier de la autocorrelacién proporciona el moédulo al cua-
drado de la transformada de la funcién. Por tanto, la autocorrelacion pierde la
informacién referente a la fase de la funcién compleja, al contrario de lo que
sucede con la autoconvolucién, que proporciona el cuadrado de la funcién vy,
por tanto, no pierde la informaciéon de la fase, ya que se recupera la funcién
completa tomando la raiz cuadrada.

En particular, la acotacién de la convolucién conduce, para la autocorrela-
cién, a,

£ef0) < [ T du= (50, 0 (3.39)

lo cual indica que la autocorrelacion esté acotada superiormente por su valor en
t=0.

A veces se define dividiéndola por / |f(u)[*du = (f * +f) (0), de modo

que la autocorrelacién tome valores con médulo inferior o igual a la unidad.

3.11. Tabla de transformadas de Fourier

f(t) F(w) f(t) F(w)
f'(t) Wk (w) () (iw)" F(w)
" f(t) "F (w) Ft(t f(=w)

t
)
flt—a) e~ F(w) et f(t) Flw—a)
(fx9)t) | V2rF(W)G(w) || f(t)g(t) | (F*G)(w)/V2r
8a(t) e~ /\2n etat V216 (w — a)






