Capitulo 4

Ecuaciones de primer orden

Problema 4.1 Demostrar que la solucidn de la ecuacion uy + a(u)u, = 0, con
la condicidn inicial u(x,0) = h(zx), estd dada implicitamente por la expresion
u=h(z—alu)y).

Solucion:

Lo comprobamos explicitamente calculando las derivadas, implicitas de la
solucién,

_ ah(l’ — a(u)y) _ a(‘r - a(u)y) ’r_ / /
Uy = 2 = 51 = 1 -yd (Wuo)h,

uy = = B = —(a(u) + ya'(u)u, )W,

denotando por I’ la derivada de h respecto a su pardmetro.
Despejando u,, uy de las expresiones anteriores,

n a(u)h’

Uy = T—————7, Uy = —————,
T+ ya (u)h Y 1+ ya'(u)h!
que sustituidas en la ecuacion,

h/
T 1t ya (u)l (mafu) +aw) =0,

Uy + a(w)uy = ug
proporcionan el resultado correcto. O
Problema 4.2 Hallar la solucién de la ecuacion u, +y*u, = 2zu que satisface
u(z,0) = h(x). Y la solucion que satisface u(x,1) = h(x). Particularizar para
el caso en el que u(x,1) = .

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a(z,y,u) = 1, b(z,y,u) = y?, c(z,y,u) =
2xu.
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El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) =0, 2(s,0) = h(s) y no
cumple la condicién de transversalidad,
a f'(s) ' _ ' 1
, =
b 96 g awney |0

luego el problema no esta bien planteado.
El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) = 1, 2(s,0) = h(s) y
cumple la condicién de transversalidad,

/
b0 s~ 1 07170
I (r(),90),h(5))
por lo que tendré solucién unica.
El sistema caracteristico es
=1, U =12, 2 =2z,

y sus dos primeras ecuaciones se resuelven inmediatamente,

1

xz(s,7) =7+ afs), y(s,7) = m,

v les podemos imponer las condiciones iniciales,

s=ux(s,0) =al(s), 1=1y(s,0) =

= x(s,7)=7+s, y(s,7)=

1
B(s)
y sustituidas en la tercera ecuacién,

z 724257
- =2(1+58) = z(s,7) = (s)e ,
z
y como z(s,0) = h(s), obtenemos
h(s) = z(s,0) = v(s) = z(s,7) = h(s)eTz""%T.

La solucién del problema de valores iniciales en forma paramétrica es, pues,

2(s,7) =7 +s,  yls,T)= , 2(s,7) = h(s)e™ t2T

)

pero podemos eliminar los parametros s, 7,

1
T=1—— s=x—T=x+——1,
Y

1 22 1
u(z,y) =h <x+— - 1> T
Y
Esta es la solucién general del problema, ya que depende de una funcién
arbitraria, h, de las variables.

Obsérvese que intentar dar el dato inicial sobre el eje y = 0, como hemos
visto, provoca problemas.
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En el caso en el que h(xz) = z la solucién del problema de Cauchy es, susti-
tuyendo,

u(z,y) = (x 1o 1) R R
y

A este resultado habriamos llegado teniendo en cuenta que la ecuacién es
lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican

d b 1

—y:—:y2:>—+.fc:K,

dex a Y
con lo cual, con el cambio de variable U(z,y) = z, V(z,y) = x + y~*, llegamos
a la ecuacion,

uy = - 22u = 2Uw,
a
que se integra directamente,
Inju| = U2+ F(V) = u(U,V) = G(V)e'",
denotando G(V) = £ (V).

Deshaciendo el cambio obtenemos la misma solucién general,

u(z,y) =G <z+ i) 612, O

sélo que presentada de una manera mas sencilla.

Problema 4.3 Hallar la solucion de la ecuacion 2zu, —u, = 4xy que satisface
u(0,y) = h(y). Particularizar para el caso en el que u(0,y) = y>. Hallar la
solucion que satisface u(x, —z?) = h(x).

Solucién:
Los coeficientes de la ecuacién son a = —1, b(z,y,u) = 2z, c(z,y,u) = dzy.
El dato inicial es x(s,0) = f(s) = 0, y(s,0) = g(s) = s, 2(5,0) = h(s) y

cumple la condicién de transversalidad,

a f'(s) ‘ _
, —
b 9'(5) | (4(e).g().h0))

‘—10

por lo que tendré solucién tnica.
El sistema caracteristico es

T =-1, y =2z, z = 4dxy,
y sus dos primeras ecuaciones se resuelven sucesivamente,
ZL'(S, 7_) =—-T+ Q(S)v

§ =22 = =27 +2a(s) = y(s,7) = —7% + 2a(s)T + B(5),
y les podemos imponer las condiciones iniciales,

0=2(s,0)=afs), s=uy(s0)=78(s)=az(s,7)=—7, y(s,7) =517,
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y sustituidas en la tercera ecuacién,
z = 47’(72 —8) = z(s,7) = 92572 + ~(s),
y como z(s,0) = h(s), obtenemos
h(s) = 2(s,0) = v(s) = z(s,7) = 7* — 257 + h(s).
La solucién del problema de valores iniciales en forma paramétrica es, pues,
x(s,7) = —7, y(s,7) =s— 72, z(s,7) = 92572+ h(s),
pero podemos eliminar los parametros s, 7,
T = —x, s:y+72:y+z2,
u(z,y) = h(z? +y) — 2t —22%y, O
0, mas sencillo, llamando H (2% +y) = h(z? +y) — (2% + y)?,
u(w,y) = H(z* +y) +y*. O

Esta es la solucién general del problema, ya que depende de una funcién
arbitraria de las variables.

En el caso en el que p(y) = 3?2 la solucién del problema de Cauchy es,
sustituyendo,

u(z,y) = (2? +y)? — 2 —22%y =4 O

Si el dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) = —s2, 2(s,0) = h(s)
no cumple la condicién de transversalidad,
a f'(s) ‘ B ‘ -1 1

/ - —

b 90) lgoamey |28 72

luego el problema no esta bien planteado.
Fijémosnos en el que el dato inicial de la forma u(z, —2%) = p(z) impone

p(x) = z* + H(0).

=0,

Por tanto, sélo tendrian solucién los problemas con dato inicial de la forma
u(x, —x?) = x* + k. Pero la solucién no serfa tnica, ya que cualquier funcién H
tal que H(0) = k seria vélida.

A este resultado habriamos llegado teniendo en cuenta que la ecuacién es
lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican

d b

—y:—:foé:chLy:K,

dr a
con lo cual, con el cambio de variable U(x,y) =y, V(z,y) = 2% + vy, llegamos a
la ecuacion,

uy = :2y:2U,

¢

b

que se integra directamente,
uw(U,V)=U*+ H(V).

Deshaciendo el cambio obtenemos la misma solucién general,

u(z,y) =y* + H(2® +y). O
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Problema 4.4 Hallar la solucion de la ecuacion uy —uy + “2Fu = 0 que satis-

face u(x,1) = x. Hallar la solucién general usando como dato inicial u(x,1) =
h(z).

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a =1, b = —1, ¢(x,y,u) = u/y — u/x.
El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s5,0) = g(s) =1, 2(5,0) = h(s) = sy
cumple la condicién de transversalidad,

a f'(s) _

1
/ _
b g@‘mﬂmmw>‘

1
10‘_1¢&

El sistema caracteristico es

y sus dos primeras ecuaciones se resuelven inmediatamente,
x(s,7) =7+ as), y(s,7)=—-7+pB(s),
y les podemos imponer las condiciones iniciales,
s=xz(s,0) =a(s), 1=y(s,0)=p5(s)=z(s,7)=7+s, y(s,7)=1-r,
y sustituidas en la tercera ecuacién,
z 1 1

z r—1 745

obtenemos la solucién del problema, denotando §(s) = 4e7(%),

o(s
In|z|=—In|r = 1] —In|7 + s| + 7(s) = z(s,7) = %,
y como z(s,0) = s, obtenemos
_4(s) _ .2 _ s?
s = —T = 6(8) = =5 = Z(S,T) = m

La solucién del problema de valores iniciales en forma paramétrica es, pues,

2
S
SC(S,T):T+S, y(S,T):lfT, Z(S,T):m,
pero podemos eliminar los parametros s, 7,
—1)2
T=1-—y, s=x—7‘=x+y—1:>u(ac,y):(x+y7).lj
Yy

Podriamos haber obtenido la solucién general manteniendo como dato inicial
z(s,0) = h(s), con lo cual
sh(s)

5(8) == *Sh(S) = Z(S,T) = m,
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y la solucion general, con h como funcién libre, quedaria como

(x+y—1Dh(z+y—1)
zy

u(z,y) = .0
A este resultado habriamos llegado teniendo en cuenta que la ecuacién es
lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican
d b
—y:—:—1:x+y=K,
der a
con lo cual, con el cambio de variable U(x,y) = =, V(z,y) = = + y, es decir,
z(U,V)=U, y(U, V)=V — U, llegamos a la ecuacién,

c 20 -V

WL STV en”

que se integra directamente,

Inju| =—-In|UWV -U)|+ F(V)=ulU,V) = %,
denotando G(V) = +ef" (V).

Deshaciendo el cambio obtenemos la misma solucién general,

G(x +
u(x,y) = %7 O

s6lo que presentada de una manera mas sencilla.

Problema 4.5 Hallar la solucién general de xu, + yu, = 1. Resolver los pro-
blemas de valores iniciales u(x,0) = x, u(x,1) = z. Hallar la solucidn general
usando como dato inicial u(x,1) = h(x).

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a(z,y,u) = z, b(x,y,u) = y, ¢ = 1.
Planteamos un problema de valores iniciales més general posible, x(s,0) = s,
y(s,0) =1, 2(s,0) = h(s), de modo que se cumpla la condicién de transversali-
dad,

a f'(s) ‘ _
, =

AR TS PES)

Obsérvese que el dato inicial u(x,0) = h(z) no se puede usar, porque daria

determinante nulo.
Resolvemos el sistema caracteristico,

s 1
10 ‘1#0.

x(s,7) = a(s)e, y(s,7) = B(s)e, z2(s,7) =71+ v(s),

e imponiendo las condiciones iniciales,
S:ZL'(S,O) :OA(S), 1 :y(S,()) :/8(5)7 h(S) :Z(S,()) :7(5)7
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obtenemos la solucién general en forma paramétrica,
x(s,7) = se”, y(s,7)=¢", z(s,7) =7+ h(s).

Podemos eliminar los parametros s, 7 facilmente,

T
T=Iny, s=—,
Yy

con lo cual la solucién general u(z,y) = z es

u(z,y) =lny+h <§) . O

Observemos que las proyecciones caracteristicas satisfacen

T =z, Yy=y= @ =Y

dr «x

es decir, son rectas que pasan por el origen con cualquier pendiente. Por tanto,

no es posible dar el dato inicial ni en el eje X, ni en el eje Y, ni sobre ninguna
de estas rectas.

Por tanto, tal como ya se habia advertido, el problema con u(z,0) = =z,

f(s) = s, g(s) =0, h(s) = s, no se puede resolver. Corresponderia en forma

paramétrica a

=y = Ch,

x(s,T) = se7, y(s,7) =0, z(s,7) =7+ s,

que no permite eliminar los dos parametros, a lo sumo uno,

y =0, s=xe T =z—T.

En cambio para el segundo, u(z,1) =z,
z=u(x,1) = h(z) = h(z) = = h(z/y) = =,
Y
que conduce a la solucién hallada, u(z,y) = Iny + x/y.
Dado que la ecuacién es lineal y que sus proyecciones caracteristicas veri-

fican y = Kz, podriamos haber realizado el cambio de variables U(z,y) = z,
V(z,y) = y/x y reducir la ecuacién a

Sle

c 1
Uy = — = — =
a x
ecuacién ordinaria cuya solucién es
u=In|U|+ F(V),
y deshaciendo el cambio,
u(z,y) =Inle| + F(y/z),

tal como habiamos obtenido previamente.
Obsérvese que buscando soluciones que verifiquen u(z,0) = h(x), que sabe-
mos que es un problema mal planteado, obtenemos que

h(z) = u(z,0) = In |z| + F(0),

y, por tanto, si h(z) = In|x| + K, el problema tiene infinitas soluciones, ya que
es valida cualquier funcién F(y/xz) que verifique F(0) = K. En cambio, si h(x)
no es de esa forma, no habra solucién.
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Problema 4.6 Hallar la solucion de la ecuacion 2yuu, + uy = 0 que satisface
u(z,0) = h(x). Particularizar para el caso en el que u(z,0) = z. Hallar la
solucion que satisface u(y?,y) = 1.

Solucion:

La ecuacién es cuasilineal y los coeficientes de la ecuacién son a(x,y,u) =
2yu, b =1, ¢ = 0, todos ellos funciones de clase C'*°.

El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) = 0, 2(s,0) = h(s) y
cumple la condicién de transversalidad,

a f’(s)‘ _‘0 1‘__1
/ - - )
b 9'6) |y g@mey |10

por lo que tendra solucién dnica el problema planteado.
Para graficas de soluciones en la forma z = u(x, y), el sistema caracteristico
es
T =2yz, y=1, 2=0,

y sus dos ultimas ecuaciones se resuelven directamente,
2(s,7) =7(s),  yls,7) =7+B(s).
y les podemos imponer las condiciones iniciales,
h(s) = 2(s,0) = (s), 0=y(s,0)=B(s) = y(s,7) =7, z(s,7) = h(s),
y sustituidas en la primera ecuacién,
@ = 27h(s) = x(s,7) = 72h(s) + a(s),
y como z(s,0) = s, obtenemos
a(s) = s = x(s,7) = T°h(s) + s.
La solucién del problema de valores iniciales en forma paramétrica es, pues,
z(s,7) = 72h(s) + s, y(s,7) =, z(s,7) = h(s),
pero podemos eliminar los parametros s, 7,
T =y, s=x— 27" =1 — 2y°,
y obtenemos la solucién del problema en forma implicita,
u = h(z —uy?), O

ya que no podemos despejar u sin conocer la forma de h en general. Esta es la
solucién general del problema, ya que depende de una funcién arbitraria de las
variables.

En el caso de que h(z) = z, el problema se simplifica,

X

u=z—uy’ = uz,y) = T+ 2

106



y podemos despejar el valor de u(z,y). O
El otro problema que se plantea tiene por dato inicial z(s,0) = f(s) = s?,
y(s,0) = g(s) = s, 2(s,0) = 1 y no cumple la condicién de transversalidad,

a f'(s)

‘ ‘ 2s  2s
, _
b 9'(5) |(4(s).g().m05))

1 01|70

por lo que es un problema mal planteado y no podemos predecir si tiene solucién
Unica o no.
Como tenemos la solucién general, podemos intentarlo, particularizando para
el dato inicial u(y?,y) = 1,
1= h(0),

lo que no permite determinar la funciéon h, pero indica que cualquier funcién h
que verifique que h(0) = 1 proporciona una solucién de este problema. Luego
tiene infinitas soluciones. O

Por ejemplo, la funcién h(z) = x — 1 proporciona la solucién
9 z—1

— r — — 1= = .
u=2x—uy u(@,y) = 7 Y

Una manera rapida de obtener la solucién general de la ecuacién es plantear
el sistema caracteristico,

dx

— =d du=0
2yu Y, u )

de cuya segunda ecuacién se infiere que u = C4, lo que permite integrar la
primera,
de = 2C1ydy = x — uy® = Cy,

y reobtener la solucién general en forma implicita, eliminando las constantes,
Cy = h(Cs)
u = h(z — uy?),

con una funcién h arbitraria.
Problema 4.7 Hallar la solucién de la ecuacion ruu, — uy = 0 que satisface

u(z,0) = h(x). Particularizar para el caso en el que u(x,0) = Inz. Hallar la
solucion que satisface u(0,y) = H(y).

Solucién:
La ecuacion es cuasilineal y los coeficientes de la ecuacién son a(z, y, u) = zu,
b= —1, ¢ =0, todos ellos funciones de clase C*°.
El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) = 0, 2(s,0) = h(s) y
cumple la condicién de transversalidad,
a f(s) ‘ _
, =
AR TS PETS)

por lo que tendra solucién tnica el problema planteado.
Para gréficas de soluciones en la forma z = u(z, y), el sistema caracteristico
es



y sus dos ultimas ecuaciones se resuelven directamente,

2(s,7)=7(s),  y(s,7) = -7+ B(s).

v les podemos imponer las condiciones iniciales,

h(s) = 2(5,0) =7(s), 0=y(s,0) =p(s) = y(s,7) = -7, 2(s,7) = h(s),
y sustituidas en la primera ecuacion,

&= zh(s) = x(s,7) = a(s)e")T,
y como z(s,0) = s, obtenemos
afs) = s = (s, 1) = se"7

La solucién del problema de valores iniciales en forma paramétrica es, pues,

h(S)Ta y(S, T) =T, Z(Sa T) = h(S),

x(s,T) = se
pero podemos eliminar los parametros s, 7,
T = —, s = we¥?,
y obtenemos la solucién del problema en forma implicita,

u = h(ze¥"), O

ya que no podemos despejar u sin conocer la forma de h en general. Esta es la
solucién general del problema, ya que depende de una funcién arbitraria de las
variables.

En el caso de que h(z) = Inz, el problema se simplifica,

Inx

11—y

u=In(ze’") =lnz+yu = u(zr,y) = ,
y podemos despejar el valor de u(z,y). O

El otro problema que se plantea tiene por dato inicial z(s,0) = f(s) = 0,
y(s,0) = g(s) = s, 2(s,0) = H(s) y no cumple la condicién de transversalidad,

a f'(s) _

’ = =0,
b g'(s) ‘<f<s>,g<s>,h<s>>

0 0
-1 1
por lo que es un problema mal planteado y no podemos predecir si tiene solucién

Gnica o no.

Como tenemos la solucién general, podemos intentarlo, particularizando para
el dato inicial u(0,y) = H(y),

H(y) = h(0) = const.

Por tanto, el problema sélo tiene solucién si H(y) es una constante, no
habiendo solucién en el resto de casos.

En el caso H(y) = k constante, proporciona solucién cualquier funcién h tal
que h(0) = k, por lo que hay infinitas soluciones. O
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Por ejemplo, si u(0,y) = 1, la funcién h(z) = 1 proporciona una solucién
u(z,y) =1,
y si h(z) =1+ z, obtenemos otra
uw =1+ ze’",

en forma implicita.
Una manera rapida de obtener la solucién general de la ecuacién es plantear
el sistema caracteristico,

— = —dy, du =0,
Tu
de cuya segunda ecuacién se infiere que uv = C4, lo que permite integrar la
primera,
Cry+In|z| = co = Cy = £e = ze™,

y reobtener la solucién general en forma implicita, eliminando las constantes,
C1 = h(Cy),

u = h(xze¥"),

con una funcion h arbitraria.

Problema 4.8 Hallar la solucion vdlida para t > 0 de la ecuacion us + uuy, +
Au =0, que verifica u(z,0) = x, siendo X > 0.

Solucion:

El término Au, como u es una velocidad, es un término de rozamiento que
anadimos a la ecuaciéon de Burgers.

Nos estan dando el dato inicial a lo largo del eje X, por lo que tomamos
como parametro s la propia coordenada x,

x(s,0) = f(s) =s, t(s,0)=g(s) =0, 2(s,0)=h(s)=s.

Los coeficientes de la ecuacién son a(z,y,u) =u, b =1, c¢(z,y,u) = —Au.
Comprobamos la condicién de transversalidad,
a f'(s)

h(s) 1 }
/ _ =—-1#0,
b g'(s) }(f(s),g(s),h(S)) ’ ! .

y observamos que el problema de valores iniciales tiene solucién tdnica para
cualquier dato inicial u(z,0) = h(z).
Planteamos el sistema caracteristico,

del cual podemos resolver inmediatamente las dos ultimas ecuaciones,

t(s,m) =7+B8(s),  2(s,7) =7(s)e,
e imponerles las condiciones iniciales,

0=1t(s5,0)=B(s), s=2(50)=7(s)=ts71)=1, 2(57)=se"7,
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y sustituyendo en la primera obtenemos

— AT
— AT = x(S,T) _ _Se}\

+ a(s),

T = se
y la condicién inicial nos permite despejar a(s),
S S —AT
s:z(s,()):oz(s)—xéz(s,T):X(/\Jrlfe ),

con lo cual ya tenemos la solucién del problema de valores iniciales en forma
paramétrica,

x(s,7) = ; ()\‘f' 1- e_AT) , ts,m)=T, z(s,7)= se .

Podemos eliminar los parametros s, T,

AT

—¢ -
D Ny

y obtener la solucién en funcién de las coordenadas, x,t exclusivamente,

t) = Az 0
wet) = Ren -1
Obsérvese que, para grandes valores de ¢, la velocidad u tiende a cero, por
efecto del rozamiento.
Una manera rapida de obtener la solucién general de la ecuacién es plantear
el sistema caracteristico,

_d_:z:_ du

u =

La segunda ecuacién se integra directamente

dt

d
d:C:—Tu:>u—|—)\x:Cl,

y la podemos usar para integrar la primera,

dx

dt = —— =
Cl—)\l'

ca — At =1n|Cy — Azl

u=C1 —\x = Cge_)‘t,

donde Cy = Fe®.
De aqui obtenemos la soluciéon general en forma implicita, eliminando las
constantes,
u= F(u+ \x)e ™,

con una funcién F' arbitraria.
Problema 4.9 Hallar la solucidn general de la ecuacion de Euler xu, +yu, =
nu, siendo n # 0, usando como dato inicial u(x,1) = h(z). Comprobar que

U(z,y) = 2% +y? satisface la ecuacion. Hallar la solucion que verifica u(x,1) =
z, conn = 3.
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Solucion:

Esta es la ecuacién de Euler para funciones homogéneas de grado n, que son
funciones que son suma de monomios de grado n.

En esta ecuacién lineal los coeficientes son a(x,y,u) = z, b(x,y,u) = v,
¢(x,y,u) = du. Planteamos el problema de valores iniciales mds general,

u(z,1) = h(x), es decir, z(s,0) = s, y(s,0) =1, z(s,0) = h(s),
que cumple la condicién de transversalidad,

a f'(s) } _
, _
b 9'(5) |(4(e).g().h0))

s 1
10 ’_—1;&0.

Obsérvese que no podriamos haber dado el dato inicial como u(z,0) = h(x),

ya que no se cumpliria la condicién de transversalidad.
El sistema caracteristico es

cuya solucion es inmediata,
a(s,7) =als)e”,  y(s,7)=PB(s)e”,  2(s,7) =(s)e",
v le podemos aplicar las condiciones iniciales,
s =x(s,0) = als), 1 =1y(s,0) = B(s), h(s) = z(s,0) = v(s),
con lo cual la solucién general en forma paramétrica es
x(s,7) = se, y(s,7)=¢€", z(s,7) = h(s)e",
y podemos eliminar los parametros s, T,

x
T=Iny, s=—,

que sustituidos en la expresién de u(x,y) = z, nos proporcionan la solucién

general,
T
u(z,y) =y"h <—> . O
Yy

Comprobamos que U(z,y) = 2% + y? satisface la ecuacion,
Us(z,y) =2z, Uy(z,y) =2y = 22U, +yU, = 2U,
con lo cual U es una funcién homogénea de grado dos. O

Podemos encontrar la solucién que verifica u(x, 1) = 2 con n = 3 a partir de
la solucién general,

# = u(e,1) = h(@) = hofy) = .
con lo cual la solucién buscada es u(x,y) = zy?. O
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Dado que la ecuacién es lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican

d
& =u, j=y= 2 =Y oy K,
dr =z

podriamos haber realizado el cambio de variables U(z,y) = z, V(z,y) = y/x y
reducir la ecuacion a

ecuacién ordinaria cuya solucién es
Injul =nln|U|+ f(V)=>u=FWV)U",

denotando F(V) = fef/ (V).
Deshaciendo el cambio,

u(z,y) = F(y/x)z",

tal como habiamos obtenido previamente.
Obsérvese que el problema mal planteado u(x,0) = h(x) conduce a

h(z) = u(x,0) = F(0)z",

con lo cual, si el dato inicial no es un monomio de grado n, el problema no
puede tener solucién. En cambio, si h(xz) = Kz™, cualquier funcién F(y/z) tal
que F(0) = K proporciona una solucién, con lo cual hay infinitas.

Problema 4.10 Sea la ecuacion 4xu, + 2yu, = u. Estudiar si el problema
u(z, 1) = h(z) tiene solucidn tnica y resolverlo. Particularizar para el caso en
el que u(z,1) = x. Hallar la solucién de la ecuacion que satisface u(y?,y) = p(y).

Solucion:

En esta ecuacion lineal los coeficientes son a(z,y,u) = 4z, b(x,y,u) = 2y,
c(x,y,u) = u. Planteamos el problema de valores iniciales u(z,1) = h(x), es
decir, f(s) = z(s,0) = s, g(s) = y(s,0) = 1, 2(s,0) = h(s), que cumple la
condicién de transversalidad,

a f'(s)
) _
b 9'(5) | (4(e).g().m05))

4s 1
‘2 0“‘2#Q
por lo que tiene solucién tnica, sea cual sea el dato inicial h(z). O
El otro problema, u(y?,y) = h(y), correspondiente a f(s) = x(s,0) = s?,

g(s) = y(s,0) = s, z(s,0) = h(s), no estd bien planteado, ya que no cumple la
condicion de transversalidad,

/ 2
Z fl((S)) ‘ ‘ 425 213 —0 0O
I8) (£ (s).9(5),1(s)) 5
El sistema caracteristico es
T =4, Y =2y, z =z,
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cuya solucién es inmediata,

z(s,7) = afs)e’, y(s,7) = B(s)e?, z(s,7) = y(s)e”,

y le podemos aplicar las condiciones iniciales,

s=u(s,0)=a(s), 1=y(s0)=p(s),  hls)=2(s,0) =(s),
con lo cual la solucién general en forma paramétrica es
z(s,7) = se'7, y(s, 1) = €7, z(s,7) = h(s)eT,
y podemos eliminar los parametros s, T,
T = lln v, 5§ = i,
2 y?

que sustituidos en la expresién de u(x,y) = z(s, 7), nos proporcionan la solucién
general,

u(z,y) = h (%) Vi O

Podemos encontrar la solucién que verifica u(x, 1) = x a partir de la solucién

general,
x

2= u(w, 1) = hiz) éh<;> - y—ﬂ

con lo cual la solucién buscada es u(z,y) = zy=3/2. O
Dado que la ecuacion es lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican

d
T =4x, y':2y:>—y:£:x:Ky2,
dr 2x

podriamos haber realizado el cambio de variables U(z,y) = vy, V(z,y) = x/y?
y reducir la ecuacion a

ecuacién ordinaria cuya solucién es
1
uf =S |U]+ f(V) = u= F(V)UY?,
denotando F(V) = 4ef/(V),
Deshaciendo el cambio,

T

e = F (%) Vi

tal como habiamos obtenido previamente.
Obsérvese que, si buscamos soluciones del problema u(y?,y) = p(y), que
sabemos que esta mal planteado,

ply) = F()Vy,

comprobamos que los tnicos datos iniciales que tienen solucién son de la forma
p(y) = K,/y. Y las soluciones son infinitas, ya que cualquier funcién F(y/x)
que verifique F(1) = K proporciona una solucién distinta.
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Problema 4.11 Hallar la solucion de la ecuacion xuy + yu, = xy/u que sa-
tisface u(xz,1) = h(z), con x,y,u > 0. Particularizar para el caso en el que
u(z, 1) = v/z. Hallar la solucion que satisface u(z,z) = p(x). Hallar la solucidn

que satisface u(0,y) = q(y).

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a(x) = z, b(y) = y, c(z,y,u) = zy/u, que
son funciones de clase C™ si u # 0.

El dato inicial es x(s,0) = f(s) = s, y(s,0) = g(s) = 1, 2(s,0) = h(s) y
cumple la condicién de transversalidad,

a f'(s) s 1
b g'(s)‘ 1 0‘1’
(f(5),9(s);h(s))
por lo que tendré solucién unica.
El sistema caracteristico es
ry

T =z, Yy =1, z=—,
y sus dos primeras ecuaciones se resuelven sucesivamente,
z(s,7) = afs)e”,  y(s,7) = B(s)e,
v les podemos imponer las condiciones iniciales,
s=ux(s,0) = a(s), 1=y(s,0)=75(s) = z(s,7) =se™, y(s,7)=¢",
y sustituidas en la tercera ecuacién,

S€2T

= 2:2(3, T) = 5€2™ + ~(s),

Z =
z

y como z(s,0) = h(s), obtenemos

h%(s) = 22(5,0) = s4+(s) = v(s) = h*(s)—s = z(s,7) = v/s(e2™ — 1) + h2(s).
La solucién del problema de valores iniciales en forma paramétrica es, pues,

x(s,7) = se’, y(s,7) =¢€", z(s,7) = \/S(€2T — 1) 4+ h2(s),

pero podemos eliminar los parametros s, 7,

T =Iny, §=—,
Yy

y obtenemos la solucién general del problema, ya que depende de una funcién
arbitraria de las variables,

u(z,y) = \/xngrh? (g) O

En el caso en el que h(x) = /z la solucién del problema de Cauchy es,
sustituyendo,
u(z,y) = /ry. O
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Otra manera rapida de obtener la solucién general de la ecuacién es plantear
el sistema caracteristico,
de dy udu

r oy oay’
de cuya primera ecuacién se infiere que x/y = C1, lo que permite integrar la
segunda,
Crydy =udu = u? = Cry? + Co = zy + Cs,

y tomando Cy = H(C4) recuperamos
u? = zy + H(z/y),

con una funciéon H arbitraria, que esta relacionada con la otra forma de la
solucién general mediante H(z/y) = h2(x/y) — z/y.

Si el dato inicial es u(x,x) = p(z), es decir, 2(s,0) = f(s) = s, y(s,0) =
g(s) = s, z(s,0) = p(s), no cumple la condicién de transversalidad,

a fl(s) ‘
!
b 9(5) | f(s).905)1(5))

=0,

s s

11

luego el problema no estd bien planteado.
Fijémosnos en el que el dato inicial de la forma u(z, x) = p(z) impone

p(x) = /22 — 1+ h2(1).

Es decir, que p(x) no puede ser cualquier funcién, o no habra solucién del
problema. Sélo hay solucién si p(x) = Va2 + k. Y en este caso, cualquier funcién
h(x) tal que h?(1) = k + 1 nos proporciona una solucién distinta. 0.

Si el dato inicial es u(0,y) = ¢(y), es decir, z(s,0) = f(s) = 0, y(s,0) =
g(s) = s, z(s,0) = ¢q(s), no cumple la condicién de transversalidad,

a 0
b g'(s)

(f(5),9(s),h(s))

luego el problema no esta bien planteado.
Fijémosnos en el que el dato inicial de la forma u(0,y) = ¢(y) impone

q(y) = Vh*(0).

Es decir, que p(z) no puede ser cualquier funcién, o no habra solucién del
problema. Sélo hay solucién si g(z) = k. Y en este caso, cualquier funcién h(x)
tal que h2(0) = k nos proporciona una solucién distinta. O.

Problema 4.12 Hallar la solucion general de la ecuacion de las superficies de
revolucion, xzy — yz, = 0, usando como dato inicial u(z,0) = h(x). Hallar la
superficie de revolucién que verifica z(x,1) = x.

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a(z,y, z) = —y, b(x,y,2) = x, ¢ = 0. Para
el caso més general del problema de valores iniciales, z(x,0) = h(z), es decir,
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x(s,0) = s, y(s,0) = 0, 2(s,0) = h(s), se tendria que verificar la condicién de
transversalidad,

‘:_S’

/
b g'(s) ’(f(s),g(S),h(S))

lo cual es cierto siempre que el dato inicial no incluya al punto (0, 0).
El sistema caracteristico es

y tiene por solucién
x(s,7) = —a(s)sint + B(s) cost, y(s,7) = a(s)cost + f(s)sint, z(s,7) = v(s),
a la que aplicamos las condiciones iniciales,

s=ux(s,0) = B(s), 0=1y(s,0) = a(s), h(s) = z(s,0) =~(s),
con lo cual la solucién general de la ecuacion en forma paramétrica es

x(s,7) = scost, y(s,7) = ssint, z(s,7) = h(s),
y podemos eliminar los parametros s, 7, ya que, como
@ +yt =50 2(s) = h(s),

tanto 22 +y? como z son funciones de una misma variable s, con lo cual podemos
escribir la solucién general como

z:h(\/acQ—i—yQ) :F($2+y2),

como corresponde a las superficies de revolucién. O

Hubiera sido mucho mds sencillo dividir la ecuacién por xy para resolver la
equivalente z,/y — zz/x =0, con a(z,y, z) = —1/z, b(z,y,2) = 1/y, ¢ =0.

Resolvemos el problema de valores iniciales, cuyo dato inicial podemos pa-
rametrizar con f(s) = s, g(s) =1, z(s) = s,

x(s,7) = —sint + scost, y(s,7)=cost+ ssint, z(s,t)=s,
de donde podemos eliminar s, T,
s=2z, x=—sint+ zcost, y =cost+ zsint,
por ejemplo, elevando al cuadrado las tltimas ecuaciones y sumandolas,
P4y =241+ y2 -2 =1,

que es la ecuacién de un hiperboloide de una hoja. O
Mas corto, podemos usar la solucién general con la condicién z(z,1) = x,

Fa?+1)=z2(x1)=c=+/(22+1) - 1= F2®+y?) = Va2 +y2 — 1,
de donde concluimos que z = /x2 + y2 — 1.
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Dado que la ecuacidn es lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican

dy

T
T = —y, y=1r= :f—éx2+y2:K,
dx Y

podriamos haber realizado el cambio de variables U(x,y) = z, V(z,y) = 2% +y?
y reducir la ecuacién a

Deshaciendo el cambio,
2(z,y) = F (2% +y°),
tal como habiamos obtenido previamente.

Problema 4.13 Hallar la solucion general de la ecuacion a(u)uy —b(u)uy =0,
usando como dato inicial u(x,0) = h(zx).

Solucion:

Resolvemos el problema de valores iniciales mds general, x(s,0) = f(s),
y(s,0) = g(s), z(s,0) = h(s), de modo que se cumpla la condicién de transver-

salidad,
a(h(s)  f(5)
01—t (s)

El sistema caracteristico es

del cual podemos resolver la ultima ecuacién, con la condicién inicial z(s,0) =
h(s),
z(s,7) =7(s), h(s) =z(s,0) =~(s) = z(s,7) = h(s),

que podemos emplear para resolver las otras ecuaciones,
Tt =A(s), y=-—-B(s)=xz(s,7)=A(s)T+a(s), y(s,7)=—-B(s)T+ B(s),
denotando A(s) := a(h(s)), B(s) := b(h(s)).
Usamos las condiciones iniciales,
f(s) = x(5,0) = a(s),  g(s) =y(s,0) = B(s),

y va tenemos la solucién del problema de valores iniciales més general en forma
paramétrica,

'T(Sa T) = A(S)T + f(s)a y(s, T) = _B(S)T + g(s), Z(S’T) = h(s),

lo que equivale a la solucién general de la ecuacion.
Una manera rapida de obtener la solucién general de la ecuacién es plantear
el sistema caracteristico,




de cuya segunda ecuacion se infiere que u = Cq, lo que permite integrar la
primera,
b(u)z + a(u)y = C.

y obtener la solucién general en forma implicita como
u=F(b(u)r + a(u)y),
con una funcién F arbitraria.

Problema 4.14 Hallar la solucién general de la ecuacion xy(zy — zy) = (x —
y)z, usando como dato inicial u(xz,0) = h(z). Hallar la ecuacion de la superficie
que contiene a la hipérbola 2 =y + 22, 2 = 1 y que la satisface.

Solucion:

El dato inicial méds general lo podemos parametrizar como z(s,0) = f(s),
y(s,0) = g(s), 2(s,0) = h(s). La ecuacién es lineal y la reescribimos como

1 1
Zg—zy=|———]%,
T y y T

y tiene coeficientes a = 1, b = —1, c(x,y,2) = (y~' — 27 1)z. Por tanto, el
sistema caracteristico es

del cual se resuelven inmediatamente las dos primeras ecuaciones,
x(s,7) =7+ afs), y(s,7) = =7+ B(s),
con las correspondientes condiciones iniciales,
f(s) =x(s,0) = als),  g(s) =y(s,0) = B(s),

(s, 7) =7+ f(s),  y(s,7)=—-1+g(s),
que nos permiten resolver la tercera ecuacion,

z- _ _T+1f(s) - fg(s) = lnz| = —In|r+ f(s)| = In|r — g(s)| + (),

5(s)
(r+ f(s)(T—g(s))
tomando d(s) = £e7(®). La condicién inicial nos permite identificar la funcién
libre,

z(s,7) =

Bs) = 2(5,0) = ~ 1 rors = 8(5) = = F(9()h(s)

v ya tenemos resuelto el problema en forma paramétrica,

:C(S,T) :T+f(5)7 y(SaT> :77_4’9(5)7 2(577):
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Los parametros s, 7 se pueden eliminar para expresar la solucién en funcién
de x,y exclusivamente,

T+f(s)=wz g(s)—T=y, x+y=[(s)+g(s),
con lo cual s es una funcién de x + y y, por tanto, podemos escribir

F(z+
z(z,y) = M O
Yy
El dato inicial es la curva de ecuaciones z? — y? = 1, z = 1, que podemos
parametrizar con funciones hiperbélicas, ya que cosh? s —sinh? s = 1. Por tanto,
el dato inicial es

x(s,0) =coshs, y(s,0) =sinhs, z=1= 2(s,0)+y(s,0)=¢",

sinh 2s
2

x(s,0)y(s,0) =

y sustituyéndolo en la solucién general,

()’ — 1/ (e")?
F(e®) = F(x(s,0) + y(s,0)) = z(s,0)y(s,0) = —
1
(z+y)?
1 )
y la solucion del problema de valores iniciales es

(x+y)?—

Flx+y) =

2(z,y) = ﬁ ((w+y)2— m) .0

Dado que la ecuacién es lineal y que sus proyecciones caracteristicas verifican

podriamos haber realizado el cambio de variables U(z,y) = =, V(z,y) =z +y
y reducir la ecuacién a

z
vV-U U’
ecuacién ordinaria cuya solucién es

h(V)

denotando h(V) = +ef(V),
Deshaciendo el cambio,

_ h(z+y)
Z(ZC,y) - xy )

tal como habiamos obtenido previamente.
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