Capitulo 5

Ecuaciones de segundo
orden

Problema 5.1 Ezxpresar la ecuacion ueruyy/:EQJrum/x = 0 en forma normal.
Tomar x > 0.

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a = 1, b = 0, ¢(z,y) = 1/22, con lo cual
la ecuacion de las caracteristicas es

@_bi\/bQ—ac_ii

dx a x’

con lo cual la ecuacion es eliptica.
La ecuacién tiene dos familias de caracteristicas complejas,

K =1Inz+1y,
con lo cual el cambio de variable que la lleva a la forma normal es
Ulz,y) =Inz,  V(z,y) =y,
que se invierte facilmente, ya que
(U, V) =éY, y(U, V) =V.

Calculamos las derivadas primeras por la regla de la cadena,

o U9 VO 10 ;0
o9r  oz0U " oxov _zoU ° U
o _oU 9 oVO 0
dy ~ Gyou  ayav _ av’
y, en particular,
Uy =€ Uy, Uy = UY
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Calculamos las derivadas segundas,

Oug U (e Yuy)

Upp = = T e Y (upy — ur),
w. - Ouy _Ouv
vy oy  ov "V

Por tanto, sustituyendo g, tyy, T en la ecuacion,
U U
vy z —2U
0:U11+$2+$:6 (uvu +uvv),

obtenemos la forma normal de dicha ecuacién, que no es otra que la ecuacién
de Laplace,

uyy +uyy = 0. O
Obsérvese que si, en lugar de la constante K, hubiésemos usado
K = e = ze™ = zcosy + iz siny,
habriamos usado las coordenadas polares,
U(z,y) = xzcosy, V(z,y) = xsiny,

ya que la ecuacién no es otra que la ecuacién de Laplace en coordenadas polares.

Problema 5.2 Expresar la ecuacion de Tricomi, uyy — YUz, = 0, en forma
normal.

Solucion:

Los coeficientes de la ecuacién son a(x,y) = —y, b =10, ¢ =1, con lo cual la
ecuacion de las caracteristicas es

dy b++Vb?—ac _ . 1
de a W
con lo cual la ecuacién es eliptica para y < 0 e hiperbdlica para y > 0.
Para y > 0, la ecuacion tiene dos familias de caracteristicas,
2
K=x=+ §y3/ 2,

con lo cual el cambio de variable que la lleva a la forma normal es

2 2
U(w,y)=w+§y3/2, V(w,y)=w—§y3/2,

que se invierte facilmente, ya que

U+V
z(U,V) = *

, maw(%umfw.

Calculamos las derivadas primeras por la regla de la cadena,

8 _ oo e 9 0
dxr 9z doU  dx oV U VvV’
o _ 3_Ui+5_‘/i_fi_ 9
oy ayou  ayov VYeu VYo
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y, en particular,

Uy = Uy + Uy, Uy:\/gUU*\/?UV-

Para la ecuacién de Tricomi necesitamos las derivadas segundas,

U _ w9 +— 0 (uy +uy) = upy + 2upy +u

ww = T 8U B1% U t+uy) =uyy uv +uyv,
ou

Uyy = a—yy = 3_y (Vyuu = Vyuv)

- zf(“U —uv)ty (a{;] a?/) (= uy)

= —(uv —uwv)+y(uyr — 2upy +uyvy).

2\/_
Por tanto, sustituyendo uz,, uyy, ¥ en la ecuacién de Tricomi,

1
0 = Uyy — YUge = —dyupy + —(uU —uy) = ugy = I (uy — uy),

2y
obtenemos la forma normal de dicha ecuacién, en su forma hiperbdlica,

1

W(UU — UV). a

uyy =

En cambio, para y < 0, la ecuacién tiene dos familias de caracteristicas
complejas. Para no arrastrar el signo negativo, realizamos el cambio y = —s,

Uss + SUgy = 07
cuyas caracteristicas satisfacen

ﬁ:iv_s
dx s

2
=z+ 1533/2 =K.
con lo cual el cambio de variable que la lleva a la forma normal es
2 3/9
Uz, s) =z, V(z,s) = 3575

que se invierte facilmente, ya que

JUVY=U,  sUV)= <gv) "

Calculamos las derivadas primeras por la regla de la cadena,

o  o0U 0 ov 9 0
9z~ 0z0U 9zov _ oU’
o _ o ovo _ Lo
9s  0s0U s av
y, en particular,
Uy = Uy, Us = \/EUV.
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Para la ecuacion de Tricomi necesitamos las derivadas segundas,

Ouy
Uy = —H = U )
Oz U
o 8us o 8(\/§uv) - uy
Y = s T as 2y/s vy

Por tanto, sustituyendo u,,, uss, s en la ecuacién de Tricomi,

uy N + uy
5 - Uvu Uvv = —5 3/
2¢/s 253/27

obtenemos la forma normal de dicha ecuacién, en su forma eliptica,

0 = ugs + Sz = s(uyy +uvy) +

uy
uyy +uyy = 37

Problema 5.3 Expresar en forma normal la ecuacion ugzy — Uzy = 0 y obtener
su solucion general.

Solucion:

Esta ecuacién tiene coeficientes a = 1, b = —1/2, ¢ = 0, por lo que la
ecuacién de las caracteristicas es

@_bi\/bQ—ac_

0,—1
dx a T

con lo cual la ecuacion es hiperbdlica.
Las caracteristicas son dos familias de rectas,

Y = Yo, Y=oy — 7,
y podemos hacer el cambio de variable
U(:Cay) =zr+y, V(:Cay) =Y,

para reducir la ecuacién a su forma normal.
Calculamos las derivadas primeras por la regla de la cadena,

o U I IV 9
9r ~ 0z 0U  ozov _ aU’
o U9 Vo 9 9
oy oyoU " oyov _ou T av

y, en particular,
Uy = UY, Uy = UY + UV

Necesitamos las derivadas segundas,
” 8uz o 8uU —u
T o = oU — wuu,
U Qs _ i + i uy = uyv +u
Ty ay - U B U — Wgu uv-
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Por tanto, sustituyendo uz,, gy en la ecuacién,
0= tgy — Uzy = —upy = uyy =0

es la forma normal de dicha ecuacién.
La solucién general de esta ecuacién es

u=GU)+H(\V)=G(x+y)+ H(y),
deshaciendo el cambio de variable. O

Problema 5.4 Reducir a forma normal y hallar la solucion general de uyz, —
2Ugzy + Uyy = 0.

Solucion:

Esta ecuacion tiene coeficientes a = 1, b = —1, ¢ = 1, por lo que la ecuacién
de las caracteristicas es

@7bi\/b2—aci

= =-1
dx a

)

con lo cual la ecuacion es parabdlica.
Las caracteristicas forman una familia de rectas,

z+y=K,
y podemos hacer el cambio de variable
Ul,y) =z, V(z,y)=z+y,

para reducir la ecuacién a su forma normal.
Calculamos las derivadas primeras por la regla de la cadena,

9 _ U0 ovo _ 9 0
dr Oz oU 9z oV U = oV’
d U & oV d

oy yoU  oyav v

y, en particular,
Uy = Uy + UV, Uy = UV .

Necesitamos las derivadas segundas,

Ouy 0 0
= | ==+ == ) (wv +uv) = uyv + 2upv + uyv,

Yoo = Tor T \oU T av
u = % = _8uv =u
Ouy  O(uy +uy)
Ugy = ay — ov uyy +uyvy.

Por tanto, sustituyendo ug,, Ugy, Uyy en la ecuacién,
0 = Ugy — 2Ugy + Uyy = uyy = uyy =0
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es la forma normal de dicha ecuacion.
La solucién general de esta ecuacién es

u=UGV)+H(V)=2G(z+vy)+ H(z+vy),
deshaciendo el cambio de variable. O
Problema 5.5 Hallar la solucion de la ecuacion uy — g, = 0, t > 0, con datos
iniciales u(xz,0) = 0 para x < 0, u(x,0) = sinwx para x € [0,1], y u(z,0) =0

para x > 1, mientras que ui(x,0) =0, para todo x.

Solucion:

El dato inicial es una onda sinusoidal concentrada en el intervalo [0, 1], sin
velocidad inicial. Por la férmula de D’Alembert, la solucién del problema de
valores iniciales es

 fle4t) + f(z—1t) o0 x € (—00,0) U (1,00)
(@) = 2 ’ fls) = sintz  x € 10,1]
t
x+t=1
x-t=0
0<x+t<1
0<x-t<1
x+t=0 x-t=1
0 1 X

Figura 5.1: Dominios de dependencia del intervalo [0, 1]

Claramente, la solucion son dos ondas sinusoidales, una propagandose hacia
la izquierda, otra hacia la derecha, de acuerdo con los dominios de dependencia
de la figura 5.1. En la zona negra se superponen las dos ondas y en las grises las
ondas ya estan separadas. En las zonas blancas no hay ondas y la cuerda estd
en reposo.

En la zona negra, tanto @ — ¢t como x + t estdn en el intervalo [0, 1]. Por
tanto, en esta zona,

sinw(z —t) + sinw(x + t)

u(z,t) = 5

= sinwx cos 7t.

En la zona gris de la derecha, sélo x — ¢ estd en el intervalo [0, 1], Por tanto,

sinm(x —t)

u(z,t) = 5
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En la zona gris de la izquierda, sélo 2+t estd en el intervalo [0, 1], Por tanto,

sinm(z +t) -

u(z,t) = 5

Problema 5.6 Sea u(x,t) una funcion que verifica la ecuacion up — gy =
0,¢t>0,0< x < L, con condiciones iniciales u(z,0) = 0, us(z,0) = 1 y
condiciones de contorno de extremos fijos, u(0,t) = 0, u(l,t) = 0. Calcular
u(z,2L/3).

Solucion:

Resolvemos el problema por zonas. En la zona I podemos aplicar la férmula
de D’Alembert,

_ x4+t x4+t
r—t x

t
L/c .
xtet=L v x-ct=0
o xt I (xt)
1
(ct,x/c) (L,t+(x-L)/c)
(0,t-x/c)
(L-ct,(L-x)/c)
0 (ct=x,0) (QL-x-ct0) X L

Figura 5.2: Zonas de la solucién de la ecuacién

En la zona IT podemos aplicar la ley del paralelogramo, apoyandonos, por
ejemplo, en las rectas x =0, t = 0,

urr(z,t) = w(0,t — x) + ur(t,x) — u(t — x,0) = .

En la zona IT1 podemos aplicar la ley del paralelogramo, apoyandonos, por
ejemplo, en las rectas x = L, t = 0,

urrr(z,t) =uw(lyit+2 — L)+ ur(L—t, L —xz) —u(2L —z —¢,0) =L — x.

En la mitad inferior de la zona I'V podemos aplicar la ley del paralelogramo,
apoyandonos, por ejemplo, en las rectas z = 0, t = 0,

ury (z,t) = w(0,t — ) +urrr(t, ) — u(t —z,0) = L — 1.
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L3 ¢

u(x,2L/3)

L/3 23 X

Figura 5.3: Gréfica de u(x,2L/3)

Restringiéndonos al valor ¢ = 2L /3, recta que cruza las zonas I, IV y III,

x x €10,L/3]
w(z,2L/3) =< L/3 «x€[L/3,2L/3] O
L—z x€[2L/3,L]

Problema 5.7 Considérese u(x,t), que satisface usy — Clugy =0 ent >0y
—a < x < a. Sea u(x,0) = 0 y uy(x,0) = $sin 22, ambas en |z| < a, y
u(—a,t) = u(a,t) = 0. Dar la solucion u(x,t) para |x| < a y0 <t < 2a/c. En
particular, dar u(zx,2a/c).

Solucién:

Este problema se puede abordar delimitando las zonas de influencia o por
desarrollos de Fourier. Dado que el dato inicial ya estd expresado en serie de
senos, esta opcién parece natural. El problema es que conocemos la solucién

para x € [0, L], no para x € [—a,a] como pide el enunciado. Tomando L = 2a,
la cuerda mantiene su longitud y mediante el cambio de variable

expresamos el problema en su forma habitual,

2c 4y

Fly)=u(y,00=0,  g(y) =w(y,0)=Fsin—=  u0,t)=0=wu(L?),

Sabemos que la solucién del problema para f(y), g(y) se expresa como

o0
nmct L nmct nmy
t) = N 1 3
u(y:1) nzzl (f”COS T T nmcIm L )Sm L’

si el dato inicial se puede desarrollar en serie de senos,
= nmw = nmw
f(y)zzlfnsinTy, g(y)=zlgnsinTy-
n= n=
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En nuestro caso,

> . nmy 2c . 4my > . nmy
O:ansm—, —sm—:Zgnsm—,
— L L L — L

y como el desarrollo de Fourier es unico para cada funcién, podemos leer los
coeficientes,

2c
fnZOaneNa g4:f’ gn:0,47én€N,
y escribir la solucion del problema directamente,
(1) 1 . dwet | 4wy = ua, 1) 1 . 27et . 27x
= —35 sin —2 =—3s sin —
u(y, 5 S —7—sin— u(z, 5 Sl in—-,

deshaciendo el cambio de variable. En particular u(z,2a/c) = 0. O
Este tltimo resultado es obvio, ya que, de acuerdo con la figura 5.6, aplicando
la ley del paralelogramo,

9 _
u(m,—a):u(—a,a x)+u(a,$+a)—u(—x,0):0.
c c c

La manera més larga de resolver el problema y llegar al mismo resultado es
subdividirlo en zonas, de acuerdo con la figura 5.4:

t

2alc
x+ct=a 1\ X-ct=-a
n &b m (xb)

I
(ct-a,(atx)/c) (a,t+(x-a)/c)
(-a,t-(xt+a)/c)

(a-ct,(a-x)/c)
-a (-2a-xtct,0) (2a-x-ct,0) X a

Figura 5.4: Zonas de la solucién de la ecuacién

= Zona I: Aplicamos la férmula de D’Alembert,

t —ct 1 x+ct 1 x+ct
’LL[(ZE,t) _ f(-’L"f’C);f(fL' C)+%/I_U;g(s)d82% m_Ctsinzsds
1 < 27t(x — ct) 27 (z + ct)> 1 . 2mwet . 2wz
= —(cos——F —cos—— | = —sin sin —.
7 a 27 a a
= Zona II: Aplicamos la ley del paralelogramo, apoydandonos en z = —a,

t =01y en la zona I:

urr(x,t) = wuy (ct—a,a+x) —|—u(—a,t— $+a) —u(ct —2a — x,0)
c c

. 2n(a+x) . 27(ct—a) 1 . 27z . 2met
= —sin sin = —sin —— sin ——.
2m a a 2m a a
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= Zona III: Aplicamos la ley del paralelogramo, apoyandonos en z = a,t =0
y en la zona I:

urrr(x,t) = ug (a—ct,u) +u(a,t+ﬂ) —u(2a —x —ct,0)
¢ ¢

1 2r(a—2x) . 2m(a—ct) 1 . 2wz | 2met
sin = — sin —— sin ——.
2m a a 2m a a

|
|

w0
<)

= Zona IV: Para su mitad inferior, aplicamos la ley del paralelogramo,
apoyandonos en ¢ = a, t = 0 y en la zona II y obtenemos el mismo
resultado que en el resto de zonas.

Problema 5.8 Sea u = u(z,t) una funcidn que satisface la ecuacion de ondas
de modo que u(x,0) =0 para x <0, u(z,0) =1 para x > 0 y u(x,0) =1 para
<0 yu(x,0) =0 para x > 0. Hallar dicha funcion u(z,t).

Solucion:

Aplicamos la férmula de D’Alembert para la cuerda vibrante infinita con

f(x) = 0(z), g(x) = 0(—x),

C faret)+f—c) 1 /*
u(z,t) = 5 + 5 ), g(s)ds
O(x+ct)+0(x—ct)  2ct—|z+ct|+ |x—ct
frnd + s |:|
2 4c
teniendo en cuenta que

x-ct<0

I x+ct>0

I 11

x-ct<0 x-ct>0

x+ct<0 x+ct>0
X

Figura 5.5: Regiones de influencia de f(z) = 6(z) y g(z) = 6(—x)

Lo més comodo es delimitar las zonas en las que influye cada dato. El dato
inicial presenta una discontinuidad en (0,0), que se propaga a lo largo de las
caracteristicas x —t = 0, x + t = 0, separando tres regiones distintas:

En la regién I de la figura 5.5 (x — ¢t < 0, 2 + ¢t < 0) influye el dato inicial
en x < 0, pero no el de x > 0. En la regién III (x — ¢t > 0,  + ¢t > 0), por
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contra, influye el dato en 2 > 0, pero no el de z < 0. En la regién IT (z — ct < 0,
x + ¢t > 0) influyen ambos. Por tanto:

1 x+ct
U/[(.’L',t):%/ ds = t,

r—ct
fz+ct) 1/0 1 ct—x
H=2"T" - ds = =
wrr (1) > T ) BTt oo
t —ct
urrr(x,t) = flatel) + flz—ct) =1.0

2

Problema 5.9 La funcidn u(x,t) satisface la ecuacidn de ondas para x €
(0,L), t > 0, con condiciones iniciales u(x,0) = 0 = wus(x,0) y condiciones
de contorno u(0,t) = 0, u(L,t) = upsinwt, siendo ug, w constantes. Hallar u
en el rectangulo (0, L) x (0,L/c).

Solucion:

En este problema el inico dato no trivial es el del extremo x = L, que esta
sometido a una oscilacién sinusoidal. Por tanto, la funcién u(z,t) es no nula tan
sélo en las regiones donde influye la recta x = L, es decir, las regiones III y IV
de la figura 5.2. Usando la ley del paralelogramo,

ur(z,t) =0 =wuys(x,t),

y en la zona III y en la mitad inferior de la zona IV,

- L I —
urrr(z,t) = w (L,t+ L )+u (Lct, x) —u(2L — x — ct,0)
c c

x— L

= wugsinw <t +

) =ury(z,t). O

c

Problema 5.10 Sea u = u(x,t) una funcion que satisface la ecuacion de ondas
para todo x y t > 0, y tal que u(x,0) = sinz en x > 0, u(z,0) =0 en = < 0,
u(x,0) = —cosx en x > 0, y w(x,0) = 0 en z < 0. Hallar u(z,t) en el
semiplano t > 0. Tomar c = 1.

Solucién:
El dato inicial es f(xz) = 0(x)sinx, g(x) = —6(x) cos z,

T T — T+t
u(z,t) = fa+t)+ t)+l/ g(s)ds

2 2/,
O(x 4+ t)sin(x +t) + 0(x — t)sin(x —t) 1 /”H_t

5 5 0(s) cossds

—t

Lo méas comodo es delimitar las zonas en las que influye cada dato. El dato
inicial presenta una discontinuidad en (0,0), que se propaga a lo largo de las
caracteristicas x —t = 0, x + t = 0, separando tres regiones distintas:
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En laregién I (x —¢ < 0, 2+t < 0) influye el dato inicial en z < 0, pero no
el de x > 0. Como el dato inicial es nulo para x < 0, la perturbacién es nula en
esta region,

u[(xvt): +3

fla+t)+ flx—t) 1 [=F
2 2/Z

En la region III (x — ¢ > 0, x + ¢t > 0), por contra, influye el dato en x > 0,
pero no el de x < 0,

. ¢ . —¢ 1 x4+t
urrr(z,t) = sinz +¢) + sin(z — ) ——/ cossds
2 2 x—t
_ sin(x + t) + sin(z — t) ; sin(z +1t) + sin(z — ¢) = sin(z — t) .

En la regién IT (z —t < 0, z + ¢t > 0) influyen ambos, pero se cancelan las
influencias,

=0.0

i t 1 [rtt . 0 — s .

’LLII(:C,t): M__/ cossds = Sln(.’L‘—f— ) Sln(.r—f— )
2 2 /o 5

El resultado es una onda viajera que se desplaza con velocidad ¢ = 1 hacia

la derecha a lo largo del eje X.

Problema 5.11 Una funcidn u(z,t) satisface la ecuacion de ondas para x €
(—a,a), t > 0, con datos iniciales u(x,0) = ugsin(rx/a) y velocidad inicial
nula. Las condiciones de contorno son u(—a,0) = 0, u(a,t) = Asinwt, siendo

A, ug, w constantes no nulas. Hallar u(z,2a/c).

Solucion:

(x,2a/c)

2a/c

(-a,(a-x)/c)

» (a,(xta)/c)

@ o0 2

Figura 5.6: Paralelogramo caracteristico para t = 2a/c
La cuerda tiene un extremo fijo y otro sometido a una oscilacién sinusoidal.
Para calcular el valor de la perturbacién en ¢ = 2a/c podemos trazar un pa-

ralelogramo caracteristico que se apoya en el dato inicial y en los extremos de
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la cuerda, tal como se refleja en la figura 5.6. Por tanto, aplicando la ley del

paralelogramo,
U (a, a—x) +u (a, x+a> — u(—=z,0)
c c

(%)
ulx,—
c
= Asinw<x+a

) + ugsinwz. O
c

Problema 5.12 Hallar la solucion del problema mixto de la ecuacion de ondas
parat >0,z € (0,L) con datos iniciales u(x,0) = L/2—|L/2—x|, ut(x,0) =0y
extremos fijos. Obtener la solucion usando series de Fourier. Calcular la energia
de la onda.

Solucion:

Como la energia de la onda se conserva, podemos calcularla en el instante
t=0,

x xze[0,L/2 1 x e (0,L/2
“L”{L_xxe&mg]é“““”{—1w€&ﬂgg’

L L L
E= / (uf + Pul) dov = 02/ u?(x,0) dr = / de =c*L. O
0 0 0

Podemos obtener la solucién sin necesidad de separar regiones usando desa-
rrollos de Fourier, sélo que el resultado quedard en forma de serie,

[e ]
nme L . nme .onm
u(zw,t) = Z <fn cos Tt + - gnsin Tt) sin —~,
n=1

2 [t 2 [
fn= Z/o f(x)sin Z—W:cd:c, Gn = Z/o g(z) sin %z dz,
si las funciones f, g admiten desarrollo de Fourier en serie de senos,

f@zghm%mg@:;%m%m

Calculamos los coeficientes f,,, ya que los g, son directamente nulos,

2 [t nmw 2 [L/2 nmw 2 [t nmw
fo = —/ f(z)sin—z:—/ zsin—:ch—/ (L —x)sin —x
L/ L "1, LT ), L
4, . nmw
= Eping
/L/2 . onw d L? . nrw L nmw Lr2
rsin —xdr = |——=sin—z— —xzcos—=z
0 L n2m? L nm L ],
L? nr  L? nm
= si — —— cos
n2m2 2 2nm 27



L 2
L L
/ (L—x)sinmxdx = [—ﬂsinﬂx——(l/—x)cosﬂx
L/2 L nmw L nm L/2
2 nm L?
= ——sin— 4+ —cos—.
n2r2 MM T o € g

Por tanto, la solucién del problema en forma de serie es

(2,1) 4L & sin”—; mrct . onm -
u(z,t) = — ——2 cos —tsin —u.
’ 2 n?2 L L
n=1
Problema 5.13 Resolver la ecuacion uy = tgy, t > 0, 2 € (0,7), con condi-
ciones iniciales u(xz,0) = 1, ut(x,0) = 0 y extremos fijos. Resolver el problema

por series de Fourier y por la ley del paralelogramo.

Solucion:

Comenzamos resolviéndolo usando la ley del paralelogramo, con c=1, L =
m, f(z) =1, g(x) = 0, por zonas, de acuerdo con la figura 5.2:

= Zona I: en esta zona usamos la férmula de D’Alembert, ya que no hay
influencia de los extremos,

fla+t)+flx—t) 1 /”t

t) = =
(e, 1) - +3

= Zona II: podemos usar la ley del paralelogramo, apoyandonos en la zona
I, en larectat =0y en la recta z = 0,

urr(z,t) = w(0,t — x) + ur(t,z) — u(t —x,0) =0,

por lo que se cancela el efecto del dato inicial con el de la onda reflejada
en el extremo.

= Zona III: podemos usar la ley del paralelogramo, apoyandonos en la zona
I, enlarectat=0yenlarectax =L,

urrr(x,t) =u(mt+ o —7m) +ur(r —t, 7 —x) —u(2r —x —t,0) =0,
igual que en la zona anterior.

= Zona IV: para su mitad inferior, podemos usar la ley del paralelogramo,
apoyandonos en la zona III, en la recta t = 0 y en la recta z = 0,

u[V(:c,t) = U(O,t — ZL') + u[[[(t,z) — u(t — :L',O) = —1.

Vemos que se van alternando: en las zonas pegadas ax = 0oaz =7 la
solucién es nula, y es £1 en el resto. O

Esto se puede reobtener usando desarrollos de Fourier: el problema tiene por
solucién

oo
u(z,t) = Z (fn cosnt + 22 sinnt) sinnz,
n
n=1
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donde los coeficientes f,, g, vienen dados por

2 [T 2 [T
fn= —/ f(z)sinnz dz, Gn = —/ g(z) sinnzx dx,
T Jo 0

™

si las funciones f, g admiten desarrollo de Fourier en serie de senos,
o0 oo
f(z) = g fasinnz, g(z)= E gnnsinnw.
n=1 n=1

En nuestro caso, g(z) = 0, con lo que todos los coeficientes g,, son nulos.
Calculamos el desarrollo de f(x),

2 [" 2 2
S < . de = 21— T _ _“ -1 n+1 1
f 7T/0 sin nx dz — [— cosnx]g - (( ) + )7
- 0 n par o 4 > sin nx
- { 4/nm  n impar - 1= T Z n -’
n impar

y obtenemos la solucién en todas las zonas como serie de Fourier,

; n T4 n
n impar n impar

u(x,t):é i cosntsinnx 2 i sinn(ac—i—t)—l—sinn(ac—t).D
7r

Problema 5.14 Hallar en forma de serie la solucion del problema mizto uy —
ugze = 0 con condiciones iniciales u(x,0) = f(x), ut(z,0) = g(z) y condiciones
de contorno ug(0,t) = 0 = uy,(L,t), t > 0, x € (0,L). Aplicarlo al caso en el
que f(x) = cos®(rx/L), g(x) = sin®(rx/L). ;Se puede resolver por la ley del
paralelogramo?

Solucion:

Este problema no es el mas comtn para la ecuacién de la cuerda vibrante.
La condicién de contorno equivale a que los extremos de la cuerda no estan fijos,
pero estan constrenidos a moverse sélo en vertical.

Suponemos que la solucién del problema se puede expresar mediante sepa-
racién de variables, es decir que se puede escribir como wu(z,t) = X (z)T'(¢).
Sustituyendo en la ecuacién y separando los términos que dependen de cada
variable,

T//(t) XN(.T>

et (2, 1) — Cuge(v,t) = X (2)T"(t) — X" (2)T(t) = 2T~ X(o) = -\,

siendo A una constante, ya que el resultado no puede depender sélo de t y sélo
de x al mismo tiempo.

Hemos reducido, por tanto, el problema a resolver dos ecuaciones ordinarias
independientes,

T'(t) + AT () =0,  X"(z) + AX(z) = 0.
Las condiciones de contorno se traducen en

X'(0)=0, X'(L)=0,
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ya que la anulacion de u, en los extremos es independiente del valor de t.
Asi pues, tenemos un problema de contorno para X,

X"(x)+AX(x) =0, X'(0)=0, X'(L)=0,

que ya hemos resuelto con anterioridad:
Las tinicas soluciones no triviales aparecen para A, = n?r2/L? n=0,1,.

y son de la forma
nmw

Xn(z) = C), cos <
etiquetandolas con el subindice n de acuerdo con el valor de A permitido.

Ahora podemos abordar la ecuacién de T'(t) para los valores permitidos de
A. Paran # 0,

nmc

2
T (¢ :f(—) Tn(t
vt = - () Tule),
cuya solucién general es

t
T.(t) = Ay cosnL —l—anmmTc

Por tanto, la forma més general de la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante, teniendo en cuenta que por el principio de superposicién lineal la suma
de soluciones de una ecuacién lineal homogénea es también solucién, es

= t t
e, t) = Ao+ Bt + 3 (ncos 5% 4 By sin " ) os 7.

n=1

Sélo falta implementar las condiciones iniciales para resolver el problema,

A0+2Ancos?: u(x, +ancos—,
n=1
T
Bo—l—ZB < = us(x,0) = +Zgncos

de donde obtenemos los valores de los coeficientes,

fo g %
2 2
Observamos, por tanto, que de manera natural han aparecido los desarrollos
de Fourier en serie de cosenos de las funciones f(z), g(x) del dato inicial:
“El problema mixto para la ecuacién de la cuerda vibrante uy — g, = 0,
€ (0,L), t > 0, con condiciones iniciales u(x,0) = f(x), u(x,0) = g(z) y de
contorno uy(0,t) = 0 = u,(L,t) tiene por solucién

fo+got  ~— nwct L . nmct nwT
u(x,t):%JrZ fn cos 7 +%gnsm 7 ) cos

L
Ag = n=fn, Bn=—gn, neN
nme

n=1

si las funciones f, g admiten desarrollo de Fourier en serie de cosenos”

fo s nwr 90 > nwT
2 +nzlfncos i3 ’ g(.’L')— 2 +nzlgncos i3 9
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f 2 Lf() ULER 2/L() nT
n== cos — dz, n= - x) cos — dz.
), 'Y L ) L
Lo aplicamos al caso en el que f(x) = cos?(rz/L), g(z) = sin®(7x/L). Como

14 cos(2mz/L)
=—

_1- cos(2mx/L)

(@) g(z) L

los desarrollos de ambas funciones tienen todos los coeficientes nulos, salvo fy =
1, fo=1/2,90 =1, go = —1/2, con lo cual la solucién del problema es

1+t 1 ( 2mct L 2me ) 2mx
= coS coS T O

Este problema no se puede resolver por la ley del paralelogramo, ya que
necesitamos conocer como dato el valor de u en los extremos de la cuerda y
sélo conocemos el valor de su derivada. Necesitamos tres puntos para apoyar el
paralelogramo: uno en el dato inicial, otro en la zona resuelta por la férmula de
D’Alembert. Nos falta un tercero. O

Problema 5.15 Resolver la ecuacion uwy — cCugy = 2, t > 0, x € R con
condiciones iniciales u(xz,0) = x, us = 0.

Solucion:

En lugar de la formula de D’Alembert, dado que la fuerza es sencilla, pode-
mos buscar una solucién sencilla de la ecuaciéon inhomogénea, que no dependa
del tiempo, por ejemplo, u,(z),

4

—c2ug(:c) =2? = uy(z) = 7%02,
y asi descomponer la solucion del problema en
x* x*
u(z,t) = v(z,t) — To02 v(z,0) =z + T = h(x), ve(x,0) =0,

y podemos resolver el problema equivalente para v por la férmula de D’ Alembert,

hx+ct)+h(z—ct) 1 /Z"’Ct
= — d
o) ! s [ atwas
_ (z+ct)+(x—ct)+(:c+ct)4+(zfct)4
B 2 24¢?

N xt + 62222 + At
= X
12¢2 ’

y la solucién del problema completo es
e 242
u(z,t) = v(z, t) — T2 =z + — +E' O
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Otra opcién, mucho més larga, es usar la férmula de D’Alembert con f(z) =
z, g(x) =0,

" _ ot :nJrct z+c(t—T)
u(z,t) = flotet)+ flz c) / ds+—/dT/ dXF:ct
r—ct r—

2 c(t=T)

_ @t +(@—ct) / dT/IJrC(t Tc)lXXQ
2 2C z—c(t—T)

I Gi/ {(@+ et —T))P — (@ — c(t — T))*} dT
1

= @ g @+t = T)" + ((« — ft )Y,
xt — (2 + 6c%2%t? + cMth) n %2 n At .
= r— = _— —_—.
12¢2 2 12

Problema 5.16 Consideremos una cuerda circular de radio R. FExpresar la
ecuacion de la cuerda vibrante usando como variable el dngulo polar ¢, es de-
cir para la funcion u(¢,t). Hallar en forma de serie la solucion del problema
de condiciones iniciales u($,0) = f(d), u(4,0) = g(o), t > 0, ¢ € (0,2m).
Aplicarlo al caso en el que las condiciones iniciales son u(¢,0) = sin ¢ cos ¢,

ut(¢,0) = cos®? ¢, con R=1=c.
Solucion:

Usaremos como coordenada el dangulo polar, ¢, de modo que la distancia
desde un punto de la cuerda, que tomaremos como origen de dngulos, es © = R¢,
¢ € (0,27). Por tanto, la ecuacién de la cuerda vibrante, con este cambio de
variable, para u(¢,t) quedard asi

c2
Ut — @UM =0,

en ausencia de fuerzas externas.

Intentaremos resolver la ecuacién en estas coordenadas, ¢ € (0,27), t > 0,
por separacién de variables, buscando soluciones de la forma u(¢, t) = ®(¢)T'(t),
que sustituidas en la ecuacion,

2

0=T"(R(6) - 5 TOP' (),

R2T() _ ®"(9) _
2 Tt)  ©(¢) ’

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

2

C
T"(t) + kﬁT

Aparentemente no hay condiciones de contorno, pero las propias coordenadas
polares exigen condiciones de periodicidad,

(t) =0, " (¢) + k®(¢) = 0.

B(0) = d(2m),  @'(0) = ¥'(27),
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lo cual conduce a un problema de contorno para ® ya resuelto con anterioridad,
que tiene por autovalores k, = n? y autofunciones ®q(¢) = 1, ®,,(¢) = cosng,
®,(¢) = sinng, n € N.

Queda por resolver la ecuacién en la coordenada temporal,

n2c? nct

?Tn(t)ZO:Tn() A, cos 22 R —|—anm 7 n €N,

To(t) = AO + Bof,

T, (t) +

con lo cual podemos escribir la solucién de la ecuacién de la cuerda circular
como

t
u(p,t) = A0+Bot+Z(A cos = R +B smn];)coanﬁ

n=1

t
Z (A cos 2 + B, sin n}; ) sinng.

Faltan por imponer las condiciones iniciales. Empezamos por u(¢,0) = f(¢),

u(,0) = Ao+ 3 (An cosng + A, sinng) = f(@),
n=1
y si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos,

7(6) = 24 3 (fcosno + fusinng)
n=1

27 2
o= [ F@)cosnods,  fu== [ f(6)sinnods,
T Jo ™ Jo
observamos, por la unicidad del desarrollo en serie de Fourier, que Ay = fo/2,
Ap = fn, Ay = fn, n € Ny, por tanto, podemos identificar los coeficientes de
la solucién con los coeficientes del desarrollo de Fourier.
Del mismo modo, para u:(¢,0) = g(¢),

ui(6,0) = Bo+ = > n (Bucosng + Businng) = g(0).
n=1

y si la funcién g(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos,

(o)
)= 55 o+ Gusinne)

2m o 1 2m )
o= 1 [ a@cosnods. = [ gto)sinnods,

™

observamos, por la unicidad del desarrollo en serie de Fourier, que By = go /2,
B, = Rgn/nc, B, = Rgn/nc, n € Ny, por tanto, podemos identificar el resto
de los coeficientes de la solucién con los coeficientes del desarrollo de Fourier de

la funcién g:
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“El problema para la ecuacién de la cuerda circular de radio R, uy —
ugy/R? = 0 para ¢ € (0,27), t > 0 con condiciones iniciales u(¢,0) = f(¢),
ut(¢,0) = g(¢) tiene solucién

fo+got | s nct
u(p,t) = ——+ fncosng + fpsinng | cos —
S )t

o0
t
Z — (gn cosng + g, sin ng) sin %

Z:U

si las funciones f(¢), g(¢) admiten desarrollo de Fourier en serie de senos y

cosenos”

1(6) =243 (Jucosno + fusinno)

90) = L+ 3" (gu cosnd + gusinng)

n=1
1 2m 5 1 2m
o= f@)cosnods, == [ f(@)sinnsds
T Jo T Jo
2m 2m
b=t [ a@rosnods,  gu== [ go)sinnodo,

En el caso particular de la cuerda circular con condiciones iniciales y R =

1=c,
. 1 . 1 1
f(¢) =singcosd = B sin 2¢, g(¢) = cos® ¢ = 3 + 5 cos 29,

los desarrollos de Fourier tienen todos los términos nulos salvo fg =1/2,90 =1,
g2 = 1/2. Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales es

1 2ct R 2ct
u(¢, ): -+ §sm2¢cosf + 4—cos2¢osmf O

140





