Capitulo 6

Problemas de contorno

Problema 6.1 Obtener los autovalores y autofunciones del problema x" +X\x =
0, z(0) = (1), 2/(0) = —a'(1).
Solucién:

Es un problema regular, pero no es de condiciones separadas ni autoadjunto
siquiera, con lo cual no es aplicable el teorema de Sturm-Liouville. La ecuacién
caracteristica de la ecuacién es u? + A\ = 0, que proporciona autovalores p =

++v/—A\, con lo cual hay tres casos, segiin que los autovalores sean reales, dobles
o imaginarios. Tomando k > 0:

» A\ = —k% < 0: La solucién general es z(t) = Acoshkt + Bsinhkt. Las
condiciones de contorno implican, por la paridad del coseno hiperbdlico,

A =2(0) = z(1) = Acoshk + Bsinhk,
Bk =12/(0) = —2/(1) = —Aksinh k — Bk cosh k,
que tiene solucién para cualquier valor de k,

1 —coshk
sinh k ’

ya que el sistema estd siempre indeterminado,
coshk —1 sinh k& AY [0
sinh k coshk +1 B ) \0)
ya que tiene determinante cosh? k — 1 — sinh® k = 0.

Por tanto las autofunciones son miltiplos de

xy(t) = sinh k cosh kt + (1 — cosh k) sinh kt.

= )\ = 0: La solucién general es z(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

ko = $(0) = $(1) =k + kQ, ki = $/(0) = 71'/(1) =—ki =k = 0,

con lo cual en este caso las tnicas soluciones son las constantes, xo(t) = ks.
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» A = k% > 0: La solucién general es x(t) = Acosk(t + ). Las condiciones
de contorno implican, por la paridad del coseno, cos ¢ = cos(—d),

Acoskd =x(0) =2(1) = Acosk(d+1) = 0 = —1/2,

—Aksinkd = 2'(0) = —2/(1) = Aksink(6 +1) = 6 = —1/2,

con lo cual para cada valor de k hay una familia de soluciones, los multiplos
de la funcién

x(t) = cos(kt — k/2).

Por tanto, para cada valor de k£ hay una autofuncién independiente para el
problema. Y todos los valores de k son, por tanto, autovalores, a diferencia del
caso de los problemas de Sturm-Liouville, que s6lo poseen una familia numerable
de autovalores.

Problema 6.2 Obtener los autovalores y autofunciones del problema z" +A\x =
0, z(0) =0=x(L).

Solucion:

Es un problema regular con condiciones separadas y p(t) = 1 = r(t), q(t) =
0. Luego es aplicable el teorema. La ecuacién caracteristica de la ecuacion es
1% 4+ X = 0, que proporciona autovalores 1 = ++/—\, con lo cual hay tres casos,
segun que los autovalores sean reales, dobles o imaginarios. Tomando k£ > 0:

= A\ = —k? < 0: La solucién general es x(t) = ky sinh kt + ko cosh kt. Las
condiciones de contorno implican

OZ,T(O):kQ, OZ,T(L):leinhkLik’l :Ozk/’g,
con lo cual la tinica solucidn es la trivial, z(t) = 0.

= )\ = 0: La solucién general es x(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

O:x(O):kzg, OZ.T(L):le:>I€1:O:k2,
con lo cual también en este caso la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.

= A\ =k? > 0: La solucién general es z(t) = ky sin kt + ko cos kt. Las condi-
ciones de contorno implican

0=2(0) =k, 0=x(L)=kisinkL = ky =0, k:%, n€N.

Por tanto, los autovalores son de la forma A\, = (n7/L)?, n =1,2,...y las
autofunciones asociadas son los multiplos de

t
zn(t):sin%, n=12...0

Problema 6.3 Obtener los autovalores y autofunciones del problema z" +Ax =
0, z(—=L/2)=0=x(L/2).
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Solucion:

Este problema se puede abordar directamente, como en el problema anterior,
pero las cuentas son mas complicadas. Es més cémodo realizar un cambio de
variable y aprovechar el resultado anterior.

Sabemos que el mismo problema en el intervalo [0, L] tiene autovalores \,, =
(nm/L)%, n=1,2,...y autofunciones x,(s) = sin(nms/L).

Si realizamos el cambio de variable

s=t+L/2, te[-L/2,L/2],

que preserva la longitud del intervalo, los autovalores siguen siendo los mismos
y las autofunciones son los miiltiplos de

n(t) = sin (%(M L/2)) . n=1,2,...0
Problema 6.4 Obtener los autovalores y autofunciones del problema x" +X\x =
0, 2/(0) =0=2'(L).
Solucién:
Es un problema regular con condiciones separadas y p(t) =1 = r(t), q(t) =
0. Luego es aplicable el teorema. La ecuacion caracteristica de la ecuacién es

1?2 + X\ = 0, que proporciona autovalores y = 4=+/—\, con lo cual hay tres casos,
segun que los autovalores sean reales, dobles o imaginarios. Tomando k& > 0:

= A = —k? < 0: La solucién general es x(t) = ki sinh kt + ko cosh kt. Las
condiciones de contorno implican

0:1'/(0):]61, 0:1'/(L):kkgsinhkL:>k1:Oikg,

con lo cual la tnica solucién es la trivial, z(t) = 0, y no hay autovalores
ni autofunciones para este caso.

= )\ = 0: La solucién general es z(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

OZ.T/(O):k/’l, 0:$I(L):k1:>k1:0,

con lo cual en este caso hay soluciones no triviales constantes, z(t) = ks,
¥y Ao = 0 es autovalor. Todas ellas son miultiplos de zo(t) =1

= A\ =k? > 0: La solucién general es z(t) = ky sinkt + ko cos kt. Las condi-
ciones de contorno implican

0=2/(0) =k, 0=2a(L)=—kkysinkL = ky =0, k = % neN,
si buscamos soluciones no triviales.
Por tanto, los autovalores son de la forma A\, = (n7/L)?, n = 0,1,2,...y

las autofunciones asociadas son los multiplos de

t
xo(t) =1, xn(t):cos%, n=1,2...0
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Problema 6.5 Obtener los autovalores y autofunciones del problema z" +A\x =
0, z(0) =0=2'(L).

Solucion:

Es un problema regular con condiciones separadas y p(t) = 1 = r(t), q(t) =
0. La ecuacién caracteristica de la ecuacién es p? + A = 0, que proporciona
autovalores ;1 = ++/—\, con lo cual hay tres casos, segin que los autovalores
sean reales, dobles o imaginarios. Tomando k > 0:

= A\ = —k? < 0: La solucién general es x(t) = ki sinh kt + ko cosh kt. Las
condiciones de contorno implican

0:1'(0>:]€2, 0:$/(L>:k1kCOShkL:>k1:0:]{32,
con lo cual la tnica solucién es la trivial, z(¢) = 0.

= )\ = 0: La solucién general es x(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

OZSC(O):]CQ, O:z/(L):klélﬁ:O:kQ,
con lo cual también en este caso la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.

= A\ =k? > 0: La solucién general es z(t) = ky sin kt + ko cos kt. Las condi-
ciones de contorno implican

(2n— 1)

5T , neN.

0= ZL'(O) = kQ, 0 :SC/(L) =kikcoskL = ko = 0, k=

Por tanto, los autovalores son de la forma A, = ((2n — 1)7/2L)*, n = 1,2, ...
y las autofunciones asociadas son los multiplos de
(2n — 1)mt

xn(t):sinT, n=12,... 0

Problema 6.6 Obtener los autovalores y autofunciones del problema x" +Xx =

0, 2/(0) =0=x(L).
Solucion:

Es un problema regular con condiciones separadas y p(t) = 1 = r(t), ¢(t) =
0. La ecuacién caracteristica de la ecuacién es p? + A = 0, que proporciona
autovalores ;1 = ++v/—\, con lo cual hay tres casos, segiin que los autovalores
sean reales, dobles o imaginarios. Tomando &k > 0:

= A\ = —k? < 0: La solucién general es x(t) = ky sinh kt + ko cosh kt. Las
condiciones de contorno implican

0=2'(0)=kk1, 0=ax(L)=kocoshkL = k1 = 0= kg,
con lo cual la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.
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= )\ = 0: La solucién general es x(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

0:1'/(0)1161, Oil'(L):kgék}l:O:kQ,
con lo cual también en este caso la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.

= A\ =k? > 0: La solucién general es z(t) = ky sinkt + ko coskt. Las condi-
ciones de contorno implican

(2n—1)w

O:z/(()):kkl, OZSC(L>:I<32COS]€L:>]€1:O, k= 5L

, neN.

Por tanto, los autovalores son de la forma X, = ((2n — 1)7/2L)*, n =1,2,...
y las autofunciones asociadas son los multiplos de

(2n — 1)wt

=1,2,... 0
27, ) n ) Sy

Zn(t) = cos
Problema 6.7 Obtener los autovalores y autofunciones del problema x" +X\x =
0, 2(—L) = —x(L), 2/(-L) = —2/(L).
Solucién:

No es un problema regular tipico, dado que, aunque p(t) = 1 = r(t), ¢(t) =0,
las condiciones de contorno no son ni separadas ni periddicas, con lo cual el
teorema no proporciona informacién en este caso.

La ecuacién caracteristica de la ecuacién es p? + A = 0, que proporciona

autovalores = ++/—A, con lo cual hay tres casos, segin que los autovalores
sean reales, dobles o imaginarios. Tomando k > 0:

» A\ = —k? < 0: La solucién general es z(t) = ki sinh kt + ks cosh kt. Las con-
diciones de contorno implican, usando la paridad del coseno y la imparidad
del seno,

—kysinh kL + kg coshkL = x(—L) = —x(L) = —ky sinh kL — ko cosh kL,
kky coshkL—kkosinh kL = o' (—L) = —a'(L) = —kk; cosh kL—kks sinh kL,
con lo cual la tnica solucién es la trivial, k1 = 0 = ko, z(t) = 0.

= )\ = 0: La solucién general es z(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

-k L+ k= $(—L) = —.T(L) = —ki1L — ko = ky =0,
kl = .T/(—L) = —.T/(L) = —kl = k/’l = O,
con lo cual en este caso la unica solucién es la trivial z(t) = 0.

» A =k? > 0: La solucién general es z(t) = k sin kt + ko cos kt. Las condi-
ciones de contorno implican, usando la paridad del coseno y la imparidad
del seno,

—kysinkL + ko coskL = x(—L) = —x(L) = —kysinkL — ky coskL,
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kky coskL + kkosinkL = 2’ (—L) = —2'(L) = —kky coskL + kkg sin kL,

cuyas soluciones no triviales aparecen cuando cos kL = 0, que se satisface
sin kL es un multiplo entero impar de 7/2, lo que corresponde a k =
(2n — 1)w/2L, n € N,

. (2n— 1wt 2n — 1)xt
Z'(t) :kl SIH(T)+]€2COS (T),

y son autovalores A = ((2n — 1)7/2L)°.

Resumiendo, los autovalores son de la forma X, = ((2n — 1)7/2L)*, n =
1,2, ...y las autofunciones asociadas son

(2n — )7t

2n — 1)«t
sl @n-Dmt .,

Zn(t) = sin 5T , ,2,. ..

Zn(t) = cos
y sus combinaciones lineales, que son claramente ortogonales en dicho intervalo,
como es sencillo comprobar. Existen dos autofunciones linealmente independien-
tes por cada autovalor. O

Problema 6.8 Obtener los autovalores y autofunciones del problema x" +X\x =

0, z(0) = 2/(0), z(1) = 2/(1).
Solucion:

Es un problema regular de Sturm-Lioville con p(t) = 1 = r(t), de condiciones
separadas.

Buscando soluciones de la forma z(t) = e#!, la ecuacién caracteristica es
1?4+ X = 0, cuyas soluciones son 1 = +v/—\, que da lugar a tres casos, segiin
que los autovalores sean reales, dobles o complejos. Tomando k > 0:

= A = —k? < 0: La solucién general es x(t) = ki sinh kt + ks cosh kt, con
derivada 2/(t) = kki coshkt + kkosinh kt. Las condiciones de contorno
imponen

ke = x(0) = 2'(0) = kkq,
ki sinhk + ko coshk = x(1) = 2’(1) = kky cosh k + kks sinh k,
y son equivalentes a
ko = Kk, (1 — k?)ky sinh k = 0,

con lo cual las tnicas soluciones no nulas (autofunciones) corresponden
ak =1,k = ko, yson x(t) = ki(sinht + cosht) = kje’. Tenemos un
autovalor A = —1.

= )\ = 0: La solucién general es x(t) = kit + ko, con derivada z/(t) = k;. Las
condiciones de contorno implican

ko = ac(O) = x'(O) =ki, ki+ko= .T(l) = .T/(l) =k =k =0=k,,
con lo cual en este caso la tnica solucién es la trivial, z(t) = 0.
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= )\ = k% > 0: La solucién general es x(t) = ky sin kt+ ko cos kt, con derivada
2'(t) = kkq cos kt — kko sinkt. Las condiciones de contorno implican

kQ = ZL'(O) = SC/(O) = kkl,
kisink + ks cosk = z(1) = 2'(1) = kky cosk — kkg sink,
y son equivalentes a

k2 = kkl, (1 + kz)kl sink = 0,

y, por tanto, para obtener soluciones no triviales, la inica posibilidad es que sin k
se anule, lo que sucede si k = nw con n = 1,2,... Obtenemos, pues autovalores
A = (nm)? para autofunciones x(t) = ki (sin nrt + nwcosnrt), paran = 1,2, ...

Asi pues, juntando todos los casos, los autovalores son de la forma Ay = —1,
A =n?m2, n=1,2,...y las autofunciones asociadas son los miltiplos de

xozet, xn(t) = sinnat + nwcosnmt, n=1,2... O

Problema 6.9 Obtener los autovalores y autofunciones del problema x" — 21"+

x+Ax =0, 2(0)=0=xz(1).
Solucion:

El problema se puede reescribir en forma de Sturm-Liouville multiplicando
por e~ 2! la ecuacion,

(6_2t$/)/ + 6_2t$ + )\6_2t$ — 0’

donde p(t) = r(t) = e72! > 0, con lo cual se trata de un problema regular con
condiciones de contorno separadas y le podemos aplicar la teoria conocida.
Buscando soluciones de la forma z(t) = e, la ecuacién caracteristica es
u? —2u+ (14 A) = 0, cuyas soluciones son p = 1 + /=), que da lugar a tres
casos, segun que los autovalores sean reales, dobles o complejos. Tomando &k > 0:

= A\ = —k? < 0: La solucién general es z(t) = ket 4 kye(1=R)t Tas
condiciones de contorno imponen

0:$(0)1k1+l€2,

0=x(1) = kie! ¥ 4 kel 7%,

con lo cual
/{31 sinhk = 0, k/’g = —k/’l,

y la tnica solucién del problema es nula, ky = 0 = k.

= A = 0: La solucién general es z(t) = kite! + koe'. Las condiciones de
contorno implican

OZ.T(O):kQ, 0=$(1)=k16:k1=0=k2,
con lo cual también en este caso la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.
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= A = k? > 0: La solucién general es x(t) = kjelsinkt + koe' coskt. Las
condiciones de contorno implican

0=2(0)=ky, 0=2x(1)=kiesink =ky=0, k=nm, neN.

Por tanto, los autovalores son de la forma A\, = n?7%, n = 1,2,... y las
autofunciones asociadas son los multiplos de
T,(t) =e'sinnrt, n=1,2... O

Problema 6.10 Obtener los autovalores y autofunciones del problema t?z" +
t' + Az =0, x(e) = 0 = x(e?).

Solucion:

Es una ecuacion de Euler, asi que, mediante el cambio ¢ = e®, la ecuacién se
convierte en &+ Az = 0, con condiciones de contorno (1) = 0 = x(2), problema
ya conocido, con autovalores \,, = (nm)? y autofunciones z,,(s) = sinnn(s—1) =
(=1)"sinnmws.

Por tanto, deshaciendo el cambio de variable, las autofunciones son de la
forma, obviando el signo menos,

Zpn(t) = sin(nrlnt). O

Problema 6.11 Obtener los autovalores y autofunciones del problema " +
Az =0, 2(0) =0=xz(1) + 2/(1).

Solucién:
Es un problema regular con condiciones separadasy p(t) = 1 = r(t), ¢(t) = 0.
Hay tres casos:

= A = —k? < 0: La solucién general es x(t) = ki sinh kt + ks cosh kt. Las
condiciones de contorno implican

0=x(0) =ke, 0=2x(1)+2'(1) = ki(sinhk + kcoshk).

Como la funcién f(k) = sinh k + k cosh k sélo se anula en k = 0, ya que es
positiva para k > 0 y negativa para k < 0, la inica posibilidad de cumplir
las condiciones de contorno es la solucién trivial k1 = 0 = ks.

= )\ = 0: La solucién general es x(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

0:1'(0):]{32, 0:$(1)+1'/(1>:2k1:>1€1:0:]{32,
con lo cual también en este caso la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.

= A\ =k? > 0: La solucién general es z(t) = ky sin kt + ko cos kt. Las condi-
ciones de contorno implican

0=2(0) =k, O0==x(1)+2'(1) = ki(sink + kcos k).

Los autovalores \,, = k2 se obtienen a partir de las soluciones de la ecua-
cién sink,, + k,, cos k,,.

Las autofunciones asociadas son x,,(t) = sin k,t. O
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sin k+k cos k

6 | 4 - V6ké

Figura 6.1: Autovalores del problema 2" + Az =0, 2(0) =0 =z(1) + 2/(1)

Problema 6.12 Obtener los autovalores y autofunciones del problema t?z" —
2tx’ +(24+AXt?)z = 0, 2(0) = 0 = x(27). Usar el cambio de variable z(t) = ty(t).

Solucion:

Reescribimos la ecuacion en forma de Sturm-Liouville,

2\ 2 A
o) +t—4x+t—2:c:0,

e identificamos p(t) = t72, q(t) = —2t=4, r(t) = t72.

Las funciones p(t), r(t) son positivas, pero no son continuas en ¢t = 0, por
lo que el problema no es regular, asi que la teoria de los problemas de Sturm-
Liouville no es aplicable en este caso.

Realizamos el cambio de variable dependiente z(t) = ty(¢),

:CI — y+tyl, :CI/ — 2yl +ty” = y/l + )\y — O,

y obtenemos la ecuacién del oscilador arménico, con condiciones de contorno
y(2m) =0, y(0) finita, ya que sea cual sea el valor de y(0), z(0) se anula.

Por tanto, hemos perdido una condicién de contorno y el problema tiene
infinitas soluciones, no numerables, lo cual justifica que no se pueda aplicar la
teoria de Sturm-Liouville.

Por ejemplo, para A = 0 son soluciones los multiplos de yo(t) = t — 27, es
decir, de xo(t) = t* — 2nt.

Para A = k? > 0, son soluciones de la ecuacién z(t) = tsin(kt — J), que se
anulan en ¢t = 0. En t = 27,

0 = 27wsin(27k — 9),
que proporciona el autovalor A = k2 para § = 27k, xx(t) = tsink(t — 27).
Y del mismo modo pueden construirse soluciones para cualquier A = —k?

negativo, multiplos de xy(t) = tsinh k(¢ — 27). O

Problema 6.13 Hallar la funcién de Green para el problema (tx') = f(t),
(1) = 0 = x(e). Aplicarla al caso f(t) =t.

149



Solucion:

Podemos reducir el problema a uno conocido mediante el cambio de variable
independiente t = e, u = Int,

d dud 1d e
E—E@—gaix—ﬁ(f)—eﬂe)—g(u)a

que tendra solucién como integral de la funcién de Green correspondiente,

z(e“)/o G(u,v)g(v) dv,

conocida la funcién de Green para el problema & = g(u), z(0) = 0 = z(1),

viu—1) 0<v<u
G(u,v){ ufv—1) u<v<1

Por tanto, para conocer la funcién de Green para el problema propuesto,
habra que deshacer el cambio de variable,

x(e") :/0 G(u,v)g(v) dv :/1e G(lnt,lns)sf(s)% :/16 G(t,s)f(s)ds = x(t),

y despejar la expresion,

~ - [ Ins(Int—1) 1<s<t
G(t,s)G(lnt,lns){ mtns—1) t<s<e .0
Para el caso f(t) = t, es mds cémodo realizar la integral en las nuevas

variables,

e 4 u—eu—1

e 1
/ G(t,s)sds = / G (u,v)e? dv =
1 0 4

t? +Int—e’lnt—1
1 .

x(t)

d

Aunque es més cémodo resolver el problema directamente,

t? t k t2
tm’(t):/f(t)dt:5+k1:»x(t):/(§+71)dtzz+k:11nt+k2,

y aplicarle las condiciones de contorno,

1 2 1—e? 1
OZ.T(l):Z-i-kQ, Ozm(e):%—l—k’l—f—k’gik’l: 46,162:—1.

La funcion de Green también podriamos haberla construido directamente a
partir de las soluciones de la ecuacién homogénea (tz’) = 0,

ta = k1 = .T(t) = ko + k1 1Int,
imponiendo una de las condiciones de contorno y escogiendo soluciones sencillas,

0= 561(1) =ky = 1'1(15) = lnt,
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0= $2(€) =k1+ ko = wg(ﬁ) =Int—1,

calculando su wronskiano,

r1 T2
Ty

W(acl, $2) =

| Int Int-1 _1
T1e 1/t Tt

y sustituyendo en la expresion de la funcién de Green,

x1(8)za(t)
p(L)[W](z1,22)(1)

z1(t)z2(s)
p(1)|W](21,22)(1)

=lns(lnt—1) 1<s<t
G(t,s) =

=lnt(lns—1) t<s<e

teniendo en cuenta que en el problema p(t) = t.
Problema 6.14 Obtener la funcién de Green del problema z” + x = [(t),
x(0) = 0 = (1) resolviendo la ecuacion G" + G = 6(t — s), con las correspon-

dientes condiciones de contorno.

Solucion:

Resolvemos la ecuacién por transformada de Laplace, sabiendo que z(0) = 0,
L(k,s) = T(G)(t,s),

2
8(575;,8) + G(t75) = 5(t — S) = (1 + k/2)F(k7S) . G/O _ e*ks7
Gy +e ks
Clhes) = =

e, invirtiendo la transformacién, recordando que la transformada de f(t—s)0(t—
s) es e *FF (k)
G(t,s) = Gysint + 0(t — s)sin(t — s).

Queda por imponer la condicién de contorno G(1,s) = 0,

. . sin(s — 1)
0= G| 1 1-8)=Gy= ——2.
psinl +sin(l — s) 0 1
Por tanto, la funciéon de Green es
in ¢ si -1
G(t,s) = Sm?# +O(t — s)sin(t — s)
sintsin(s — 1) ;<
_— s
sin1 -
in ¢ si -1 i in(t —1
sintsin(s — 1) Lsin(t—s) = sin s sin( ) E> s

sin 1 sin 1

resultado que coincide con el que se obtiene por el método habitual. O

Problema 6.15 Hallar la funcion de Green para el problema z" + x' — 2z =
f@t), (0) —2'(0) =0 = x(1). Aplicarla al caso f(t) =t.

151



Solucion:

Reescribimos el problema en forma de Sturm-Liouville. Como a(t) = 1,
p(t) = ¢,
(etac')l — 2z = e f(t) = g(t),
y aplicamos la expresion de la funcién de Green a dos soluciones de la ecuacion
homogénea.
Como la solucién general de la ecuacién homogénea es x(t) = ket + koe 2,
la solucién que verifica la primera condiciéon de contorno es

0==(0) —2'(0) = k1 + ko — k1 +2ky = k2 =0, x1(t) = €',
y la que verifica la segunda,
0=2(1) = kie+ koe 2 = ko = —kye®, Ta(t) =€ —e ,

y su wronskiano es

_ z1(t)  w2(t) i] e et —ed 3
pW(x1,22) = p(t) ) 2ht) |~ €l et et 42372 3e”,
por tanto la funcién de Green es
t s+t—3 _ _s—2t
x1(8)za(t) _e e 0<s<t
p(0)[W|(z1,22)(0) 3
G(t,s) = .0
1'1(t)£62(8> _ es+t73 _ et72s . S . S )
p(O)[W|(x1,22)(0) 3
Aplicamos este resultado a la funcién g(t) = te?,
1 t 2s+t—3 _ 252t 1 2s+t—3 _ _t—s
x(t) = / G(t,s)se® ds = / € sds —|—/ £ T° sds
0 0 3 ¢ 3
t—3 _ 67% 3et71 -1 t
= —-.0O
12 + 4 2

Problema 6.16 Hallar la funcién de Green para el problema (ta') — x/t =
f@), (1) +2'(1) = 0 =x(2). Aplicarla al caso f(t) =t.

Solucién:
En este caso, la funcién p(t) = t. La ecuacién es de Euler,
22" +ta' —x =tf(t),
con lo cual es sencillo obtener la solucién general de la ecuaciéon homogénea,
z(t) = kit + -
La solucién que verifica la primera condiciéon de contorno es

1
0=z(l)+a'(1) =k +k+th —k =k =0, =(t) =,
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y la que verifica la segunda,

k 4
0:$(2):2k1+?2:>k’2:—4k’1, $2(t):t—¥

)

y su wronskiano es

B () wo(t) | 1/t t—4/t |
pW (z1,22) = p(t) () zy(t) ‘ _t‘ 71/152 174/152 =2,
por tanto la funcién de Green es
x1(8)xz2(t) t—4/t .
POl e 25 o0
G(t,s) = |
x1(t)z2(s) _ s—4/s
PO e 2 =0F

Aplicamos este resultado a la funcién f(t) =+t,

2 t 2
B B t—4/t s—4/s
x(t) = /1G(t,s)sdsf/1 7% sds+/t o sds

2?2t 2
— . O
3 2 3t

A este resultado se puede llegar directamente resolviendo el problema
22" fta' —x =1t x(1)+2'(1) =0 =z(2).
La solucién general de la ecuacion de Euler es

ky t2
t)=kit+—+ —
-T() 1+t+35

y las condiciones de contorno imponen

2

ky 4 1
0=x(1)+2'(1) = 2k; + 1, O:z(2):2k1+—2+—ék1:f§, by =3,

2 3

de acuerdo con el resultado obtenido con la funcién de Green.

Problema 6.17 Obtener el desarrollo de f(t) =t en serie de senos y cosenos
en [—m,w|. Estudiar la convergencia de la serie de Fourier. Usar la serie para
caleular las sumas >_(—1)"/(2n+1), Y n=2.

Solucion:

Los desarrollos en este intervalo son de la forma
a s ©
ft) = 50 + Zlan cosnt + Z1bn sinnt,
n= n=

™ 1 ™
ap = — f(t) cosntdt, by = — f(t) sinnt dt.
T J )
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La funcién f es impar, con lo cual los coeficientes a,, son nulos, ya que los

cosenos son funciones pares y el intervalo [—m, 7] es simétrico.
1

Por tanto, integrando por partes, u =t, v = —n~ " cosnt,
1 /™ . 1 1 4
b, = -— tsinntdt = —— [tcosnt]”  + — cosntdt
T J_x nm nm
2(—1)" 1 2(—1)"
= *quT[Smnt] =— (=1) ,
n nem n
n
sinnt. O

,Qi (=

Como la funcién es de clase C, la serie converge puntualmente a f(t) para
t € (—m,m). En los extremos, £, converge al valor (f(—n) + f(7))/2=10. O
Usamos el valor de la suma de la serie en t = 7/2,

= 9(—1)" =2 o N~ (D
;1( sm(m/Q):mZ:OQmHH) ;»Zémllzz,

m=0
teniendo en cuenta que, para los miltiplos pares de m/2 el seno se anula y para
los impares, toma valores +1. O

Para calcular la suma Y n~2, usamos la identidad de Parseval,

=1 = T t3 2
47rzﬁ:7r2|bn|2:/ |f(t)|2dt:/ t2dt = {3] :gw%»
n=1 n=1 - - -7

> 1 2
275"

Problema 6.18 Obtener el desarrollo de f(t) = t? en serie de senos y cosenos
en el intervalo [—m, 7). Estudiar la convergencia de la serie de Fourier. Usar la
serie para calcular las sumas > (—1)"/n?, Y n=2, Y n=%

Solucion:

Los desarrollos en este intervalo son de la forma

o0 oo
t) = % —l—;ancosnt—i—;bnsinnt,

1 (7 1 (7
ap = — f(t) cosnt dt, by = — f(t)sinntdt.
TJ TS

La funcién f es par, con lo cual los coeficientes b,, son nulos, ya que los senos
son funciones impares y el intervalo [—7, 7] es simétrico.
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Integrando por partes, u = t2, v = n~!sinnt,
1 [ 1 2 [T
an = —/ t?cosntdt = — [*sinnt]” — — [ tsinntdt
T™J)_x nmw T oonm J_,
2 2 T 4(—-1)"™
= ——[tcosnt]”  — —— cosntdt = — —— [sinnt]”
27 T on?m J_, n? n3m
_ Ayt
= ——
haciendo el cambio u = 2t, v = n~2 cos nt,
0 n
72
= ? Z cosnt. O

Como la funcién es de clase C1' Y f(—m) = n2 = f(m), la serie converge en
todos los puntos a los respectivos valores f(t). O
Usamos el valor de la suma de la serie en t = ,

% z:: cos(n) % z::n— gn_:%’m

yent=0,
2 > 4(-1)" > (=™ 2
0=— —_ = =——.0
3 +n§1 n? ; n?2 12

Para calcular la suma > n~?% usamos la identidad de Parseval,
205 4 167r§: 1 2 aol? +7r§: |an|* = /ﬂ |f(6)|? dt = /ﬂ thdt = gwf’,
9 n=1 nt 2 n=0 - - 5
o0 1 4
S

Problema 6.19 Hallar el desarrollo de Fourier de la funcion coseno en serie
2

de senos en el intervalo [0, ). Usar el resultado para calcular Y ., T
Solucién:

Las series de Fourier en senos en el intervalo [0, 7] son

o0 2 T
= Z bysinnt, b, = —/ f(t) sinnt dt.
n=1 T Jo

En nuestro caso,

2 [T 1 (7
b, = —/ sinntcostdt:—/ {sin(n + 1)t + sin(n — 1)t}dt
T Jo T Jo
1 [cos(n+1)t cos(n—1)t]" 1+ (=1)" 1 1
s n+1 n—1 0 s n+l n-1
C 2nd4 (—1)n
- om om2-1"
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con lo cual se anulan los términos impares y los pares tienen por expresion,

8 n

S_ M =0
7_(_4”271) 2n+1

b2n

Obviamente el coeficiente b; no puede calcularse por la férmula general, ya
que hay el denominador es nulo, pero,

9 T 1 7r 1
blz_/ Sintcostdt:_/ sin 2t dt = —-—[cos 2t]g =0,
7 Jo 7 Jo 27

de acuerdo, no obstante, con la férmula general obtenida.

14

/2 T

-1

Figura 6.2: Desarrollo de Fourier de la funcién coseno en serie de senos

El desarrollo pedido es, por tanto,

Obviamente, dado que las funciones seno se anulan en 0, 7, el desarrollo de
Fourier convergera a cero en dichos puntos. O
Para la suma infinita usamos la identidad de la energia,

T s 2
i 2 n
- tdt = dt = by, S —
5 /0 cos /0 IF(0)? E |ba|* = E @ 1)

de donde despejamos la expresién buscada,
$ o
— (4n?2 —-1)2 64
Problema 6.20 Hallar el desarrollo de Fourier de la funcion seno en serie de
S|

cosenos en el intervalo [0, 7). Utilizar el resultado para calcular Z 1
n

-1’
n=1
= 1
ngl (4n2 —1)2
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Solucion:

Las series de Fourier en cosenos en el intervalo [0, 7] son
a > 2 (7
0
=2+ t) —— ' tdt.
f(t) > +n:1ancosn an 7r/O f(t)cosn

En nuestro caso,

an, = 2/ sintcosntdt:l/ {sin(n + 1)t + sin(1 — n)t}dt
™ Jo T Jo
B 1 [cos(n+ 1)t cos(l1—n)t]™ 14 (=1)" 1 1
B ;{ n+1 1—-n }0 T {n—i—ln—l}
2 14 (=1)"
T 1-n2

con lo cual se anulan los términos impares y los pares tienen por expresion,

4 4 1

apg = — aAop = —7T——5 as 1:0.
T’ n 11— 4n2’ n—+

Obviamente el coeficiente a; no puede calcularse por la férmula general, ya
que ahi el denominador es nulo, pero

9 T 1 77 1
a1:_/ costsintdt:—/ sin 2t dt = —-—[cos 2t]§ = 0,
7 Jo 7 Jo 2

de acuerdo, no obstante, con la férmula general obtenida.

1

T

Figura 6.3: Desarrollo de Fourier de la funcién seno en serie de cosenos

El desarrollo pedido es, por tanto,
2 4~ 1
f(t) = ; + ;;1_74”2(20527115. O

Por el teorema de convergencia que hemos enunciado, como sint es una
funcién de clase O, sin puntos de discontinuidad, el desarrollo converge a sin(t)
para todo valor de ¢ € [0, 7].

En particular, en t = 0,

2 4 & 1 > 1 1
0==+— — = — =20
71'—‘_71'71211—4712 ;4712—1 2
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Para la segunda suma infinita usamos la identidad de la energia,

s g .92 T 2 ™ 2 T > 2 4 8 = 1
- = tdt = t)| dt = — — E n| = —+— E TR EErECY)
2 /0 - /0 7@l 4 ol +2 n:1|a | 7T+7T — (4n% —1)2

de donde despejamos la expresién buscada,

2

L =
— (4n2 —1)2 16

N =

Problema 6.21 Hallar el desarrollo de Fourier de la funcion f(t) = signo (t)
en serie de senos y coseno en [—m,|. A qué valores converge el desarrollo en

dicho intervalo? Calcular la suma de la serie Z n"2.

n impar
Solucién:

Las series de Fourier en senos y cosenos en el intervalo [—m, 7] son

o0 [e'e]
f@) = % + ZlancosntJr Zlbnsinnt,
n= n=

™ 1 ™
ay = — f(t)cosntdt, b, =— f(t)sinntdt.
Y —r T —T

En nuestro caso, como la funcién signo es impar, lo mismo que los senos, los
coeficientes a,, se anulan y

1 [7 2 (7 2 [T
b, = -— / signo () sinnt dt = — / signo () sinnt dt = — / sin nt dt
T T Jo T Jo

2 [cosnt}w 21— (=1 _{ 0 npar

T n 4/nw  n impar

s n

0

El desarrollo pedido es, por tanto,

. 4 & sinnt 4 & sin(2n — 1)t
dgo()=2 3, == — O
n=1

€ n
n impar

Por el teorema de convergencia que hemos enunciado, como sint es una
funcién de clase C' a trozos, con discontinuidad en ¢ = 0, el desarrollo converge
a signo (t) para todo valor de t € (—m,0) U (0, 7).

En t = 0, punto de discontinuidad, converge a

signo (07) +signo (07)  —14+1

= 0.
2 2
Y en los extremos ¢t = +7 converge a
signo (—7) +signo(n) —141 0

2 T2
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=TT

-1

Figura 6.4: Desarrollo de Fourier de la funcién signo en serie de senos y cosenos

Para la suma infinita usamos la identidad de la energia,

2T

T - o 2 . 2 - 2 - 2
/_th—/_w(&gno(t)) dt—§|a0| —|—7rnz:1|an| +7T,;|bn|
16y
oo n?’

n impar

de donde despejamos la expresion buscada,

Problema 6.22 Calcular el desarrollo de la funcién f(t) = cosht en serie de
exponenciales imaginarias en el intervalo [—m,m|. ;A qué valores converge el
desarrollo de Fourier de f en los puntos de [—m,w]? Calcular la suma de las

N N o D L= |
stguientes series, Z T+’ Z 112 Z T
n=1 n=1 n=1

Solucion:

Las series de Fourier en cosenos en el intervalo [—m, 7] son

f(t) = i fae™ fn L r F(t)e it dt.

T or
n=—oo -
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En nuestro caso,

1 ™
fn - e—znt coshtdt = _/ { (1- zn)t —(1+zn)t}dt

1 6(1 in)t e —(14in)t™
B 4#{1171 B 1+1in ] .

1 |:€(1 in)w _ ,—(1—in)mw e(1Jrin)7r _ 67(1+in)7r
11—

+

47 1+1in
(= 1)” sinh 7 1 1 _ (=D)"sinh7 1
B 1—in  1+in| T 14 n?’

n=—oo

Desglosando los términos negativos y positivos,

>, sinhnw (-1)" sinh 7 sinhzw (—1)" .
f(t) _ Z ( ) eznti + Z ( ) int

T 14n? oo T 1+n2€

n=-—oo 0#n€Z

sinh 7 > sinh7 (=1)"
ey

- n n2 (eint + e—int)

n=1

inh — 2sinh7 (—1)"
sin 7T+Z sinhm (—1) cosnt.

T ™ 14+n2?

n=1
El coseno hiperbélico es de clase C*°, ademds cosh 7 = cosh(—), luego su
desarrollo de Fourier converge al valor de la funcién en todo punto. O

Usamos los resultados de convergencia del desarrollo de Fourier en ¢t = 0,
t=m,

sinh 7 2sinh7 (—1)™ bl " T 1
1 = cosh0 = - -
€08 T + nzl T  14n2 ; 14+n?2 2sinhm 2
sinh >, 2sinh 7 mecoshw 1
COSAT T +n§1 T 1+n2 Zl+n2 2sinh7w 2

Finalmente usamos la identidad de Parseval para calcular la suma de la
ultima serie,

i ™ 1+ cosh 2t t sinh2t]” sinh 27
W2 tdt = —dt= |- =
e L S
smh T smh2 > 1
= 2 a2 = 4

i 1 T thor 4 72 1 -

——— = —cothm+ ———— — —.

— (1+n2)2 4 4sinh®7 2

Problema 6.23 Obtener el desarrollo de Fourier de f(t) = cott en serie de

exponenciales imaginarias en el intervalo [0, ] sin realizar integrales. ;Conver-
ge?
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Solucion:

Usando exponenciales imaginarias, podemos escribir, usando la suma de la

o0
serie geométrica E " =1/(1-r),
n=0
it | it 2it o
et +e e+ 1 ey )
cott = i— — = — = —i(e* 4+ 1) E e2int
eit _ eit e2it _ 1
n=0

[e'e] 00 50
_ _iz (€2i(n+1)t + e2mt) — i1+ 22 p2int | — Z fe2int.
n=1 n=-—oo

n=0
de donde concluimos que f,, = —2i¢ para n positivo, f, = 0 para n negativo
y fo=—i.0 .
La serie geométrica converge para |r| < 1. Por tanto, como |r| = |e??| =1,

vemos que la serie no converge para t real.
Esto es consecuente con que la funcién cotangente no es de clase C! en el
intervalo [0, 7] ya que diverge tanto en 0 como en 7.
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