Capitulo 7

Ecuacién de Laplace

Problema 7.1 Sea u(x,y) una funcién armdnica para x,y € (0,7) que es nula
en el borde de dicho cuadrado salvo u(x,0) = 3sinz, x € (0,7).

Solucion:

Sabemos que la ecuacién se puede resolver usando series de Fourier,

h
Z fn—== sinhn(m — y) sinnz,

sinh nmw

si la funcién u(x,0) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, ),

0o 9 -
0) = an Sil’lTLZC, fn = ;/ f(x) sinnx dz.
n=1 0

El desarrollo de f(x) = 3sina en serie de senos no precisa integrales, ya que
podemos leer directamente que todos los coeficientes f,, son nulos salvo f; = 3.
Por tanto, la solucién del problema es

3sinh(m — y)

- sinz. O
sinh 7

u(z,y) =
Problema 7.2 Hallar en forma de serie la solucion del problema para la ecua-
cién de Laplace Au(x,y) = Uzy + Uyy = 0, u(0,y) =0, u(L,y) =0, u(z,0) =
f(x), uy(z,0) = g(x) para z € (0,L), y > 0. Aplicarlo al caso L = m, u(x,0) =
0, uy(z,0) = N~1lsin Nz, donde N es un nimero natural. Tomar el limite de la
solucion cuando N tiende a infinito. Interpretar el resultado. Aplicarlo también
al caso L =m, u(z,0) =0, uy(z,0) = z.

Solucion:

Se trata de un problema mixto, ya que las dos primeras condiciones son de
contorno y las dos ultimas, iniciales, pensando en y como en una coordenada

temporal.
Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z,y) = X(z)Y (y), que sustituidas en la
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ecuacion,

X&) _Y"(y) _
X@) Y

0= Uze + uyy = X"(@)Y (y) + X (@)Y (y) = —

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X" (z) + XX (z) =0, Y"(y) — A\Y (y) = 0.

Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para la
primera ecuacién ordinaria,

Resolvemos primero el problema para X (z),
X"(z) +AX(0) =0, X(0)=0, X(L)=0,

que corresponde a condiciones de contorno de extremos fijos y ya lo hemos
resuelto con anterioridad y tiene por autovalores y autofunciones

2
)\n:(%) ? n:1;23-'-7 Xn(.’I]):Sin@, TL:l,Q,---

y sus multiplos.
Por tanto, por superposicién lineal de soluciones u(z,y) = X (z)Y (y), ob-
tendremos soluciones més generales

nmwT
E Y sm —_—

Abordamos la otra ecuacién, lineal ordinaria y homogénea, con valores de A
restringidos ya a los autovalores del problema de contorno,

2
- () v

cuya solucién general, dado que tiene autovalores +nm/L es

Yn(y> = anenﬂ'y/L + bnefnﬂ'y/L = A,, cosh % + B,, sinh ﬂ,

para n = 1,2,.... Usaremos la forma hiperbdlica de la solucién general. Por
tanto,
> nmy . . NTY\ . nmx
Jy) = A, cosh —= + B, sinh —) —_
u(z,y) ng_l( cosh — + B, sin 7 )sinp

resuelve tanto la ecuaciéon como las condiciones de contorno.
Falta utilizar las condiciones iniciales, u(z,0) = f(z), uy(z,0) = g(z). Co-
menzamos con la primera,

f(z) = u(z,0) ZAnsmm
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Por tanto, si f(z) tiene desarrollo en serie de senos en el intervalo [0, L],

nwx 2 [k nwx
= n i ) n— 7 in—d B}
nE:1f sin — f L/o f(z)sin 7 dz

comparando ambas expresiones, como el desarrollo de Fourier es tinico, obtene-
mos los coeficientes 4,, = f,, n =1,2,.

Los coeficientes Bn los obtenemos con 1a otra condicién, para lo cual nece-
sitamos la derivada,

Z % ( nsinh% —i—BnCOSh%) sin?,

n=1

g(x) = uy(z,0) = Z %Bn sin .

Asf pues, si g(x) tiene desarrollo en serie de senos en el intervalo [0, L],

00 L
= Z sin " In = 2 / g(x)sin " e
—~ gn L ) n L o L I

comparando ambas expresiones, como el desarrollo de Fourier es tinico, obtene-
mos los coeficientes B,, = Lg,/nm, n=1,2,...

Ya tenemos identificados todos los coeficientes de nuestra solucion, asi que
podemos afirmar:

“El problema de la ecuacién de Laplace uyy 4ty = 0 paraz € (0,L), y >0
con condiciones mixtas u(z,0) = f(x), uy(z,0) = g(x), u(0,y) = 0 = u(L,y)
para z € (0,L), y > 0, tiene solucién

Lg, .
u(z,y) Z (fncosh@—i—i nhn—zy) sm?,

si las funciones f(x), g(x) admiten desarrollo convergente de Fourier en el in-
tervalo (0, L)”

> nwx 2 [k nwx
- n i 5 n = 7 i d ’
g:lf sin — f L/o f(z)sin 7 do

oo L
. nwx 2 . nmx
x) = T;:l gnsin ——, =7 /0 g(x) sin < dr. O

En el caso, L = 7, las expresiones se simplifican

= Z (fn coshny + In Sinh ny) sinnzx,
n

o0 o0
= Z fnsinnz, g(x) = Z g SinNT.
n=1 n=1
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Si f(z) = 0, es obvio que todos los coeficientes f, son nulos. Si g(z) =
N~1sin Nz, la propia funcién es su desarrollo en serie, asi que gy = 1/N y el
resto de coeficientes son nulos. Por tanto, la solucién en este caso es

sinh Ny sin Nx -

u(z,y) = e

Observamos que, si tomamos el limite N tendiendo a infinito, el dato inicial
es trivial u(z,0) = 0, uy(x,0) = 0, ya que el seno estd acotado por la unidad,
asi que g(x) decrece como 1/N. La solucién en ese caso es la trivial u(x,y) =
0, como es ficil comprobar. Sin embargo, para y # 0, la solucién u(z,y) =
N~2sinh Ny sin Nz tiende a infinito como una exponencial V¥, en lugar de
tender a cero.

Por tanto, las condiciones iniciales conducen a malos problemas para la ecua-
cién de Laplace. Esto es razonable, ya que la ecuacién de Laplace aparece en
problemas estacionarios y, por ello, no tiene mucho sentido considerar la coor-
denada y como un tiempo. O

En el caso f(x) = 0 todos los coeficientes f, son nulos. Y g(x) = x tiene
coeficientes

2 [T 2 [sinnx zcosnz|™ 2(—1)"*!
Jn = — rsinnrdr = — 5 — = ,
T Jo T n n 0

con lo cual la serie de la solucion es

o]
2(—1 n+1
u(z,y) = g %sinhnysinmc. O
n
n=1

La serie de Fourier en senos en [0, 7] de g(x) = x, al ser de clase C*°, converge
a x para z € (0,7) y converge a cero en los extremos. Por tanto, la serie sélo
converge a un valor distinto del de la funcién en x = 7. O

Problema 7.3 Hallar en forma de serie la solucion del problema de Dirichlet
para la ecuacidn de Laplace Au(z,y) = 0 para x € (0,L), y € (0, M) con
condiciones de contorno u(z, M) = f(x), u(x,0) =0 para x € (0,L), u(0,y) =
0=wu(L,y) paray € (0, M). Aplicar el resultado al caso en el que L =m = M,
f(z) = 5sinx cosz. Comprobar explicitamente que la funcidn obtenida satisface
la ecuacion y las condiciones de contorno. Aplicar el resultado al caso en el que

L=n=M, f(z)=1.

Solucion:

Consideremos funciones arménicas u(x,y) es un rectangulo, x € (0,L), y €
(0, M). Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(x,y) = X(z)Y (y), que sustituidas en la
ecuacion,

X)) Y'(y) _
X Y

0= Usge + uyy = X" (@)Y (y) + X (2)Y" (y) =

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X"(z)+AX(z) =0, Y (y) =AY (y) = 0.
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Tenemos un problema de Dirichlet simplificado, en el que sélo hay condicio-
nes de contorno no triviales en uno de los lados del rectangulo,

u(z, M) = f(x), u(z,0) =0, u(0,y) =0 =u(L,y),

para z € (0,L), y € (0, M).
Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

Resolvemos primero el problema para X (),
X"(z) + XX (x) =0, X(0)=0=X(L).

Este problema ya lo hemos resuelto con anterioridad y tiene por autovalores
y autofunciones,

An = (%)2, X, (x) = sin —

Abordamos la otra ecuacioén,

2
Y - (%) Y =0 = Y,(y) = A, sinh ”—zy + B, cosh %

paran € N.
Imponemos la condicién de contorno Y;,(0) = 0,

0=Y,(0) = B,, n €N,

y, por tanto, a falta de la condicién inhomogénea, la solucién se puede expresar
en forma de serie,

o0
x,y) = ZAnsinh%sin?.
n=0

Falta por imponer la condicién inhomogénea u(x, M) = f(x),

T
L )

f(z) = u(x, M) ZAnsmh

que es un desarrollo en serie de senos.
Por tanto, si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en serie de senos,

- M
x):ansinn—zx, / f(z sm—dx—A smh%,
n=0

tenemos la solucién del problema de contorno:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(x,y) = 0 para z € (0,L), y €
(0, M) con condiciones de contorno u(z, M) = f(z), u(z,0) = 0 parax € (0, L),
u(0,y) =0 =wu(L,y) para y € (0, M) tiene solucién

7ry
Z ; sinh —= mmc
" mrM L’
n=1  sinh
L
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si la funcién f(x) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L) en serie de
senos”

Nt . hnmx 2 L . nmx
f(:c)fT;fnsmT, fnz/o f(z)sdex, n € N.

En el caso L = 7™ = M se simplifica el resultado anterior,

sinh
n

u(x,y) = Z fnsi h
n=1

o0
n
Y sin nx, f(z) = Z fnsinnz,
nm —

2 T
fn= —/ f(@)sinnzdr, neN.
T Jo
La funcién f(z) = 5sinzcosz tiene un desarrollo de Fourier con sélo un
término,
. 5 . 5
Ssinxcost = §sm2x = fo = 3 fn=0, n#2

5 sinh 2y .
2sinh2r

u(z,y) = 2z,

como se comprueba explicitamente,
5 .
u(@,0) = 0 = u(0,y) = ulm,y), ulz,7) =3 sin2,

inh 2
S02Y sin 2z = — Uy (x,y). O

tyy (T,y) = sinh 27

Para la funcién f(z) = 1, en cambio, el desarrollo de Fourier tiene infinitos
términos,

2 (T 2 gcosnr)T 2 w0 n par
fn;/o smnzdszg[ n }OE(l(l)){ﬁl/nﬂ' n impar

( ) 4 i sinhny . -
u(z,y) = — ——— = ginnx O.
4 T nsinhnm

N 1mpar
Problema 7.4 Hallar en forma de serie la solucion del problema de Neumann
para la ecuacion de Laplace Au(x,y) = 0 para x € (0,L), y € (0, M) con
condiciones de contorno uy(z,0) = —g(z), uy(z,M) = 0 para z € (0,L),
uz(0,y) = 0= uy(L,y) paray € (0, M).

Solucion:

Consideremos funciones arménicas u(x,y) es un rectangulo, x € (0,L), y €
(0, M). Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z,y) = X ()Y (y), que sustituidas en la
ecuacion,

X)) _Y'y) _
X(x)  Y(y) ’

0 = Upy + uyy = X" (2)Y (y) + X (2)Y" (y) =
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Figura 7.1: Problema de Neumann en el rectangulo [0, L] x [0, M]

nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X'"(z)+ XX (x) =0, Y (y) — AY (y) = 0.

Tenemos un problema de Neumann simplificado, en el que sélo hay condi-
ciones de contorno no triviales en uno de los lados del rectangulo,

uy(z,O):—g(x), uy(z,M):(), uz(O,y):O:uI(L,y),

parax € (0,L), y € (0, M).
Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

Este problema ya lo hemos resuelto con anterioridad y tiene por autovalores
y autofunciones,

2
/\n:(%), Xp(z) = cos 22 n=0,1,2,...

Abordamos la otra ecuacioén,

" nm 2 nny/L —nny/L
Y, — (T) Y:O:YVO(Q):AO'FBOQa Yn(y):Ane Y% + Bpe v,
paran € N.

Imponemos la condicién de contorno Y, (M) =0,

0=Y;(M)= By = Yo(y) = Ao,

nm nm

0= Y/(M) — Anfenﬂ']\/l/L _ ane—nw]\/I/L = Bn — AneQnTrM/L’ n € N.

n
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Yn(y) A, (enwy/L + efnﬂ'y/LSZnﬂ'M/L)

_ AnenTrM/L (enfr(M—y)/L + e—nﬂ'(]\/f—y)/L) = a, cosh nﬂ'(]\i_ y)
denotando ag = Ao, an, = 24,e"M/L n e N, y, por tanto, a falta de la

condicién inhomogénea, la solucién se puede expresar en forma de serie,

o0 M—
z,y) = Zancoshwcosnj;ﬂ.

Falta por imponer la condicién inhomogénea u,(x,0) = —g(x),

M
g(x) = —uy(x,0) Zan sinh 7; cos ?,

que es un desarrollo en serie de cosenos al que le falta el coeficiente gg.
Por tanto, si la funcién g(z) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,

> nwx 2 [k nwx nwa nw M
79_2()+ZgnCOST, gn:—/ g(z)cosTd:c: ~ sinh ,
n=1 0

L L L

) L
w=7 [ gz =0

tenemos la solucién del problema de contorno:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(z,y) = 0 para z € (0,L), y €
(0, M) con condiciones de contorno u,(z,0) = —g(x), uy(x, M) = 0 para = €
(0,L), uz(0,y) = 0 = u,(L,y) para y € (0, M) tiene solucién

w(wy) = K + 2 Z gy, cosh W(M nMy) g
————— cos —,
sinh 224 "“M L

si la funcién g(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L) en serie de
cosenos,

i cos T 2 [F () cos niz
= n COS —— n = — x — dz,
29 L =T )7 L

con coeficiente gg nulo,”

9 L
go:Z/O g(x)dz = 0.

La constante K = ag aparece ya que el problema de Neumann tiene solucién
Unica salvo constante. Es la constante ag que el desarrollo de Fourier no puede
identificar, ya que desaparece al calcular la derivada.

La condiciéon de tener el coeficiente go era esperable, ya que el dato del
problema de Neumann tiene que tener integral nula en el borde del recinto.
En nuestro caso, como el dato se anula en tres de los lados del rectangulo, la
condicién necesaria se reduce a la anulacién de la integral de la funcién g(x) en
el cuarto lado. O
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Problema 7.5 Hallar en forma de serie la solucion del problema de Neu-
mann para la ecuacion de Laplace Au(x,y) = 0 para x € (0,L), y € (0, M)
con condiciones de contorno uy(x, M) = g(x), uy(x,0) = 0 para z € (0,L),
uz(0,y) =0 = uy(L,y) para y € (0, M). Aplicar el resultado al caso en el que
L=n=M, g(z)=2sin®3z. Lo mismo para g(x) = 2sin® 3z — 1.

Solucion:

Se puede abordar con un cambio de variable usando el resultado anterior,
pero lo resolveremos directamente.

Consideremos funciones arménicas u(z,y) es un rectangulo, z € (0,L), y €
(0, M). Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z,y) = X ()Y (y), que sustituidas en la
ecuacion,

_X"@) _Y"(y)

X() Y()

0= gy +uyy = X" ()Y (y) + X (2)Y"(y) =

nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X'"(z)+ XX (x) =0, Y (y) — A\Y (y) = 0.

Tenemos un problema de Neumann simplificado, en el que sélo hay condi-
ciones de contorno no triviales en uno de los lados del rectangulo,

uy(xaM):g(x)a uy(x,O)zo, um(o,y)zozum(L,y),

para z € (0,L), y € (0, M).
Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

X'(0)=0=X'(L), Y'(0)=0.
Resolvemos primero el problema para X (),
X"(z) + AX(z) = 0, X'(0)=0= X'(L).

Este problema ya lo hemos resuelto con anterioridad y tiene por autovalores
y autofunciones,

2
kn:(%) Xp(z) = cos 22 pn=0,1,2,...

Abordamos la otra ecuacién,

2
Y — (%) Y =0=Yy(y) = Ao+Boy, Yaly)=A4, cosh%wLBn sinh %,
paran € N.

Imponemos la condicién de contorno Y} (0) = 0,

0=7Y;(0) = By = Yo(y) = Ao,

(0) = B,

0=Y/
L

n
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y observamos que todos los coeficientes B,, tienen que ser nulos.
Por tanto, a falta de la condicién inhomogénea, la solucion se puede expresar
en forma de serie,

u(z,y) = Z A,, cosh n_zy cos ?
n=0

Falta por imponer la condicién inhomogénea uy,(x, M) = g(x),

= M
9(w) = uy(x, M) = ZA”% sinh m; cos %,
n=1

que es un desarrollo en serie de cosenos al que le falta el coeficiente gg.
Por tanto, si la funcién g(x) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,

. 2 [t A, M
g(z) = nzzogn cos n_zx, gn = z/o g(z) cosn—zxdz = mTL sinh mTL ,

9 L
go:Z/O g(z)dx =0,

tenemos la solucién del problema de contorno:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(z,y) = 0 para z € (0,L), y €
(0, M) con condiciones de contorno u,(x, M) = g(z), uy(z,0) = 0 para = €
(0,L), uz(0,y) = 0 = u,(L,y) para y € (0, M) tiene solucién

L & gn cosh "y nwT
U(ZC,y)ZK—f—; ;WCOST
n=1 L

si la funcién g(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L) en serie de
cosenos,

00 9 (L
g(x):nglgncosn—zxa gn:Z/O g(m)cos?dx,

con coeficiente gg nulo,”

9 L
QOZE/O g(x)dz = 0.

La constante K = ag aparece ya que el problema de Neumann tiene solucion
Unica salvo constante. Es la constante ag que el desarrollo de Fourier no puede
identificar, ya que desaparece al calcular la derivada.

La condiciéon de tener el coeficiente go era esperable, ya que el dato del
problema de Neumann tiene que tener integral nula en el borde del recinto.
En nuestro caso, como el dato se anula en tres de los lados del rectangulo, la
condicién necesaria se reduce a la anulacién de la integral de la funcién g(x) en
el cuarto lado. O

Usando trigonometria elemental,

o0
g(x) =2sin?3z = 1 — cos 6z = 9—20 + Zgncosnac,

n=1
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la funcién g(x) tiene desarrollo de Fourier con coeficientes nulos salvo gg = 2,

ge = —1. Por tanto, este dato de contorno no cumple la condicién necesaria

go = 0, por lo que el problema de Neumann en este caso no tiene solucién. O
En cambio, en el otro caso,

o0
g(x) =2sin?3z — 1 = — cos b = % + Zgncosmc,

n=1

la funcién g(z) tiene desarrollo de Fourier con coeficientes nulos salvo gg = —1.
Por tanto, la solucién de problema de Neumann en este caso es

cosh 6y cos 6x

—K—
u(z,y) 6 sinh 67

Problema 7.6 Sea u(x,y) una funcién armdnica para x,y € (0,7) cuya de-
rivada normal es nula en el borde de dicho cuadrado salvo uy(x,0) = 5cos3z,

€ (0,7).

Solucion:

En primer lugar, comprobamos la condicién necesaria para que el problema
de Neumann tenga solucién,

d s s s
/ s —/ uy(x,O)dx—i—/ um(ﬂ,y)dy—/ Uy (x, )
oq dv 0 0 0

s s 5
+ / uz(0,y) dy = —5/ cos 3z dx = -3 [sin 3z]5 = 0.
0 0

Luego el problema de Neumann tiene solucién, que podemos obtener usando
series de Fourier,

gn coshn(m — y)
=K+ Z P —— cosn,

si la funcién g(z) = —uy(z,0) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, 7)

en serie de cosenos,
o]
nmw
= E gn COS TZL',
n=1

con coeficiente gg nulo.

El desarrollo de g(x) = —5cos 3z en serie de cosenos no precisa integrales,
ya que podemos leer directamente que todos los coeficientes g, son nulos salvo
g3 = —b.

Por tanto, la solucién del problema es

5cosh3(m —y)

—K—
u(z,y) 3sinh 37

cosdz. O

Problema 7.7 Hallar en forma de serie la solucion del problema para la ecua-

cion de Laplace Au(z,y) =0 parax € (0,L), y € (0, M) con condiciones de con-

torno u(z,0) =0, u(z, M) = f(z) para x € (0,L), uz(0,y) = 0 = uy,(L,y) para
€ (0, M). Aplicar el resultado al caso en el que L = m = M, f(x) = cos? 2z.

Lo mismo para f(x) = cos(z/2).
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Solucion:

Consideremos funciones armonicas u(x,y) es un rectangulo, x € (0,L), y €
(0, M). Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z,y) = X(2)Y (y), que sustituidas en la
ecuacion,

_X"z) _Y'(y)

X(@) Y 7

0= Ugy + Uyy = X"2)Y (y) + X (2)Y" (y) =

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X" (z) 4+ XX (z) =0, Y"(y) — A\Y (y) = 0.

Tenemos un problema de contorno simplificado, en el que sélo hay condicio-
nes de contorno no triviales en uno de los lados del rectangulo,

u(m,M) :f('r)’ u(m,O) =0, uz(O,y) ZOZUE(L,?J),
parax € (0,L), y € (0, M).
Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,
X'(0)=0=X'(L), Y(0)=0.
Resolvemos primero el problema para X (z),

X" (z) 4+ XX (z) =0, X'(0)=0=X'(L).

Este problema ya lo hemos resuelto con anterioridad y tiene por autovalores
y autofunciones,

2
kn:(nL—ﬂ) , Xn(ac):cosn—zx, n=0,1,2,...
Abordamos la otra ecuacion,
2
Y/ - (%) Y, = 0= Yo(y) = Ao+ Boy, Yul(y) = Ay cosh ”—zyﬂan sinh %
paran € N.

Imponemos la condicién de contorno Y, (0) = 0,
0=Y,(0) = Ao = Yo(y) = Boy,

0="Y,(0) = A,

y observamos que todos los coeficientes A,, tienen que ser nulos.
Por tanto, a falta de la condicién inhomogénea, la solucion se puede expresar
en forma de serie,

u(z,y) = Boy + Z B,, sinh %y cos ?
n=1
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Falta por imponer la condicién inhomogénea u(z, M) = f(x),

nmx

- M
f(z) :U(xaM)ZBoM—FZaninhmT C

n=1

que es un desarrollo en serie de cosenos.
Por tanto, si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,

2 [k M
f(z) = fO-i-ancos@, E/o f(x)cos?dx:fn:aninhnﬂ- ,

L

tenemos la solucién del problema de contorno:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(x,y) = 0 para z € (0,L), y €
(0, M) con condiciones de contorno u(z, M) = f(z), u(z,0) = 0 paraz € (0, L),
uz(0,y) =0 =wu,(L,y) paray € (0, M) tiene solucién

sinh 27Y mrz
( +an i hnﬂ-]\/j L 9

si la funcién f(x) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L) en serie de
cosenos,

L
f(z)= J;O +ancos?, fn:%/o f(x)cosn—zxdac.

n=1

Este problema no es ni de Dirichlet, ni de Neumann, ya que mezcla ambas
condiciones, segin los lados del rectangulo. La solucién en forma de series es
Unica y existe si f(z) admite desarrollo en serie de cosenos. O

Enelcaso L=nm= M,

fo sinh ny

@, y) = 52y + D
n=1

cosnx
2r ’

nnnm

(o] 2 T
f(x):%‘f‘;fncosmﬁa fn:;/o f(z) cosnz dx.
Usando trigonometria elemental,

1+ cosdx

F(a) = cos?2w = T TSP g oo,
n=1

la funcién f(x) tiene desarrollo de Fourier con coeficientes nulos salvo fy = 1,
fa = 1/2. Por tanto, la solucién de problema en este caso es

y  sinh4ycosdx

ulwy) = ot anan
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En el otro caso, f(x) = cos(z/2), s{ que nos vemos abocados a calcular el
desarrollo de Fourier,

2 [T 1 [7 1 1
fon = —/ cos(x/2) cosnx dr = —/ (cos (n + —) x + cos (n - —) x) dx

1 {sin(n+1/2)z N sin(n1/2):cE:’O’ _ 1 < (G Gt Vi )

T n+1/2 n—1/2 n+1/2 n-—1/2
1 (71)n+1 0.1

= —— n=
nn?—1/4 Y

con lo cual la solucién del problema es

1)+ sinhny
. O
u(@, 2y Zﬂn2—1/4smhn7rcosnx

Problema 7.8 Una funcidn u(r,¢) satisface la ecuacion de Laplace en un
circulo de radio R centrado en el origen, y verifica u(R,$) = cos? ¢. Hallar
u(r, @) en el interior del circulo.

Solucion:

La funcién u(r,¢) es periédica en el dngulo ¢, u(r,0) = u(r,27), por lo
que este problema se puede abordar por series de Fourier, que verifican esta
propiedad. Sabemos que las funciones arménicas en el disco de radio a se pueden
expresar como

u(r, ¢) = % + Z (%)n (an cosng + b, sinng) ,
n=1

siendo a.,, b, los coeficientes del desarrollo de Fourier del valor de la funcién en
el borde,

cos 2¢
2 )

- 1
u(R, :?0 Z ancosn¢+bnsinn¢):cos,2¢:§+

que en nuestro caso no es preciso realizar, ya que es patente que todos los
coeficientes b,, son nulos, lo mismo que los a,, salvo ag = 1, az = 1/2. Por
tanto, la solucién del problema es

1 r?

u(r, ¢) = 5t 2—R2c052q§. O

Problema 7.9 La funcion u(r,¢) es armdnica en el interior del circulo de
radio a centrado en el origen, siendo u(a,®) =5+ sin ¢ cos ¢. Hallar u(r, ) en
el interior del circulo.

Solucion:

La funcién u(r,¢) es periédica en el dngulo ¢, u(r,0) = u(r,27), por lo
que este problema se puede abordar por series de Fourier, que verifican esta

176



propiedad. Sabemos que las funciones arménicas en el disco de radio a se pueden
expresar como

u(r, ) = — + i (g)n (an cosneg + by, sinng),

siendo a,, b, los coeficientes del desarrollo de Fourier del valor de la funcién en
el borde,

sin 2¢
2 )

u(a, @) = % + Z (an cosng + by sinng) =5+
n=1

que en nuestro caso no es preciso realizar, ya que es patente que todos los coe-
ficientes son nulos, salvo ag = 10, by = 1/2. Por tanto, la solucién del problema

es
2

u(r, ) =5+ 2T_a2 sin 2. O

Problema 7.10 Hallar en forma de serie la solucion del problema de Dirichlet
para la ecuacidn de Laplace Au(r,$) = 0 en el semicirculo de radio R, y > 0,
con condiciones de contorno u(R,¢) = f(¢), u(r,0) =0 = u(r,nw), r € (0,R),
¢ € (0, 7). Aplicarlo al caso f(¢) = 6sindx cos4a.

Solucion:

Consideremos funciones arménicas u(r, ¢) en un circulo centrado en el origen

y de radio R. Intentaremos resolver la ecuaciéon de Laplace en coordenadas
polares, r € (0, R), ¢ € (0, ),

U U

Upy + — + # = 07

r r
por separacion de variables, buscando soluciones de la forma u(r, ¢) = R(r)®(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

R(r)®(¢)

T T

0=ty + — + 222 — R"(1)B(¢) +
T T

PRI +rR() _8(9)

R(r) ®(¢)
nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

:)\,

r?R"(r) +rR(r) — AR(r) = 0, " () + AP(4) = 0.

Las condiciones de contorno nos dan el valor de u en »r = R y sobre el eje Y,
donde toma el valor nulo. Las condiciones homogéneas u(r,0) = 0, u(r,7) = 0
conducen a condiciones de contorno

lo cual lleva a un problema de contorno para ® ya resuelto con anterioridad,
que tiene por autovalores )\, = n? y autofunciones ®,(¢) = sinn¢, n € N.
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Queda por resolver la ecuacién en la coordenada radial,
r?R!(r) 4+ rR. (r) — n*’R,(r) =0,

que es una ecuacién de Euler, que se reduce, como hemos visto, a una ecuacién
lineal con coeficientes constantes con el cambio de variable independiente r =
e’ s=lInr,

R, —n’R,=0= R, (s)=Ae™ + Bpe ™™ = A"+ Br ", n=1,2,...

denotando por un punto la derivada con respecto a s.

Llegado este punto, observamos que aparecen funciones singulares, las po-
tencias inversas r~". Imponiendo que las soluciones sean funciones acotadas y
regulares en el circulo, es patente que todos los coeficientes B,, tienen que ser
nulos. Por tanto, las funciones radiales son R, (r) = A,r", n=1,...

Y podemos escribir la solucién de la ecuaciéon de Laplace en el circulo como

u(r, ¢) = Z Apr™ sinng

n=1

Usando la condicién de contorno inhomogénea, u(R, ¢) = f(¢),

u(R,¢) =Y ApR"sinng = f(¢),

n=1

y si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos,

FO) =3 fusinno. fu=2 [ f(@)sinnods
n=1 T Jo

observamos, por la unicidad del desarrollo en serie de Fourier, que A, R™ = f,,
n € Ny, por tanto, podemos identificar los coeficientes de la funcién armonica
con los coeficientes del desarrollo de Fourier:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(r,¢) = 0 parar € (0,R), ¢ €
(0,7) con condiciones de contorno u(R,¢) = f(¢), u(r,0) = 0 = u(r,n) tiene
solucién

u(r, ¢) = ifn (%)nsinnqﬁ (7.1)

si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos,”
ST 2 (" _
f(¢):anSIHn¢ fn:;/ f(@)sinngde. O
n=1 0

En nuestro caso particular f(¢) = 3 sin 8¢, con lo cual el desarrollo de Fourier
en senos sélo tiene no nulo el término fs = 3 y, por tanto, la soluciéon del
problema de Dirichlet queda

3 8
u(r, ¢) = % sin 8¢. O
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Problema 7.11 Sea u una funcion armdnica en el disco de radio a centrado
en el origen y que se anula en el didmetro y = 0. Demostrar que u(z, —y) =

Solucion:

Sabemos que las funciones arménicas en el disco de radio a se pueden ex-
presar como

ag

u(r, ¢) = > + i (g)n (an cosng + by, sinnag) .

n=1

El didmetro y = 0 es el eje X corresponde a las semirrectas ¢ = 0, ¢ = 7. Por
tanto, la funcién verifica u(r,0) = 0 = u(r, ), lo que trasladado al desarrollo

supone
ag AN
0=u(r0)=3 *Zl () on
=

serie nula de términos positivos, de donde se deduce que los coeficientes a,, son
todos nulos. Con la condicién u(r, ) se llega a la misma conclusién.

Por tanto, la condiciéon de anulacién impone que el desarrollo sea s6lo de
senos,

u(r, @) = % + i (g)nbn sinna.

Comprobamos la condicién de imparidad u(x,—y) = —u(z,y). Como en
coordenadas polares cambiar y por —y es una reflexién respecto al eje X, supone
cambiar ¢ por —o,

u(r,—¢) = % +Z:1 (g)nbn sinn(—¢) = —% +Z:1 (g)nbn sinng = —u(r, ¢),

ya que el seno es una funciéon impar. O

Problema 7.12 Sea u(z,y) una funcidon armdnica para x € (0,7), y > 0. Se
tiene que u(x,0) = 1 para = € (0,7), uw(0,y) = 0 = u(w,y) para y > 0. Hallar
u(z,y).

Solucion:

Dado que u(0,y) = 0 = u(m,y), hacemos un desarrollo de Fourier en serie
de senos que cumpla dichas condiciones de contorno,

u(w,y) =Y Yu(y)sinna,
n=1

que sustituimos en la ecuacion de Laplace,

o0

0 = Ugy + Uyy = Z (Y (y) — n*Y (y)) sinna,

n=1
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y por la unicidad del desarrollo de Fourier, obtenemos un sistema infinito de
ecuaciones ordinarias lineales homogéneas,

Y" —n?Y =0 = Y,(y) = a, coshny + b, sinh ny, n € N.

Por tanto, la funcién més general que es solucién de la ecuacion de Laplace
con dichas condiciones de contorno es

oo

u(x,y) = Z (an coshny + b, sinh ny) sinnz.

n=1

Sabemos ademds que u(x,0) = 1. Por tanto,
1 =u(z,0) Zansmnac

y los coeficientes a,, no son mas que los del desarrollo de la funcién unidad en
serie de senos,

2 d _2{ cosnxr_Ql—(—l)"_ 0 n par
- 0 Smnver = o n lo n " | 4/nm n impar

Pero esto fija solo los coeficientes a,,, no los b,. Luego el problema estd mal
planteado, ya que es indeterminado, como ya sabiamos, ya que es un proble-
ma mixto de valores iniciales para la ecuacién de Laplace, que sélo permite
problemas de contorno.

El problema tendria solucién tnica si impusiéramos la condicién adicional
de que u sea acotada en infinito. Dado que

an, +b a, — b

. n n —
an, coshny + b, sinhny = 5 e + 5 € .
eliminar los términos divergentes en infinito supone eliminar las exponenciales
crecientes e"?, lo que se consigue si b, = —a,,.

Por tanto, la funcién buscada tiene desarrollo en serie

oo
4
u(z,y) = Zane_"ysinnz:; Z
n=1

n impar

e "

sinnx

e —(2n—-1)y

= —Z v sin(2n — 1)z. O

Problema 7.13 Hallar en forma de serie la solucion del problema de Neumann
para la ecuacion de Laplace Au(r, ¢) = 0 en el circulo de radio R con condiciones
de contorno u.(R,¢) = g(¢), r € (0, R), ¢ € (0,27). Aplicar el resultado al caso
en el que g(¢) =1 y al caso en el que g(¢p) = sin ¢ cos ¢.

Solucion:

Consideremos funciones armdnicas u(r, ¢) en un circulo centrado en el origen
y de radio R. Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace en coordenadas
polares, r € (0, R), ¢ € (0, 2),

0%y 10u 1 0%u

a2 Tror Trrag Y
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por separacién de variables, buscando soluciones de la forma u(r, ¢) = R(r)®(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

0= wpy + 7 1 29 _ prpyg(g) + T2 | RINPTG)
r r r ,

PR'(r)+rR(r) _ ¥(¢)
R(r) ()

nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

:)\,

r?R"(r) +rR (r) — AR(r) = 0, " () + AP(4) = 0.

Independientemente del problema de contorno que tengamos que resolver,
las propias coordenadas polares exigen condiciones de periodicidad,

B(0) = ®(2m),  ¥'(0) = &' (2n),

lo cual conduce a un problema de contorno para ® ya resuelto con anterioridad,
que tiene por autovalores \,, = n? y autofunciones ®q(¢) = 1, ®,,(¢) = cosng,
®,(¢) =sinng, n € N.

Queda por resolver la ecuacién en la coordenada radial,

R (r) +rR, (r) — n*Rn(r) =0,

que es una ecuacién de Euler, que se reduce, como hemos visto, a una ecuacién
lineal con coeficientes constantes con el cambio de variable independiente r =
e’ s=lnr,

R, —n’R,=0= R, (s) = Ape™ + Bpe ™™ = Apr™ + Bor™", n#0,

Ro =0 éRo(S) = A0+Bos = A0+B01HT,

denotando por un punto la derivada con respecto a s.

Llegado este punto, observamos que aparecen funciones singulares, las poten-
cias inversas r~" y Inr. Imponiendo que las soluciones sean funciones acotadas
y regulares en el circulo, es patente que todos los coeficientes B,, tienen que ser
nulos. Por tanto, las funciones radiales son R, (r) =", n=0,1,...

Y podemos escribir la solucién de la ecuacion de Laplace en el circulo como

u(r,¢) = Ao + i r" (An cosng + A, sin n(b) .
n=1

El problema de Neumann supone conocer la derivada de v normal al borde
del recinto. En este caso el recinto es un circulo, asi que la direccién normal
es la radial, por lo que la condicién de contorno de Neumann es de la forma
ur (R, ¢) = g(¢). Sustituyendo,

ur(R, ¢) = i nR" ! (An cosng + A, sin nqﬁ) = g(¢),

n=1
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y si la funcién g(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos,

9(¢) = % + Z (an, cosng + by, sinng) ,
n=1

2m 1 2m

ap = —/ g(¢) cosneg do, b, = —/ 9(¢) sinne do,
T Jo ™ Jo

observamos, por la unicidad del desarrollo en serie de Fourier, que Ay = K estd

indeterminado, ya que tenemos sélo condiciones sobre las derivadas de u, algo

que sucede siempre con los problemas de Neumann.

El coeficiente ag del desarrollo del dato de Neumann tiene que ser nulo, lo
cual era de esperar, ya que los problemas de Neumann tienen como condicién
necesaria para tener solucién que la integral de la derivada normal de u a lo
largo del borde del recinto se anule y, en nuestro caso,

2m
0= /FUT(R,qﬁ) ds = R/o g(¢) dé = Rmay.

Por su parte, nR" 'A, = a,, nR" 1B, = b,, n € Ny, por tanto, pode-
mos identificar los coeficientes de la funcién arménica con los coeficientes del
desarrollo de Fourier:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(r,¢) = 0 parar € (0,R), ¢ €
(0,27) con condicién de contorno u, (R, ¢) = g(¢) tiene solucién

u(r,¢) = K + Z # (an cosng + by, sinng),
n=1

unica salvo una constante K, si la funcién g(¢) admite desarrollo de Fourier en
serie de senos y cosenos con término independiente ag nulo”

9(8) = 3 (an cosng + by sinng),
n=1

™

2m 2
ay, = —/O g(¢) cosng do, by = %/0 9(¢) sinne do.

Esta solucién en serie de Fourier se puede sumar, al igual que se hizo para
el problema de Dirichlet,

o0
i}

u(ro, ¢o) — K = Z T (an, cosngg + by, sin ngg)

n=1

n

27 [e’e)
= %/0 g(¢); n];?l*1 (cosmep cos ¢ + sin ngg sin ¢) de

1 27 e n
= ) 90X SR eosn(o - dn) s

va que las series de Fourier se pueden integrar bajo condiciones muy generales.
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El integrando es la integral de una serie geométrica, como se comprueba
desarrollando el coseno en exponenciales imaginarias,

o n 0 n 0 n
T, T . T, .
2 g 9 cos ny = E 0 _giny 4 E 0 _p—iny
an—l an—l an—l
n=1 n=1 n=1
00 ; n—1 ) ; n—1
o iy re*y iy rey
= e E 7 +e E I dr
0 n=1 n=1

— /TO Re™ n Re™™ dr
) R—rew  R—re ™
= —R [ln (R — Te”) +In (R — Tefm)]go
= 2RInR— Rln (R®+r§ — 2Rrqcosy),
del cual podemos omitir el término constante, ya que lo podemos incorporar a

la constante K,

2m

u(ro, o) = K g(¢)In (R* 4+ r§ — 2Rro cos(¢ — ¢o)) do. O

,%O

Procedemos con los casos particulares: el caso g(¢) = 1 no tiene solucién, ya
que no se cumple la condicién necesaria,

27
/O 9(¢)d =27 £0. O

El caso g(¢) = sin ¢ cos ¢ es sencillo, ya que su desarrollo de Fourier,

sin 2¢
tiene todos los coeficientes nulos, salvo by = 1/2. Por tanto, la solucién del

problema es
2

r
u(r,¢) = K + 1 Sin 2¢. 0

Problema 7.14 Hallar en forma de serie la solucion del problema de Neu-

mann para la ecuacion de Laplace Au(x,y) = 0 para x € (0,L), y € (0, M)

con condiciones de contorno uy(x, M) = g(x), uy(z,0) = 0 para x € (0,L),

uz(0,y) =0 = uy(L,y) para y € (0, M). Aplicar el resultado al caso en el que

L=n=M, g(z)=2sin®3z. Lo mismo para g(x) = 2sin® 3z — 1.

Solucion:

Consideremos funciones arménicas u(z,y) es un rectdngulo, z € (0,L), y €
(0, M). Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z,y) = X ()Y (y), que sustituidas en la
ecuacion,

0= Uz +uyy = X"(2)Y (y) + X(2)Y"(y) = — = =,
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nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X"(z)+AX(z) =0, Y (y) =AY (y) = 0.

Tenemos un problema de Neumann simplificado, en el que sélo hay condi-
ciones de contorno no triviales en uno de los lados del rectangulo,

uy(x, M) = g(x), uy(x,0) =0, uz(0,y) =0 =wuy(L,y),

para z € (0,L), y € (0, M).
Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

X'(0)=0=X'(L), Y'(0)=0.
Resolvemos primero el problema para X (z),
X"(z) 4+ XX (z) =0, X'(0)=0=X'(L).
Este problema ya lo hemos resuelto con anterioridad y tiene por autovalores

y autofunciones,

2
kn:(nL_Tr) ) Xn(m):COS—, n=0,1,2,...

Abordamos la otra ecuacion,

2
)1fcg))@:0¢yam:a%+3w,)@@y:mm@h%?+3mmh%?,

paran € N.
Imponemos la condicién de contorno Y, (0) =0,

0 =Y;(0) = By = Yo(y) = Ao,

nm
0=Y/(0) = B,—
w(0) = By

y observamos que todos los coeficientes B,, tienen que ser nulos.
Por tanto, a falta de la condicién inhomogénea, la solucion se puede expresar
en forma de serie,

u(z,y) = Z A,, cosh n_zy oS n_zac
n=0

Falta por imponer la condicién inhomogénea u,(x, M) = g(x),

nw M nwx
COS T s

g(x) = uy(z, M) = Z An% sinh
n=1

que es un desarrollo en serie de cosenos al que le falta el coeficiente gg.
Por tanto, si la funcién g(z) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,

= 2 [t An M
g(x):g_;_i_;gncosn_zz’ gn:Z/O g(m)cos?dx:m; sinhm; ,
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o L
go:f/o g(x)dx =0,

tenemos la solucién del problema de contorno:

“El problema de la ecuacién de Laplace Au(x,y) = 0 para z € (0,L), y €
(0, M) con condiciones de contorno uy(zx, M) = g(x), uy(z,0) = 0 para = €
(0,L), uz(0,y) = 0 = uy(L,y) para y € (0, M) tiene solucién

L & cosh 27
w(oyy) = K+ 23 I SL o BT
T

Cos8 ——
n sinh 2tM L’

n=1 L

si la funcién g(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L) en serie de

€osenos,

g(x) = nz::lgn cos n—zx Gn = f/o g(x) cos n—zx dz,

con coeficiente go nulo,”

9 L
go = L/o g(x)dx = 0.

La constante K = ag aparece ya que el problema de Neumann tiene solucion
lnica salvo constante. Es la constante ag que el desarrollo de Fourier no puede
identificar, ya que desaparece al calcular la derivada.

La condicién de tener el coeficiente gg era esperable, ya que el dato del
problema de Neumann tiene que tener integral nula en el borde del recinto.
En nuestro caso, como el dato se anula en tres de los lados del rectangulo, la
condicién necesaria se reduce a la anulacién de la integral de la funcién g(x) en
el cuarto lado. O

Usando trigonometria elemental,

o0
g(x) = 2sin*3x = 1 — cos b6z = 9—20 + Zgncosnac,
n=1

la funcién g(x) tiene desarrollo de Fourier con coeficientes nulos salvo gg = 2,

ge = —1. Por tanto, este dato de contorno no cumple la condicién necesaria

go = 0, por lo que el problema de Neumann en este caso no tiene solucién. O
En cambio, en el otro caso,

o0
g(x) =2sin?3z — 1 = — cos b6 = % + Zlgncosnx,
ne

la funcién g(z) tiene desarrollo de Fourier con coeficientes nulos salvo gg = —1.
Por tanto, la solucién de problema de Neumann en este caso es

cosh 6y cos 6

=K
(@ y) 6 sinh 67
Lo comprobamos,
(2,7) cosh 6y sin 6z (2.7) 6 cosh 6y cos 6
U\ Ty Y) = — 7~ U\ L,Y) = — 7~
4 sinh 67 Y sinh 67
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sinh 6y cos 6 6 cosh 6y cos 6x

uy(x,y) = ) uyy(xay) =

sinh 67 sinh 67

Obviamente, u,(0,y) = 0 = u,(7m,y), porque el seno se anula en cero y 7.
Igualmente u,(z,0) = 0, porque se anula el seno hiperbdlico. A su vez,

uy(x, m) = —cosbzx = g(x).
Y la ecuacién de Laplace se verifica, ya que

6 cosh 6y cos 6z

Uzz(xvy) = = 7uyy(zay) d

sinh 67
Problema 7.15 Hallar en forma de serie la solucion del problema para la
ecuacion de Laplace Au(z, ) = Uy, + upy = 0, u(0,¢) = 0, u(L,p) = f(¢),
u(z, —m) = u(z,m), ugp(z, —m) = ugp(z,m) para z € (0,L), ¢ € (—m, 7). Aplicar
el resultado al caso en el que L =, f(¢) = 4sin2¢ cos 2¢ + cos? 2¢.

Solucion:

Intentaremos resolver la ecuaciéon de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z, ¢) = Z(2)®(¢), que sustituidas en la ecua-
cion,

Z2"'(z) _ _2"(9)

0= =7"(2)® Z(2)®"(¢) = =— =A

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

Z(2) = NZ(2) =0,  ©"(¢)+A&(6) = 0.
Tenemos un problema de Dirichlet,
u(0,6) =0, w(L,¢)=f(¢), ulz,—m)=ulz,7m), up(z,—m)=ug(z,m),

para z € (0,L), ¢ € (—m, ).

Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

Z0)=0, ®(—7w)=®(n), @'(-7)=3'(m).
Resolvemos primero el problema para ®(¢),

(¢) + AR(¢) =0,  B(—m) =2(7), '(-m) =P (m),

que corresponde a condiciones de contorno periddicas y ya lo hemos resuelto
con anterioridad y tiene por autovalores y autofunciones,

k,=n% n=0,1,...,

Qo(¢) =1,  Du(¢) =cosng, ®,(¢) =sinng, n=1,2...

Abordamos la otra ecuacion,

Z!'—n*Z, =0= Zy(z) = Ao + Boz, Zn(z) = A, coshnz + B, sinhnz,
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paran € N.
Imponemos la condicién de contorno Z,(0) = 0,

0= ZO(O) = Ao = Zo(z) = Boz,

0=2,(0)=A, = Z,(z) = B,sinhnz,

y observamos que todos los coeficientes A,, tienen que ser nulos.
Por tanto, a falta de la condicién inhomogénea, la solucién se puede expresar
en forma de serie,

u(z,$) = Boz + Z (Bn cosng + By, sin nqﬁ) sinhnz.

n=1

Falta por imponer la condicién inhomogénea u(L, ¢) = f(¢),

f(¢) =u(L,p) = BoL + Z (Bn cosng + By, sin nqb) sinhnL,

n=1

que es un desarrollo en serie de senos y cosenos para f(¢).
Por tanto, si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos
y COSenos,

flo) = + Z fn cOSTLY + Z fnsinne,

n=1
1 ~ 1 )
fo= [ r@yeosnods,  fu=1 [ fo)sinnodo
comparando ambos desarrollos, concluimos
fO fn r fn
By = = B, = B, = ———, =1,2,...
0= or "~ Sinhnl’ sinhnl’

“El problema de la ecuacién de Laplace u,, + ugy = 0 para z € (0,L),
¢ € (—m,m) con condiciones de contorno u(0, ¢) = 0, u(L, ¢) = f(¢), u(z, —m) =
u(z,m), ug(z, —m) = ug(z, ) tiene solucién

sinhnz

u(z, ) = ==z + Z (fn cosng + fr, smngb) g

si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (—m, ) en serie
de senos y cosenos”

flo) = + Z fncOSNA + Z fnsinng,

n=1

fo== [ f@cosnsds,  Ju== [ f@)sinnsds. o

Teniendo en cuenta que un cilindro circular de altura L y radio R, parame-
trizado en coordenadas cilindricas por g(z,¢) = (Rcos ¢, Rsing, z), z € (0, L),
¢ € (—m, m) tiene por laplaciano

el

Ay =u,, + 2
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observamos que este problema es un problema de Dirichlet para un cilindro de
radio unidad y altura L con datos de contorno sobre las circunferencias situadas
en los planos 2z =0y z = L.

Usando trigonometria elemental,

1 1
f(p) = 4sin 26 cos 2¢ + cos® 2¢ = 2sin 4¢ + 3 + 5(:054(]5,

observamos que la funcién f(¢) tiene desarrollo de Fourier con coeficientes nulos
salvo fo =1, fy = 1/2, f4 = 2. Por tanto, la solucién de problema de Dirichlet
en este caso es

1
= 50" " Ganar

1
u(z, ) (2 sind¢ + 5 cos 4(]5) sinh4z. O

Lo comprobamos. Obviamente, u(0, ¢) = 0, porque se anula el seno hiperbdli-
co, y u es una funcién periddica de periodo 27w por serlo el seno y el coseno.
Ademas,

u(L,6) = 5 +2sindo + 3 cosdo = F(6),

y también se verifica la ecuaciéon de Laplace,

6 1
= 2sin4¢ + - cos4¢ ) sinh 4
Uzz + Ugep oL AL ( sin4¢ + 5 C08 qﬁ) sinh 4z
16 1
TSanal (2 sind¢ + 5 cos 4¢> sinh4z =0. O

Problema 7.16 Hallar en forma de serie la solucion del problema para la ecua-
cion de Laplace R*u,, + upy = 0, u;(0,¢) = 0, u.(h,¢) = g(¢), u(z,—7w) =
u(z,m), ug(z, —m) = ug(z,7) para z € (0,h), ¢ € (—m, ), siendo constantes
h, R > 0. Aplicarlo al caso h =1 = R, g(¢) = ¢. Aplicarlo al caso h =1 = R,
9(e) = ¢*.

Solucion:

Se trata de un problema simplificado de Neumann para la ecuaciéon de La-
place en un rectangulo con condiciones de contorno periddicas, es decir, en un
cilindro de radio R y altura h. Los datos de contorno se dan en las dos circun-
ferencias del borde, situadas en z = 0, z = h.

Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(z, ¢) = Z(2)®(¢), que sustituidas en la ecua-
cion,

RZ'(z) _ 3'(9)

0= R%u,, +ugy = R*Z"(2)®(¢) + Z(2)®" (¢) = 70 - 8 - A,

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

A

Z"2)— SZ(2) =0,  ®"(¢)+ AD(¢) = 0.
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Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

Z'(0)=0, ®(—m)=d(mw), P (—7) =P (m).
Resolvemos primero el problema para ®(¢),
"(¢) +A2(¢) =0,  (—7) =®(m), P'(—m)=P(m),

que corresponde a condiciones de contorno periédicas y ya lo hemos resuelto
con anterioridad y tiene por autovalores y autofunciones,

kn=n? n=0,1,...,

Do(#) =1,  Du(9) =cosng, Bu(0) =sinng, n=12,...

Abordamos la otra ecuacién,

2
A %Zn =0= Zo(z) = Ao+ Boz, Zn(z)=A4, cosh% + By, sinh %,

paran=1,2,...
Necesitamos las derivadas,

A B
n "sinthLn ncoshnz

/ _ / — -

para imponer la condicién de contorno Z/ (0) = 0,

0= Z(0) = By = Zo(z) = Ao,

By
nR = Zn(z) = Ay cosh %,

y observamos que todos los coeficientes B,, tienen que ser nulos.
Por tanto, a falta de la condicién inhomogénea, haciendo uso del principio
de superposicién lineal, la solucién se puede expresar en forma de serie,

0= 7,0 =

u(z, @) = Ag + Z (An cosneé + A, sin nqﬁ) cosh n—};,
n=1

y su derivada, que necesitaremos,

uy(z, ) = Z % (An cosnd + A, sinnqﬁ) sinh %

n=1

Falta por imponer la condicién inhomogénea u,(h, ¢) = g(¢),
= . h
9(¢) = u.(h,¢) = Z % (An cosng + A, sinn¢) sinh %,

n=1

que es un desarrollo en serie de senos y cosenos para g(¢), sin término constante,
lo que impone una condicién sobre el dato de contorno, como sucede en los
problemas de Neumann.
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Por tanto, si la funcién g(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos
y COSenos,

0 [e'e]
9(¢) = 9—20 + Zlgn cosng + Y _ gnsinne,
-

n=1

1 [™ 1 [™

am=r [ f@cosnods.  g.== [ glo)sinnodo,
Vs —r T —T
comparando ambos desarrollos, concluimos
R ~ Rg
90:0; An:%a An:%a n:1523"'
n sinh % n sinh %

El coeficiente Ag no queda determinado, como corresponde a un problema
de Neumann, que tiene solucién tinica salvo una constante K = Ag.

“El problema de la ecuacién de Laplace R?u,, +ugs = 0 para z € (0,h), ¢ €
(—m, ) con condiciones de contorno u,(0,$) = 0, u,(h,d) = g(¢), u(z,—7) =
u(z,m), up(z, —m) = ug(z, ) tiene solucién

nz
cosh 7

u(z,¢) = K+RZ <%l cosng + %sinnqﬁ)
n=1

. nh’
sinh =

si la funcién g(¢) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (—m,7) en serie
de senos y cosenos

e ']
9(¢) = 9—20 + Zlgn cosng + Zlgn sinng,
n= n=

= [ s@cosnsds,  g.=7 [ glosimnsdo,

L — -

con coeficiente gy nulo.” O
En el caso h = 1 = R las expresiones se simplifican,

coshnz

u(z,9) = K + Z (‘% cosng + ‘% sinnqb)

n=1

sinhn °

El caso g(¢) = ¢? no tiene solucién, ya que

1 [7 273
o=—[ ¢do="-010
T J)_» 3

El caso g(¢) = ¢, al tratarse esta de una funcién impar, su desarrollo no
tiene términos en coseno. Por tanto, todos los coeficientes g, son nulos, incluido
go- Luego habra solucion.

Calculamos el resto de coeficientes,

R R e

n? n n

—T

y, por tanto, la solucién de este problema es

o 2(—1)*t h
u(z,¢) = K + Z ( 3 sinnqbcos " o
n=1

n sinhn
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Problema 7.17 Sea u(z,y) una funcion tal que gy + Uy, = —2sinzsiny para
x,y € (0,7) que satisface u =0 en el borde de dicho cuadrado. Calcular u(zx,y).

Solucién:
La funcién satisface las condiciones de contorno u(0,y) = 0 = u(m,y),
u(z,0) = 0 = u(z, 7). Podemos realizar un desarrollo en serie de senos de

la funcion,

NE

u(z,y) =) Y,(y)sinnz,

n=1

=0 =u(my).

que ya satisface las condiciones u(0,
y) = —2sinzxsiny, ya esta desarrollado y tiene

El término inhomogéneo F(x,
sélo el coeficiente n = 1.
Sustituyendo el desarrollo en la ecuaciéon de Poisson,

—28INYSinT = Uyy + Uyy = Z (Y (y) — n*Ya(y)) = sinna,

n=1

obtenemos, usando la unicidad del desarrollo de Fourier, el siguiente sistema de
problemas de contorno,

v - ={ P L Yo =0=v().

haciendo uso de las condiciones restantes, u(z,0) = 0 = u(z, 7).
La solucién general de las ecuaciones homogéneas Y,” —n?Y,, = 0 es
Yun(y) = Ay, coshny + By, sinhny.

Para n > 1 no hay término inhomogéneo, por lo que las condiciones de
contorno Y (0) = 0 = Y () imponen

0=A,, 0= A, coshnm + B, sinhntr = A, =0=B,, n>1,

con lo que estas ecuaciones sélo tienen solucién trivial ¥;,(y) = 0.

Para n = 1 necesitamos una solucién particular para la fuerza f(y) =
—2siny. Sabemos que la solucién tiene que ser de la forma Yi,(y) = acosy +
bsin gy, que sustituida en la ecuacion,

0=2siny + Y}, — Y1, = (—2a)cosy + (2 — 2b)siny = a =0, 2—2b=0,

nos proporciona los coeficientes indeterminados a = 0, b = 1, con lo cual la
solucién general de la ecuacién es

Y1(y) = A coshy + By sinhy + siny,
v le podemos imponer las condiciones de contorno,
0=Y1(0) = 4y, 0=Yi(w) = Ay coshm + By sinhm = A; =0 = By,

con lo cual llegamos a la conclusién de que los coeficientes del desarrollo de
Fourier son Y7 (y) = siny, Y, (y) = 0, n > 1, que sustituidos en el desarrollo nos
proporcionan la solucion del problema,

oo
u(z,y) = Z Y, (y)sinnz = sinzsiny. O
n=1
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Problema 7.18 Sea u una funcion armdnica y no negativa en el circulo de
radio R centrado en el origen, y continua en su borde. Demostrar las desigual-

dades R x|
—|lIx
——u(0) <u(x) <

R+ |||

Utilizar la férmula integral de Poisson.

R+ x|

7"

Solucion:

Sabemos que una funcién arménica en el circulo de radio R se puede construir

como
R 1§ [*" f(9)
27 / R2 + 12 — 2Rrg cos(¢ — ¢o)
siendo f(¢) = u(R, ¢) su valor en la circunferencia del borde.
El denominador de esta integral se puede acotar y sacar fuera de la integral,
dado que el coseno toma sus valores en el intervalo [—1, 1],

u(ro, o) =

de,

(R— r0)? < R? + rg — 2Rrgcos(¢p — ¢o) < (R+ r0)2,

1 R—ry m 1 R+ 2
e [ 1@ <t < -7 [ po)do,

La demostracion se completa con el calculo del valor de u en el centro del

circulo,
2

u(0) = w(0,00) = 5- [ 1(6)do,

0
valor que se puede obtener también con la ley de la media.
Juntando ambos resultados, concluimos
R — To
U
R + To

R+7’0u( )
R*TO ’

(0) < u(ro, ¢o) <

resultado conocido como desigualdad de Harnack. O

Problema 7.19 Obtener la funcion de Green para el problema de Dirichlet en
el semiespacio z > 0 en R3.

Solucién:
Sabemos que la solucién fundamental en el espacio con polo en xg es

1 1
Arlx —xoll  dmy/(@ —20)2 + (y — ¥0)2 + (2 — 20)%

wxo(xayaz) =

El borde del semiespacio z > 0 es el plano XY (z = 0). Sobre este plano,
1
(e — w02 (Y - 90)® + 2
Para que se anule Gy, (x,y,0) habrd que afiadir a ¢, una funcién arménica

Ux, cuya contribucién sobre el eje X cancele la de la solucién fundamental. Por
tanto, es preciso que

wxo (xa Y, 0) =

1
Ux, (z,y,0) = .
’ Am/(z — 20)2 + (Y — y0)? + 22
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La manera de conseguirlo es situar una carga negativa en el punto simétrico
de x¢ respecto al plano XY, que es Xg = (x0,y0, —20). Asi, como los puntos
del plano XY son equidistantes de x¢ y de Xq, las contribuciones de ambos se
cancelaran, al tener signo opuesto,

1 1
Arllx = %ol dry /(= w0)> + (y — w0)? + (2 + 20)°

Uxo(l',y, Z)

que es una funcién arménica, ya que el polo (xg,yo, —z0) no pertenece al semi-
espacio z > 0.
Por tanto, la funcién de Green del semiespacio z > 0 es

1 1
Gy, (z,y,2) = — — .
@2 = T TRl ~ W = %ol
La normal exterior al borde del semiespacio z > 0 es v = —u,. Por tanto,
dGyx,(z,y,0)  dGx,(x,y,0) 1 20
dv dz 27 ((x —20)%+ (y — y0)? + 22)3/2’

y la solucién del problema de Dirichlet, Au =0, u(z,y,0) = f(z,y), serd

a0 [T [T f@,y) :
u(o, Yo) 27 [oo I[m y((z —x0)?2+ (y —yo)? + 22)3/2
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