Capitulo 8

Ecuacion del calor

Problema 8.1 Hallar la distribucion de temperaturas de una varilla infinita

2 2
sabiendo que el perfil inicial de temperaturas es gaussiano, u(x,0) = Tpe ™™ /a”,
x €R, a>0. ;Qué sucede para u(x,0) = Toe®’ /" 2

Solucion:

La solucion se obtiene integrando el dato inicial con el nicleo de la ecuacion
del calor,

22
T > (z—y)2 T ae_ dxt+a? 0
u(z,t) = 0 / e/ e dy = 2> e dz
Varkt J o VTRt +a? )

Toa __a?
frd B — 4»t+a2

VAarkt + a?

completando cuadrados y realizando el cambio de variable a variable z,

a? avAakt a VArkt + a?v/4kt 4kt + a2’

4kt a?

2
2% — 2zy + 2 N y? (\/4f<at—|—a2y ax ) n z?

Vakt + a2y ax -
av4rkt VAkt + a2V/4kt

Obsérvese que la distribucién de temperaturas en cada instante de tiem-
po t = T sigue siendo gaussiana. Obviamente, para t tendiendo a infinito la
temperatura tiende a cero en todos los puntos de la varilla.

El segundo problema corresponde esencialmente a cambiar a? por —a? y es
facil comprobar que la solucién es

Toa 22

7ea2¥4m_
va? — 4kt

Sin embargo, esta solucién es singular en t = a?/4x y es compleja para
tiempos posteriores a dicho valor.
Esta situacion era esperable, ya que el dato inicial no es acotado. O

u(z, t) =
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Problema 8.2 Una varilla infinita estd inicialmente a temperatura Ty, excepto
un tramo de longitud L, que estd a temperatura T1 > Ty. Hallar la distribucion
de temperaturas en el futuro.

Solucion:

La distribucién inicial de temperaturas es

To T ¢10,L
f(.T):U(.T,O):{ T(; Telo,L]

por tanto, la distribucién futura de temperaturas es

u(z,t) = / fy)K(x,y,t) dy:To/ K(x,y,t)dy
T o T L )2 T . T (L*I)/\/ﬁllﬂt 9
L b 0/ JC) dy =Ty + LT = da
Varkt Jo VT v

Ty + erf +erf (| — ,
0 2 VAakt Varkt

usando la funcién error, que se define como integral de la gaussiana,

2 ¢ 2
erf (x) = ﬁ/o e 7 dz,

y el cambio de variable z = (y — z)/vV4kt. O
Obviamente, para t tendiendo a infinito, como erf (0) = 0, la temperatura
tiende a Ty en todos los puntos de la varilla.

Problema 8.3 Hallar para t > 0 la distribucion de temperaturas u(x,t) en una
barra semiinfinita (x > 0), si en t = 0 estd a temperatura uniforme Ty, y para
t > 0 se mantiene su extremo a temperatura T .

Solucion:

El dato inicial es u(z,0) = Ty y el de contorno es u(0,t) = T;. Para que la
condicién de contorno sea homogénea realizamos el cambio

u(z,t) =T + v(z,t),
de modo que v(z,t) satisface
Vg — KUz = 0, v(z,0) =Ty — Th, v(0,t) =0, x,t >0,
que podemos resolver por extensién impar a toda la varilla,

~ . T —Ty =<0
f(x){To—Tl x>0 "

usando el ntcleo integral de la ecuacién del calor,
wat) = [ FoK@undy =@ -1) [ Kytdy
o 0
0
+ (Tl —To)/ K(.’L‘,y,t) dy
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Realizamos la primera integral mediante el cambio de variable z = (y —

SC)/\/m,

1 e 2
dy = — e dz =
ﬁ —xz /4Kt

= 1 + lerf <L> ,
2 2 Vakt
y, del mismo modo, la segunda,
—o/Vast 1 1 0 2
/oo ¢ de= 5 - ﬁ /—z/\/me_z az

ot ()
— —eaf [ — ).
2 4kt

Juntando ambas integrales, obtenemos la solucién del problema,

(z—y)?
ant

N |

1 /m _ ‘+1 /0 2y
_—— € = & z
varkt Jo VT —x/\/4rt

_(z—w)?

4kt dy =

Si-

1 0
T e
VAarkt /_Oo

N | =

U(.’L‘,t) = T1 + (TO — Tl) erf ( a

x
vV 4/@'15) .
Obviamente, cuando t tiende a infinito, la temperatura tiende en todos los
puntos de la varilla al valor T3, ya que erf (0) = 0. Esto es lo esperable, ya que
quiere decir que la varilla acaba alcanzando la temperatura del foco de calor
situado en el extremo z = 0.

Problema 8.4 Estudiar la evolucion de la temperatura de una varilla de lon-
gitud L, cuyos extremos estdn en contacto, respectivamente, con focos de tem-
peratura, T\ y To. Aplicarlo al caso en que la varilla tiene temperatura inicial
nula.

Solucion:

El problema planteado se puede modelizar como
U — Kllgg = 0, u(z,O):f(x), U(O,t):Th U(Lat):TQa T e [OvL]a t>0,

en el caso particular en el que f(z) = 0.
Las condiciones de contorno no son homogéneas, pero descomponiendo la
solucién,

L—=x

T+ 2Ty, zel0,L], t>0,

u(z,t) = v(x,t) + 7 7

reducimos el problema a uno homogéneo,

bt Iy fa), w(0,8) = 0 = o(L,t),

Vt — RUzz, ’U(ZL', 0) = f(SC) - L L

que podemos resolver por series de Fourier,

L—=x nwx

x > ~ 2
d —(nmw/L)*kt ;. WL
T + LTg + ngil fne sin T

u(z,t) =
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si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L),

00 _ 9 L _
zg n 2 fnzz/o f(x)sin?dw.D

Obsérvese que en el limite ¢ tendiendo a infinito la distribucién de tempera-
turas tiende a la recta

) _L-= z
Jim u(e) = 75T+ 2T
independientemente del dato inicial f(x).
Consideremos el caso en el que la temperatura inicial de la varilla es nula en
todos sus puntos, u(z,0) = f(x) =0,
~ L

— X X
= — Ty — =T5.
f(z) 7 -1

Realizamos el desarrollo de Fourier de f(x) en serie de senos,

_ 9 L
fo = ﬁ/o ((Tl—Tg)x—LTl)sinn—zxdx
2 [(Ty—Ty)x+ LTy nrx (Ty —Ts) . nmx L
= — co§ — 4+ —— L gin ——
nmw L L nmw 0
2
- 2 ()" -T
2 (m -1,

T2 -1 o—(nm/L)?t g T

L—
u(z,t) = 7 T1+ T2+ Z

Problema 8.5 Hallar la distribucion de temperaturas de una varilla de longitud
L para t > 0 si el flujo de calor por los extremos es nulo, u,(0,t) = u,(L,t) =0,
y la distribucion inicial de temperaturas es u(x,0) = cos?(mz/L).

Solucién:
Consideremos soluciones u(z,t) de la ecuacién del calor para una varilla

finita, € (0,L), t > 0. Buscamos soluciones de la forma wu(z,t) = X (x)T'(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

X'(@) T
X(x) kT(t) ’

0=1u — Kz, = X(2)T'(t) — kX" (2)T(t) =

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X" (z) + XX (x) =0, T'(t) + A&T'(t) = 0.

Las condiciones de flujo de calor nulo por los extremos,
uz(0,t) =0 = uy(L, ), t>0,
conducen a las siguientes para la ecuacion en X (x),

X"(z) +A\X(z) =0,  X'(0)=0=X'(L).
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Ya nos hemos encontrado varias veces con este problema, que tiene por
autovalores y autofunciones,

2
M= (M) Xa@ =™, n=012...

Procedemos ahora con la otra ecuacion,

2 2
T + (%) KT = 0= Ty(t) = ane /L5t

Por tanto, a falta de la condicién inicial, la solucién se puede expresar en
forma de serie,

oo
u(z,t) = % + Z ane~ (/LA oog ?

Imponemos la condicién u(zx,0) = f(x),

nmwx

f@) = u(z, +Zancos—.
Por tanto, si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,

f(z>:§+2fncos”—f, / f(a) cos = da = ay,

tenemos la solucién del problema mixto:

“El problema de la ecuacién del calor u; — Ky, = 0 para « € (0,L), t > 0
con condiciones mixtas u(x,0) = f(x), uy(0,t) = 0 = uy(L,t) para x € (0, L),
t > 0, tiene solucién

—(nm/L)? nmwx
D 37 ptonti o

si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L)”
@) =2 Y feos™ g =2 [ @)oo T ar.
x n COS ——, n=— x) cos —— dux.
L J, L

En nuestro problema concreto, el dato inicial,

T 1 1 2rx
= ,0 = 2 (—) = — — -,
f(z) = u(x,0) = cos T 5 + 5 COS
tiene desarrollo de Fourier finito, con sélo dos términos no nulos, fo =1, fo =

1/2, con lo cual la solucién buscada es

1 1 , 9
u 1) = 2 + sem /LR cog % O

[\

Problema 8.6 Hallar parat > 0 la distribucion de temperaturas u(x,t) en una
barra de longitud 21, si en t = 0 su mitad izquierda estd a temperatura T1 y su
mitad derecha a temperatura Ta, cumpliéndose u,(—1,t) = u.(I,t) = 0.
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Solucion:

Para poder usar desarrollos de Fourier conocidos, trasladamos los ejes me-
diante el cambio y = x + [, de modo que la varilla esté situada en [0, L], L = 21.
De este modo el dato inicial es u(y,0) = f(y),

T, yel0,L/2)
f(y){ T zeEL/2/,L] ’

con condiciones de contorno de flujo de calor nulo en los extremos, u,(0,t) =
0=uy(L,t), t>0.

Sabemos que este problema tiene solucién en forma de desarrollo de Fourier
en serie de cosenos,

)= L2 13 et s MY

n=1

siendo f;, los coeficientes del desarrollo del dato inicial,

2T Lz 2T
fo = _/f = R dy:T1+T2,
0 L Jp
nmy 2T1 L/2 nmy 2T, [F nmy
n = — —d —dy + — —=d
f / f(y) cos T A cos 17 + L/ cos T W
2T, [ . nﬂ'y}L/2 2T, [ . nﬂ'y}L 2Ty —Tz) . nw
= — |sin—= — |sin —= = —~2gin—
nm L o nmw L 1) nm 27’

con lo cual la solucién del problema es, deshaciendo el cambio,

T T 2T, — T e —(nm/20)% Kt l
(x,t) = 1J2r Z 4 ( 171- Q)Zsin%e - cosmr(szJr ),

n=1

que muestra que la distribucion de temperaturas tiende al equilibrio alcanzando
el valor medio (77 + T3)/2 cuando el tiempo tiende a infinito. O

Problema 8.7 Consideremos un anillo de espesor despreciable y radio R, ais-
lado de su entorno. Supuesta una distribucion inicial de temperaturas en el ani-
llo, hallar la distribucion de temperaturas para tiempos posteriores. Aplicar el
resultado a un anillo con distribucion inicial de temperaturas u(¢p,0) = 5 cos ¢.

Solucion:

Usaremos como coordenada el angulo polar, ¢, de modo que la distancia
desde un punto del anillo, que tomaremos como origen de angulos, es * = Ro,
¢ € [0,27]. Por tanto, la ecuacién del calor, con este cambio de variable, para
u(e,t) quedard asi

Up — —=5Ugpp = 0,

R2
en ausencia de fuentes de calor externas.

Intentaremos resolver la ecuacién del calor en estas coordenadas, ¢ € (0, 27),
t > 0, por separacién de variables, buscando soluciones de la forma u(¢,t) =
®(¢)T(t), que sustituidas en la ecuacidn,

0= T'()B(9) - 75 T()8"(9),
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RET'(t) _ ®"(¢) _

K T(t)  ®(¢) ’
nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

T'(t) + /\%T(t) =0,  ®"(¢)+AB(¢) = 0.

Aparentemente no hay condiciones de contorno, pero las propias coordenadas
polares exigen condiciones de periodicidad,

B0) = ®(2m),  ¥'(0) = &' (2n),

lo cual conduce a un problema de contorno para ® ya resuelto con anterioridad,
que tiene por autovalores \,, = n? y autofunciones ®q(¢) = 1, ®,,(¢) = cosng,
®,(¢) =sinng, n € N.

Queda por resolver la ecuacién en la coordenada temporal,

7’),2/{

To(t) + 5 Tu(t) = 0 = T(t) = A, e R

con lo cual podemos escribir la solucién de la ecuacion del calor en el anillo
como

u(p,t) = Ag + i e~ Kt/ R (An cosng + A, sin nqﬁ) .

n=1

Falta por imponer la condicién inicial u(¢,0) = f(¢),
u(,0) = Ao+ 3 (An cosng + A, sinng) = f(0),
n=1
y si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos,

1(6) =2+ 37 (Jucosno + fusinno)
n=1

1 2m ~ 1 2m
fn== f(®) cosng dg, fn=— f(¢)sinng de,

™ Jo 0

observamos, por la unicidad del desarrollo en serie de Fourier, que Ay = fo/2,
A, = fn, By = fn, n € Ny, por tanto, podemos identificar los coeficientes de
la solucién con los coeficientes del desarrollo de Fourier:

“El problema de la ecuacién del calor en un anillo de radio R, us—kuges/R* =
0 para ¢ € (0,27), t > 0 con condicién inicial u(¢,0) = f(¢) tiene solucién

u(g,t) = % + ; o—n3ht/R? (fn cosng + fr, sin nqﬁ) ,
si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos”
fo | < P
(@) = 5+ Zl (fncoanﬁ—i— fnsmnqﬁ) ,
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1 27 2

fo=—| f@cosnsds,  fo== [ fo)sinnods.
T Jo T Jo
En el caso particular del anillo de distribucién de temperaturas inicial f(¢) =
5 cos ¢, el desarrollo de Fourier tiene todos los términos nulos salvo f; = 5. Por
tanto, la solucién del problema de valores iniciales es

u(p,t) = 5e~F /B cos o. O

Problema 8.8 La temperatura de una varilla de longitud L verifica la siguiente
ecuacion del calor inhomogénea: uy — Kuz, = x, con las siguientes condiciones
iniciales y de contorno: u(xz,0) = f(x), uy(0,t) = ux(L,t) = 0. Obtener la
distribucidn de temperaturas para t > 0. Aplicarlo al caso en el que f(x) =0.

Solucion:

Descomponemos el problema en dos, haciendo uso del principio de superpo-
sicién lineal, © = v + w, de modo que une resuelve la ecuacién inhomogénea y
el otro resuelve la condicién inicial,

Ve — KUz =, 0(2,0) =0, v,(0,t)=0=v,(L,1), t>0, z€]|0,L]

Wy — KWgy =0, w(x,0) = f(r), wz(0,t) =0=wy(L,t), ¢t>0, z€]l0,L]

El segundo problema es conocido, ya que es el problema mixto con flujo nulo
a través de los extremos, cuya solucién en forma de desarrollo de Fourier en serie
de cosenos es

w(z,t) = % + Z Foe~ T/ L)Rt oog ?,
n=1

si la funcién f(x) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L),

f(z)*éaLif cos =L f E/Lf(x)cosﬂdz
I = R A N L “

Para el primero desarrollamos la solucién y la fuerza en serie de cosenos
igualmente,

To(t) | —
v(z,t) = % + ZTn(t) cos %,
n=1

F > nmx L 2L & (-1)n—1 nmnx
F(x’t):$:70+;FnCOST:§+ﬁn_1(7)172COST’
Fy, = z/Lgcdgc:L
L J, ’
F, = 2/Lxcosﬂdxi{xsinquicosﬂ}L
L J, L nm L nmw L |,
2L

= (=D)"=1).

n2m?
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Sustituyendo el desarrollo de v(z,t) en la ecuacién inhomogénea,

T (t) — F = nm 2 nwT
0= Vt — RUgy — T = % —|—nzl (Trll(t) + K (T) Tn(t) — Fn) COS T,
con condicién inicial trivial, v(z,0) = 0, obtenemos un sistema infinito de pro-
blemas de valores iniciales,

nmw

2
T,Il(t)-i-li(f) To(t) = Fo,  Tw(0)=0, n=0,1,...

cuya solucién es

L2 _ 2_2 2
To(t) = Fot, Tn(t) = an (1 _ e rn®mt/L ) ,

con lo cual la solucién del primer problema es

Lt 203 X (-1 —1 2. 2,52
’U(.’L‘,f):—-i-m (274(1—6_'“1””[‘)

nrT o
€oS —.
2 L

En el caso en el que la temperatura inicial es nula, w(x,t) =0,

Lt 202 X (1) —1 et/ L2 nma

u(x,t):v(x,t):?nL@ T(lfe Kn'mt/ )COST.D
n=1

Problema 8.9 Hallar la distribucion de temperaturas de una varilla de longitud

L para t > 0 si los extremos estan a temperatura nula, u(0,t) = 0 = u(L,t), y

la distribucion inicial de temperaturas verifica u,(x,0) = g(x). Aplicarlo al caso

L=, g(x) = cos® x. Aplicarlo al caso L =, g(z) = sin 2.

Solucion:

Consideremos soluciones u(x,t) de la ecuacién del calor para una varilla
finita, € (0, L), t > 0. Buscamos soluciones de la forma u(z,t) = X (x)T'(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

X"(x) T'(¥)

0= = Kttae = X(@)T'(t) = s X" (2)T(1) = 05 = 7y = —A

nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X"(x) +AX (z) =0, T'(t) + ART(t) = 0.
Las condiciones de temperatura nula en los extremos,
u(0,t) = 0 =wu(L,t), t >0,
conducen a las siguientes para la ecuacion en X (x),
X"(x) + AX(z) =0, X(0)=0=X(L).
Ya nos hemos encontrado varias veces con este problema, que tiene por
autovalores y autofunciones,

nmwx

=1,2...
L) n )

Ap = (%)2, Xn(z) =sin
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Procedemos ahora con la otra ecuacion,

2 2
T+ (”L—”) KT = 0 = Tp(t) = ape~ /L)%t

Por tanto, a falta de la condicién inicial, la solucién se puede expresar en
forma de serie,

o0
_ 2 . . NTT
u(z,t) = Zane (nw/L)"wt gin -
n=1
A su vez, la derivada,

oo
U (1) = % 3" nage DR cos nLﬂ
n=1

nos permite imponer la condicién u,(x,0) = g(x),

g(x) = uy(z,0) = %;nan cos ?

Por tanto, si la funcién g(x) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,

o) =G+ gneos T =7 [ o) eos T

podemos identificar los coeficientes de la serie,

L

Qn = 9n,
nm

si el coeficiente gg es nulo, ya que la expresién de u,(z,0) no contiene término
independiente.
Por tanto, tenemos la solucién del problema mixto, que no siempre existe:
“El problema de la ecuacién del calor u; — Kug, = 0 para x € (0,L), t > 0
con condiciones mixtas u,(x,0) = g(x), u(0,t) = 0 = u(L,t) para x € (0, L),
t > 0, tiene solucién

L g 2 nw
) == In _—(nmw/L)*kt . WY
u(z, t) - 321 ¢ sin ——,
si la funcién g(x) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L),

00 ) L
g(x):nglgncosn—zxa gn:Z/O g(m)cos?dx,

con coeficiente gy nulo,”

L
goz/o g(x)dr =0.0

Por tanto, el problema tiene solucién y es tnica si el dato inicial verifica

/OLg(:E) dz = 0.
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Para la funcién g(x) = cos®z, el desarrollo de Fourier en serie de cosenos
con L = 7 tiene sélo dos términos,

1 1 1
2
cos” x = = + — cos 2z, =1, = -,
915 9o g2 5

y como go no es nulo, el problema en este caso no tiene solucion.

En cambio la funcién g(x) = sin 2z si que tiene integral nula en el intervalo
(0, 7). Por tanto, el problema tendra solucién.

Calculamos su desarrollo en serie de cosenos,

2 (7 1 /"
gn = —/ sin 2z cos nx dx = —/ {sin(n + 2)z + sin(2 — n)z} dx
T Jo T Jo
1 [cos(n+2)r cos(2—n)z]" 1—(-1)" 1 1
m n+2 2—n 0 m n+2 2-n
_ 41D _fo n par
T 1 4-n2 | 8/m(4—n?) nimpar °

y la solucion del problema mixto es

> —n2kt

8 e sinnz

< n
n impar

Problema 8.10 Hallar la distribucion de temperaturas de una varilla de lon-
gitud L para t > 0 si el flujo de calor por los extremos es nulo, u,(0,t) =
ug(L,t) =0, y la distribucion inicial de temperaturas es ugz(x,0) = —g(x).

Solucion:

Consideremos soluciones u(x,t) de la ecuacién del calor para una varilla
finita, + € (0, L), t > 0. Buscamos soluciones de la forma u(z,t) = X (x)T'(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

X"x) _T'(M)

0 = up = Kty = X (2)T"(t) = £ X" (2)T(t) = X(@) ~ KT

nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X'"(z)+ XX (x) =0, T'(t) + A&T(t) = 0.
Las condiciones de flujo de calor nulo por los extremos,
ug(0,8) =0 = uy (L, t), t>0,
conducen a las siguientes para la ecuacion en X (x),
X"(x) + XX (z) =0, X'(0)=0= X'(L).

Ya nos hemos encontrado varias veces con este problema, que tiene por
autovalores y autofunciones,

2
)\n:(%) , Xn(z) =cos—, n=0,1,2...



Procedemos ahora con la otra ecuacion,

TI

2
+ (”L—W) KT = 0 = Tp(t) = age~ /L)%t

Por tanto, a falta de la condicién inicial, la solucién se puede expresar en
forma de serie,

o0
u(z,t) = % + Z ane M/ LAt gog ?

n=1

A su vez, la derivada,
T — 2 nmw
_ " —(nmw/L) Kkt ;.. 0P
t) = T Z nanpe sin
nos permite imponer la condicién u,(x,0) = —g(x),
nmwx
g(x) = —uy(x,0) Z nay, sin <

Por tanto, si la funcién g(z) admite desarrollo de Fourier en serie de senos,

o] ) L
z):;gnsin?, gnz/o g(z )Sln?d%

podemos identificar los coeficientes de la serie,

L

ap = dn;s
nm

salvo el coeficiente ag, que queda indeterminado, ya que todas las condiciones
del problema afectan a las derivadas.

Denotando K = ag/2, tenemos la solucién del problema mixto:

“El problema de la ecuacién del calor u; — Kty = 0 paraz € (0, L), t > 0 con
condiciones mixtas u,(x,0) = —g(z), uz(0,t) = 0 = u,(L,t) para « € (0,L),
t > 0, tiene solucién

L g 2 nmx
H=K+= E In o= (nm /L) Kt (oo T
u(z,t) + T2 e cos ——,
si la funcién g(x) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L)”

[eS) 9 L
x):ZgnsinnLﬂ, gn:z/O f(ac)sinnLﬂdx.D
n=1

Por tanto, el problema tiene solucién tnica salvo una constante K y no
impone ninguna condicién adicional sobre la funcién g(x).

Para la funcién g(x) = 1, el desarrollo de Fourier en serie de senos con L = 7
tiene infinitos términos,

0 n par

2 [T 2 w 2
gn = —/ sinnzdr = —— {Cosnx} =—(1-(-1)"= ,
T Jo Ll n lo nr 4 .
— p impar
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y la solucion del problema mixto es

4 > e—n2nt
u(z,t) = K + - Z —3— cosna. ]
n impar

Problema 8.11 Hallar la distribucion de temperaturas de una varilla de longi-
tud L para t > 0 si la temperatura en los extremos es nula, u(0,t) = u(L,t) =0,
y la distribucidn inicial de temperaturas verifica ui(x,0) = —f(x). Aplicarlo al
caso en el que la condicion inicial es ui(x,0) =z, z € (0, 7).

Solucion:

Consideremos soluciones u(x,t) de la ecuacién del calor para una varilla
finita, € (0, L), t > 0. Buscamos soluciones de la forma u(z,t) = X (2)T(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

X"(x) T'(¥)

0= ut — Kuuge = X (2)T"(t) — kX" (2)T(t) = Xw)  wrl)

nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X'"(z)+ XX (x) =0, T'(t) + A&T(t) = 0.
Las condiciones de temperatura nula en los extremos,
u(0,t) = 0 =wu(L,t), t >0,
conducen a las siguientes para la ecuacion en X (x),
X"(z) + XX (z) =0, X(0)=0=X(L).

Ya nos hemos encontrado varias veces con este problema, que tiene por
autovalores y autofunciones,

2
/\n:(%), Xn(x):sin?, n=1,2...

Procedemos ahora con la otra ecuacion,
2
T, + (%) KT = 0 = Tp(t) = ane” "/ D752,

Por tanto, a falta de la condicién inicial, la solucién se puede expresar en
forma de serie,

o0
u(z,t) = Z ane (/L) gip ?
n=1

A su vez, la derivada,

ug(x,t) = —Z—Zm i nQanef("“/L)Z“t sin ?
n=1
nos permite imponer la condicién u(z,0) = — f(z),
2 & nwx
f(z) = —uy(z,0) ﬁ/ﬁnz:ln Uy Si0L——



Por tanto, si la funcién f(x) admite desarrollo de Fourier en serie de senos,

x):ansin?, fn:z/o f(x)sinn—zxdx,
n=1

podemos identificar los coeficientes de la serie,

L2
f n=12...

ap = n
n2r2g” "

Asi pues, tenemos la solucién del problema mixto:
“El problema de la ecuacién del calor u; — Kug, = 0 para x € (0,L), t > 0

con condiciones mixtas u¢(x,0) = —f(x), u(0,t) = 0 = u(L,t) para z € (0, L),
t > 0, tiene solucién

_ 2 :fn —(nm/L)? Kt gin nmwr
ot 7r2 L

si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L)”

> nwx 2 [ nwx
ngﬂf sin — f 7 /0 f(z)sin 7 dz

En el caso en el que la condicién inicial es u(z,0) = z, z € (0,7), a la
vista del resultado anterior, tenemos que calcular el desarrollo de Fourier de la
funcién f(x) = —z en serie de senos en el intervalo [0, 7],

o0
x) = Z frnsinnz,
n=1

2 " 2 i Too2(=1)”
fn:__/ esinnede — — 2 [_mcosnx+51nnx _ (-1)
0

b
T T n n?2

con lo cual la solucién de este problema es

2 oo
—n*kt Ginng. O

Z

Problema 8.12 Hallar la distribucion de temperaturas de una varilla de lon-
gitud L para t > 0 si el flujo de calor por los extremos es nulo, u,(0,t) =
ug (L, t) =0, y la distribucion inicial de temperaturas cumple ui(x,0) = — f(x).
Aplicarlo al caso f(x) =sinz, L = m. Aplicarlo al caso f(x) =sin2z, L = .

Solucion:

Consideremos soluciones u(z,t) de la ecuacién del calor para una varilla
finita, € (0,L), t > 0. Buscamos soluciones de la forma wu(z,t) = X (x)T'(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

X"(x) _ T'@)

0= ur — ftgs = X(@)T'()) = sX"@)T(0) = o v = s = =
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nos permiten separar las variables de la ecuacion y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X'"(z)+ XX (x) =0, T'(t) + A&T(t) = 0.
Las condiciones de flujo de calor nulo por los extremos,
ug(0,8) =0 = uy, (L, t), t>0,
conducen a las siguientes para la ecuacion en X (x),
X"(x) + AX (z) =0, X'(0)=0= X'(L).

Ya nos hemos encontrado varias veces con este problema, que tiene por
autovalores y autofunciones,

2
M= (M) Xa@ =™ n=012...

Procedemos ahora con la otra ecuacion,

2
1+ (B0 47 0 ) =

Por tanto, a falta de la condicién inicial, la solucién se puede expresar en
forma de serie,

u(x,t) = % + 3 age” (DR o n—zx

n=1
A su vez, la derivada,
Hﬂ-2 - 2 —(nTr/L)Znt nmx
ut(ac,t):—? Zn ane cos ——.
n=1
nos permite imponer la condicién us(x,0) = — f(x),

K2 & nwx
fz) = —uy(z,0) = 57 ZnQan cos ——.
n=1

Por tanto, si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en serie de cosenos,
0o 2 L
f(z>§+;1fncos?, fnf/0 I (&) cos == da,

podemos identificar los coeficientes de la serie,

L2
2 fna

Up = ————
n2mlK

salvo el coeficiente ag, que queda indeterminado, ya que todas las condiciones
del problema afectan a las derivadas.

Ademas, observamos que el coeficiente fj tiene que ser nulo para que exista
solucidn, ya que la serie de u(x,0) no tiene término independiente.

Por tanto, denotando K = ag/2, tenemos la solucién del problema mixto:
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“El problema de la ecuacién del calor u; — Kuy, = 0 para x € (0,L), t > 0
con condiciones mixtas u(x,0) = — f(x), uz(0,t) = 0 = uy (L, t) parax € (0, L),
t > 0, tiene solucién

fn _ nmx
~ (nm/L)?kt rens
u(x,t) = K + g cos ——,

si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L) con coefi-
ciente fo nulo”

x):ancosn—zx, fn:z/ f(x)cosnLﬂdx.D
n=1 0

Por tanto, el problema tiene solucién tnica salvo una constante K e impone
la condicién adicional sobre la funcién f(z) de que fq sea nulo, es decir,

/OLf(:c)d:c=

Es facil ver de donde proviene esta condicién, usando la ecuacién del calor
y la regla de Barrow

’ = — L'LL T r = —K L'LL T r = —RKR|U T L
/Of<z>dz - / J(z,0)d / po(2,0)d e (1, 0)]
= u,(0,0) — u,(L,0) =0,

ya que las condiciones de contorno imponen u, (0, t) = u,(L,t) = 0, no sélo para
el instante inicial ¢ = 0, sino para todo valor de ¢.
Para la funcién f(z) = sinx, L = 7 el problema no tiene solucién, por tanto,

ya que
L ™

f(z)dz:/ sinxdr =[—cosz]f =2#0. 0
0

Para la funcién f(x) =sin2z, L = 7 el problema tiene solucién, ya que

L T T
2
/ f(z)dz:/ sin 2z dx = {COS z] =0.
0 0 2 Jo

Calculamos el resto de coeficientes del desarrollo de Fourier,

2 s
fn = /f Snwd —/ sin 2x cos nx dx
™ Jo
= ;/ (sin(2 + n)x + sin(2 — n)x) dz
0
1 [cos(2+n)r  cos(2—n)z]™ 1—(-1)" 1 1
™ 2+n 2—n 0 T 24n 2—-n
a1
o 4-n2

para n # 2, con lo cual todos los coeficientes pares son nulos.
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El coeficiente f5 lo calculamos aparte,

4 1 [7 1
fa= —/ sin 2x cos 2z dx = —/ sindx dx = —— [cos4x]) = 0.
0 ™ Jo 47

™

Por tanto, la solucién del problema mixto es

4 1 (—1)rennt

5 COSTT. O

THK 4 —n? n
n=1

Problema 8.13 Obtener el nicleo integral para el problema de Cauchy de una
varilla infinita que intercambia calor con un medio exterior a temperatura nu-
la, suponiendo que la temperatura de la varilla se rige por la ecuacion uy =
Kuge — hu, donde k y h son, respectivamente, los coeficientes de conduccion
y conveccion. Aplicarlo al caso particular en el que la temperatura inicial es
u(z,0) = Toe_zz/“2, zeR,a>0.

Solucion:

Tenemos dos estrategias: una de ellas es reducir el problema al de la ecuaciéon
del calor. Podemos eliminar el término novedoso, hu, mediante el cambio de
variable dependiente

u(z,t) = e "o(x,t) = v = K, v(x,0) = u(z,0) = f(x), xR, t>0,

que nos conduce al problema de valores iniciales para la ecuacion del calor para
v, cuya solucidn es

_(z—w)?
e Art

v(x,t) = /_OO K(x,y,t)f(x)dz, K(x,y,t) = Vi

Por tanto, deshaciendo el cambio de variable,

(=2
~ efhtf 4;’5

wl(z t) = /_OO K@y.0f)dy,  K(oy.t) = —==—"0

Otra estrategia seria recurrir directamente a la transformada de Fourier de
la ecuacién, como ya hicimos con la ecuacién del calor. Denotando por U (k,t)
la transformada de Fourier de u(x, t),

Ui+ (h+ 6k U =0=U(k,t) = A(k)e= ekt

cuya solucién depende de una funcién arbitraria A(k).

Al igual que para la ecuacion del calor, la solucién de la ecuacién se descom-
pone en ondas planas de frecuencia k, amortiguadas con un factor exponencial
decreciente en el tiempo.

Invirtiendo la transformada de Fourier,

e—ht o]

V2T ) oo
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podemos determinar A(k) a partir de los datos iniciales, u(x,0) = f(x),

F(z) = u(z,0) = % /fo Alk)e™* dk,

que resulta ser la transformada de Fourier de f, que sustituida en la expresién
de u, nos da la solucién del problema de valores iniciales para la varilla infinita,

e_ht > > —ﬁkzt-l-ik(m—y) e_ht * R
U(,CE, t) = ? dk dy f(y)e = m f(y)e ant dya

haciendo el cambio de variable z = kv/kt — i(z — y)/2V/kt e integrando la
exponencial gaussiana. O

El caso particular de un perfil gaussiano de temperaturas es idéntico al del
primer problema de este tema, por tanto,

—ht oo 2 2
e _(e=y) Toa Chi—_=
u l',t = e ict Yy = ———¢ irt+a2 | [J
(%) VArkt [oo 1) Y VAart + a?
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