Capitulo 5

Ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden

Objetivos

= Clasificar las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo
orden y reducirlas a sus formas candnicas.

= Resolver problemas de valores iniciales y mixtos para la ecuacién de la
cuerda vibrante.

= Resolver problemas para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
por separacién de variables.

5.1. Caracteristicas de ecuaciones cuasilineales

Las ecuaciones en derivadas parciales més comunes en fisica e ingenieria son
las ecuaciones de segundo orden, a las que dedicaremos este tema.

Mas exactamente, nos centraremos en las ecuaciones cuasilineales de segundo
orden en dos variables dependientes, x, y. La forma maés general de una ecuacién
de este tipo para una variable u(x,y) es

AUy + 20Uyy + Clyy = d, (5.1)

donde a, b, c,d son funciones que dependen de z,y,u, u;, u,. Representaremos
las soluciones de la ecuacién como graficas z = u(x,y) de funciones de dos
variables.

En principio, podriamos pensar que el problema de valores iniciales para este
tipo de ecuaciones consiste en hallar soluciones de la ecuacién, conocidas u, .,
uy a lo largo de una curva I' en R®. Es decir, si la curva I' estd parametrizada
por 7(s) = (z(s),y(s), 2(s)), el dato inicial estd compuesto por tres funciones,

u(x(s),y(s)) = z(s), Uy (ac(s),y(s)) = p(s), Uy (ac(s),y(s)) = q(s).

Sin embargo, es facil ver que no es necesario dar tres datos. Usando la regla
de la cadena,

2(s) = ua(2(5), y(s))2'(s) + uy (2(s), y(5))y'(s) = p(s)a’ (s) + a(s)y' (s),
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104 CAPITULO 5. EDP DE SEGUNDO ORDEN

vemos que no podemos dar simultdneamente u, u,, u, a lo largo de una curva,
ya que estan ligados entre s{ mediante la relacién 2z’ = pz’ + qy’. A lo sumo
podemos dar dos datos iniciales. Incluso en algunos casos serd preciso dar un
dnico dato.

Al igual que hicimos con las ecuaciones de primer orden, podemos definir
las curvas caracteristicas como aquellas sobre las cuales no se puede definir el
problema de valores iniciales.

Para ello, calculamos los valores de las derivadas gz, Ugy, Uyy sobre una
curva I'. Los podemos despejar de las ecuaciones

P'(s) = uga(x(s),y(5))7" (s) + uay (2(5), y(s))y'(s),
q(5) = uay(x(s),y(s)a'(s) +uyy ((s),5(5))y (5),
d = aUgg + 2bugy + Clyy.

Este sistema de tres ecuaciones esta determinado y tiene solucién tnica si y
sélo si el siguiente determinante no se anula,

a'(s) y'(s) 0
0 2'(s) v'(s) #0
a 2b c

(2().(5),2(5).p(5) a(s))

Por tanto, las curvas caracteristicas son aquellas para las cuales dicho deter-
minante se anula. Mas concretamente, aquellas que verifican

a (y’)2 —2bx’y’ + ¢ (:L'/)2 =0, (5.2)

o bien, tomando la coordenada x como parametro para las curvas,

dy 2 dy
Z) _op =0. .
a(dz) bdz+c 0 (5.3)

Al igual que para las ecuaciones de primer orden, a lo largo de una curva no
caracteristica podemos calcular todas las derivadas superiores del dato inicial y
construir formalmente la solucién como serie de potencias en las variables z, y.

Salvo que a,b,c no dependan de u, como sucede en las ecuaciones lineales,
la ecuacion de las caracteristicas dependera de u, con lo que las caracteristicas
variaran segun la solucién de la ecuacién que estemos considerando.

En caso contrario, si sélo la funcién d depende de u, la ecuacion de las
caracteristicas se puede resolver sin conocer las soluciones de la ecuacién en
derivadas parciales. Recordemos que denominamos proyecciones caracteristicas
a estas curvas en el plano XY, aunque con frecuencia se suelen denominar
también caracteristicas.

Ejemplo 5.1.1 Obtener las curvas caracteristicas de la ecuacion uy — gy =

ft,x).

Esta es la ecuacién de la cuerda vibrante, siendo ¢ la velocidad del sonido.

Como A = —c?, B =0, C = 1, la ecuacién de las proyecciones caracteristicas es
dx
AW+ (@) =0t = +2' = i +e,

con lo cual se trata de dos familias de rectas, x = ct + xg, x = —ct + xp.
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5.2. Clasificacion de las ecuaciones de segundo
orden

La ecuacién de las curvas caracteristicas de una ecuacién de segundo orden
es una ecuacién de grado dos en su velocidad dy/dx, que se puede resolver, lo
que conduce a una ecuacién ordinaria de primer orden para y(z),

dy bE+vb2—ac
doe a '
Por tanto, dependiendo del signo del discriminante de la ecuacién, podemos
hacer la siguiente clasificacién:

» Ecuaciones elipticas: b> — ac < 0. No poseen curvas caracteristicas reales.
Por ejemplo, la ecuacién de Poisson ugy + uyy = F(z,y).

» Ecuaciones hiperbélicas: b> — ac > 0. Poseen dos familias de curvas carac-
teristicas reales. Por ejemplo, la ecuacién de la cuerda vibrante.

» Ecuaciones parabdlicas: b> — ac = 0. Poseen una sola familia de curvas
caracteristicas. Por ejemplo, la ecuacién del calor u; — kuy, = F(x,t).

= Ecuaciones sin tipo definido: aquellas para las que el discriminante cambia
de signo. Por ejemplo, la ecuacién de Tricomi wuyy — yuz, = 0.

Ejemplo 5.2.1 Obtener las curvas caracteristicas de la ecuacion de Tricomi.

Esta ecuacion describe el movimiento de un cuerpo que se desplaza a velo-
cidad supersénica.

Los coeficientes de la ecuacién son a(z,y) = —y, b =0, ¢ =1, con lo cual la
ecuacion de las caracteristicas es

d
dy 1
dx VY

con lo cual la ecuacién es eliptica para y < 0 e hiperbdlica para y > 0.
Las proyecciones caracteristicas en el caso hiperbélico son

2 a2

r — Xg.
3

Para poder integrar la ecuacion de la caracteristicas, nos cenimos en lo su-
cesivo a ecuaciones para las cuales las funciones a, b, ¢ dependen sélo de x, ¥,
no de u, u,, uy. Este caso engloba el de las ecuaciones lineales.

5.3. Formas normales de ecuaciones de segundo
orden

Al igual que sucedia para las ecuaciones lineales de primer orden, el uso de
coordenadas asociadas a las caracteristicas simplifica la forma de la ecuacién,
lo que en algunos casos conduce a su resolucién. Estudiaremos cada caso por
separado:
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= Ecuaciones hiperbdlicas: la ecuacion diferencial tiene dos familias de pro-
yecciones caracteristicas, que podemos expresar en forma implicita,

U(z,y) = K, Viz,y) = K.

Es laborioso comprobar que mediante el cambio de variables a las nuevas
coordenadas U(z,y), V(z,y), la ecuacién se reduce a su forma normal,

uyv = D(U; Va u,uy, uV)a
en la que so6lo aparece la derivada segunda cruzada.

= Ecuaciones elipticas: en este caso no hay proyecciones caracteristicas rea-
les, sino dos familias complejas conjugadas,

Se puede comprobar que el cambio de variables, U(z,y), V(z,y), conduce
a la siguiente forma normal para la ecuacién,

uyy +uyy = D(U,‘/,U,UU,UV),
en la que aparecen las dos derivadas segundas con el mismo coeficiente.

= Ecuaciones parabdlicas: en este caso sélo hay una familia de proyecciones
caracteristicas,

V(z,y) = K.

Para completar el cambio de variables, necesitamos otra funcién U(z,y)
que proporcione un jacobiano no nulo. Por ejemplo, la coordenada z o la
coordenada y. El cambio de variables U(x,y) = z, V(x,y) conduce a la
forma normal de la ecuacion,

uyu = D(U,‘/,U,UU,U\/),

en la que sélo aparece una derivada segunda, respecto a la variable no
asociada a ninguna caracteristica.

Ejemplo 5.3.1 Forma normal de la ecuacion del calor, uy — kugz, = F(x,t).

Esta ecuacion ya estd en forma normal, ya que la podemos escribir como

uy — F(x,t)
K 3

Ugx =

donde sélo aparece una derivada segunda.
Obtenemos sus caracteristicas igualmente. Como a = —k, b= 0, ¢ =0,

dt
—=0=1t=K,

dz

se trata de las rectas de tiempo constante y forman una sola familia, por lo que
la ecuacion es parabdlica. El cambio de variables a forma normal U =z, V =t
es trivial, obviamente.
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Ejemplo 5.3.2 Forma normal de la ecuacion de Poisson, Ugzg + uyy = F(x,y).

Esta ecuacién ya estd en forma normal, ya que sélo aparecen las dos derivadas
segundas en las variables.
Obtenemos sus caracteristicas igualmente. Comoa =1,b=0, c=1,
d . .
—y::tzéz:tzy:K,
dx
tenemos dos familias complejas de caracteristicas, por lo que la ecuacién es
eliptica. El cambio de variables a forma normal U = z, V = y es trivial, obvia-
mente.

5.4. FEcuacion de la cuerda vibrante infinita

5.4.1. Solucién general

La ecuacién homogénea de la cuerda vibrante (ecuacién de ondas unidimen-
sional) infinita, usy — uze = 0, se reduce a forma canénica mediante el cambio
de variable

U(z,t) =z + ct, V(z,t) =z —ct,

ou B ou oU ou OV B ou ou
9r U0z ovos oU  ov
ou B ou oU ou oV B ou ou
%~ avot Taver ‘au ‘ov
0%u B 0 (0Ou _8 ou ou
o2 a(%%%(%*%)

8%u OU 8%u OV ?u OU  0%u OV
002 0z " oUov ox " aU0V 0z T 0V? 0w
_ 8%u I 0%u n 0%u

oU? ouov — ov?’

Pu 0 (Ou\ _ 0 (Ou Odu
a2 at\oat) ot \oUu  av

— . (82u oU 0%u OV 8%u U  O%u 8V)

Uz ot T oUav ot oUdV ot Ve ot

g 82u72 0%u +82u
= “\ouz  “auav T av2 )

que da como resultado la ecuacion

0%u B
oudvV

0,

que se integra directamente,

- (g_‘z;) - V) u= /g(V)dV — H(U)+G(V),

siendo H, G funciones arbitrarias de una sola variable.
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Por tanto, deshaciendo el cambio, la solucién general de la ecuacién ho-
mogénea de la cuerda vibrante es

u(z,t) = H(z + ct) + G(x — ct). (5.4)

La interpretacion de la solucién general es bien sencilla. Es la suma de una
onda que viaja hacia la izquierda del eje X con velocidad ¢, H(z + ct), y otra
que viaja hacia la derecha con la misma velocidad, G(z — ct).

5.4.2. Problema de valores iniciales

Esta forma de la soluciéon general es cémoda para resolver el problema de
valores iniciales. Tomando ¢ = 0 como instante inicial, el dato inicial es la
posicién inicial de la cuerda, u(z,0), y la velocidad inicial de la cuerda, u:(z,0).
Es decir, son precisas dos funciones,

u(@,0) = f(z),  wl(z,0)=g(z)
Sustituyendo ¢ = 0 en la solucién general y su derivada temporal, obtenemos
f(@) =u(z,0) = H(z) + G(z) = f'(z) = H'(z) + G'(x),
9(x) = u(x,0) = cH'(z) — G (2),

de donde podemos despejar las expresiones de las derivadas de las ondas viajeras
en funcién del dato inicial,

N . B N 3 B

2 2¢’ 2 2¢’
que podemos integrar salvo una constante,
f(x) 1/”” f(x) 1/Z
H(x) =—+ — X)dX + k =" - — X)dX — k
(#) = = +2€Og() +k o Gla) == 2009() :

lo que conduce a la solucién general del problema de valores iniciales,

flx+ct)+ flz—ct) N 1 /“Ct

u(x,t) = H(x +ct) + G(x —ct) = 5 P

g(X)dX.

—ct
Para que u sea una funcién de clase C? precisamos que f sea de clase C? y
que g sea de clase C':

Teorema 5.4.1 El problema de valores iniciales uy—c*ugz, = 0, u(z,0) = f(x),
u(2,0) = g(x) para t > 0, x € R, siendo f de clase C?, g de clase C', tiene
por solucion unica

Tz+c T —c wet
u( t) = LT I t)+i/ g(X) dX. (5.5)

2 2c

—ct
Ejemplo 5.4.1 Hallar la solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante cuyo
dato inicial es u(x,0) = sinx, u(z,0) = ccosz.

Aplicando la férmula anterior, con f(z) = sinz, g(x) = ccosz,

sin(z + ct) + sin(x — ct) N 1 /C”J“Ct

5 5 cos X dX

u(z,t) =

—ct
_ sin(x + ct) —;— sin(x — ct) n sin(x + ct) ; sin(x — ct) _ sin(z + ct).
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5.4.3. Dominios de dependencia e influencia

Este resultado tiene una consecuencia interesante: el valor de u(xg, ty) depen-
de de los valores del dato inicial u(x,0) en dos puntos (xg — cto,0), (zo + cto, 0),
y de los valores de u¢(z,0) en todos los puntos del segmento del eje X que los
une.

(Xo,to)

X-Ct=Xo-Cto
X+ct=Xotcto

Xo-Cto Xotcto X

Figura 5.1: Dominio de dependencia para la ecuacién de cuerda vibrante

Esto es légico, ya que si la perturbacién de la cuerda se desplaza a velocidad
¢, sélo los puntos que estén a una distancia inferior o igual a ct del punto z
pueden afectarle transcurrido un tiempo ¢. El intervalo [z — ct,z + ct] es el
dominio de dependencia del punto (z,1).

A la inversa, un punto (zg,0) del eje X influye en el instante ¢ en todos los
puntos de la cuerda que estén situados a una distancia inferior o igual a ct. Por
tanto, su dominio de influencia es la regién limitada por las semirrectas de
pendiente 4c que parten de dicho punto.

Xo X

Figura 5.2: Dominio de influencia para la ecuacién de la cuerda vibrante

5.4.4. Ley del paralelogramo

Otra propiedad importante de la ecuacion homogénea de la cuerda vibran-
te es la que hace referencia a los paralelogramos formados por segmentos de
caracteristicas, como el de la figura.
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Sabemos que cualquier solucién de la ecuacién es de la forma u(U,V) =
H(U) + G(V), usando coordenadas sobre las caracteristicas. De este modo, si
las coordenadas de los vértices opuestos del paralelogramo A y B son respec-
tivamente (Ua,Va), (Ue, V), las de B y D tendrdn que ser necesariamente
(U, Va), (Ua, Vo).

Por tanto, sumando los valores de u en las parejas de vértices opuestos del
paralelogramo,

u(A) +u(C) = H(Ua) + G(Va) + H{Uc) + G(Vo),
u(B)+u(D)=HUc)+GVa)+ HUa) + G(Ve),
llegamos a la conclusién de que son iguales:

Teorema 5.4.2 Sea u una solucién de la ecuacion homogénea de la cuerda
vibrante. Si A,C y B, D son parejas de vértices opuestos de un paralelogramo
formado por segmentos de caracteristicas, se cumple que

u(A) + u(C) = u(B) + u(D). (5.6)

(Uc, Vo)

(Ua,Va)

Figura 5.3: Paralelogramo caracteristico

Este resultado es util para calcular la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante finita.

5.5. Ecuacidon de la cuerda vibrante finita

5.5.1. Problema mixto

Consideremos una cuerda de longitud finita L, situada, por ejemplo, en el
intervalo [0, L] del eje X. De igual manera, se podria centrar la cuerda y situarla
en el intervalo [—L/2,L/2].

Aparte del dato inicial, ya que desconocemos el comportamiento de la cuerda
en sus extremos, habria que indicar los valores u(0,t), u(L,t). Lo mds comtn es
que los extremos de la cuerda estén fijos, con lo cual la condicién de contorno
para este problema suele ser u(0,¢) = 0 = u(L, t).
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Asi pues, el problema més comun para la ecuacién de la cuerda vibrante es un
problema mixto, con dos condiciones iniciales y dos condiciones de contorno,

Ugt — Uy = 0, x € (0,L), t >0,
u(z,0) = f(z), u(z,0)=g(z), u(0,t)=alt), u(L,t)=75(@).(5.7)

Obviamente, 1(0,0), u(L,0) estdn determinados a la vez por las condiciones
iniciales y de contorno, que deben ser compatibles entre si,

£(0) = u(0,0) = a(0),  f(L) =u(L,0) = B(0),
al igual que sus derivadas temporales,
9(0) = u(0,0) = 0/ (0), g(L) = u(L,0) = B(0),
o incluso las derivadas segundas, usando la ecuacién de la cuerda,
A 1"(0) = ugzz(0,0) = ug(0,0) = o (0),

A (L) = uge(L,0) = ug (L, 0) = £7(0).

5.5.2. Dominios de dependencia

En la cuerda infinita las ondas viajeras se desplazaban indefinidamente y el
esquema de los dominios de dependencia e influencia era sencillo.

Sin embargo, en la cuerda finita las ondas llegan a los extremos de la cuerda,
donde sufren la influencia de las condiciones de contorno. Esto no es mayor
problema para los puntos situados en el tridngulo limitado por el segmento [0, L]
del eje X y las rectas caracteristicas = ct, x = L — ct (zona I de la figura), con
vértice superior en (L/2, L/2c), puesto que estos puntos no son influidos por los
extremos. En la region I es véalida la férmula 5.5 para el problema de valores
iniciales.

En cambio, en la zona II, el tridangulo limitado por las rectas x = 0, x = ct,
x = L — ct, hay que tener en cuenta la influencia del extremo izquierdo de la
cuerda.

Del mismo modo, en la zona III, el tridAngulo limitado por las rectas x = L
r =ct, x = L — ct, es el extremo derecho el que ejerce su influencia.

En el resto de regiones superiores ya influyen ambos extremos de la cuerda.
Esta estructura de paralelogramos caracteristicos se va reproduciendo a lo largo
del eje temporal indefinidamente para tener en cuenta las ondas que alcanzan
varias veces los extremos de la cuerda.

{,Cémo podemos obtener la solucién del problema mixto para la ecuacién de
la cuerda vibrante? Dependera de la region del plano que estemos considerando:

= Zona I: aplicamos la férmula 5.5 directamente.

= Zona II: podemos usar la ley del paralelogramo con paralelogramos carac-
teristicos que se apoyen, por ejemplo, en la recta x = 0 (donde conocemos
el valor de u por la condicién de contorno), en la recta ¢ = 0 (donde co-
nocemos el valor de u por el dato inicial) y en la zona I, donde acabamos
de calcular la solucién. La ley del paralelogramo nos permite despejar de
esta forma el valor de u en puntos de la zona II.
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t
L/c e 1\
111
II
I
0 X L

Figura 5.4: Dominios de dependencia para la ecuacién de la cuerda finita

= Zona III: del mismo modo, podemos usar la ley del paralelogramo con
paralelogramos caracteristicos que se apoyen, por ejemplo, en la recta
& = L (donde conocemos el valor de u por la condicién de contorno), en

la recta t =0 y en la zona I.

= Resto de zonas: podemos trazar paralelogramos caracteristicos que se apo-
yen bien en las rectas © = 0, x = L, bien en zonas donde ya conozcamos

la solucién.

t
L/c
v
b I (xt)
I
(ct,x/c) (L,t+(x-L)/c)
(0,t-x/c)
(L-ct,(L-x)/c)
0 (ct-x,0) (QL-x-ct,0) X L

Figura 5.5: Calculo de la solucién de la ecuacion de la cuerda finita

Ejemplo 5.5.1 Obtener la solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante uy =
Auge = 0,t >0, 2 € (0,7), que verifica u(x,0) = sinx, ui(x,0) = 0, con
condiciones de contorno u(0,t) =0 = u(w,t).
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Los datos, f(x) = sinx, g(x) =0, a(t) = 0 = B(¢), verifican las condiciones
de compatibilidad,

f0)=0=0a(0), f(r)=0=p5(0), g(0)=0=a'(0), g(m)=0=4p(0),
EF0)=0=0a"0),  Ef(x)=0=5"(0).
En la zona I podemos aplicar la férmula de D’Alembert,

t —ct i t i —ct
urla,ty = LEFDEI@ D) _ et e) 2 =) _ o,

En la zona IT podemos usar la ley del paralelogramo, de acuerdo con la figura
5.5,

urr(z,t) = u (0, t— E) +ur (ct, E) —u(ct — x,0) = sinct cosx — sin(ct — x)
c c
= sinzcosct.

Del mismo modo, en la zona, podemos usar la misma ley, pero apoyandonos
en la recta z =,

urrr(x,t) u(ﬂ',t—l—ﬂ) + uy (ﬂ—ct,ﬂ) —u(2r —x — ct,0)
c c
= sin(m — et) cos(m — ) — sin(27 — z — ct) = sinx cos ct.

Para la mitad inferior de la zona IV podemos usar un paralelogramo como
el que empleamos en la zona II, pero més extenso, de modo que tenga vértices
en las zonas IV y III,

ury(z,t) = u (O,t — E) +urrr (ct, E) —u(ct — x,0) = sinct cosx
c c
— sin(et — ) = sinx cos ¢t

y asi sucesivamente en el resto de zonas més alejadas. No obstante, comprobamos
que la solucién en todas las zonas es la misma,

u(z,t) = sinx cos ct.

Mas adelante justificaremos este resultado, que corresponde al hecho de que
la onda es estacionaria.

5.5.3. Energia

Otro resultado interesante es el relativo a la energia de la cuerda vibrante
finita. Definimos la energia de una onda u solucién de la ecuacién uy — gy =
0,

Elu] ::/0 (uf + Pu?) d, (5.8)

aunque, en realidad, para que sea la energia fisica, habria que multiplicar esta
cantidad por alguna constante.

La primera propiedad de la energia de la cuerda es que es una cantidad
positiva, E[u] > 0, ya que es la integral de una suma de términos positivos. De
hecho, Efu] > 0 si la funcién u no es nula.
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En principio, E[u] depende del tiempo, ya que sélo hemos integrado en la
variable espacial. Calculamos, pues, su derivada,

dE[u] /L 0 (uf + CQU?C)
0

L
o 5 dr = 2/0 (uttut + cQumuz) dx

L L
= 2c2/ (Uzgtts + Utpty) dx = 2c2/ M dx
0 0 ox

= 262 [upug| = = 26 (ue( L, )ug (L, t) — ue (0, 8)u, (0, 1)),

para lo cual dnicamente hemos hecho uso de la ecuaciéon de la cuerda para
sustituir uy por c?ug, en la segunda linea.

Observamos que el resultado depende tan sélo de los valores de wuy, u, en
los extremos de la cuerda y que en el caso particular de que los extremos estén
fijos, es decir, si u; se anula en los extremos, dE[u]/dt se anula.

Esto es razonable con la interpretacién de F[u] como energia, ya que, si los
extremos estuvieran libres o la cuerda estuviera forzada, habria disipacién de
energia por los extremos.

Esta propiedad de conservacion de la energia es ttil para dirimir cuestiones
de unicidad de las soluciones de la ecuacion de la cuerda vibrante.

Supongamos que tenemos dos soluciones distintas, us(x,t), uz(x,t) del pro-
blema mixto

gt — gy = F(x,t), u(z,0) = f(z), u(x,0) = g(z),

uw(0,t) = a(t), u(L,t)=p3(t), t>0, ze€(0,L).
La funcién ug(z,t) = ui(z,t) — ua(x,t) es, por tanto, solucién del siguiente
problema de condiciones triviales,

g — gy =0,  u(z,0) =0, wuz,0) =0,

w(0,t) =0, wu(L,t) t>0, ze(0,L).

= 0,
En particular, uos(0,t) = 0 = uos(L, t), puesto que ug es nula en los extremos
de la cuerda. Por tanto, observamos que
dE[uo]

dt = 262 (UOt(Lv t)UOz(Lv t) - uOt(Oa t)UOz (07 t)) = 07

la energia de ug es constante.
Por tanto, si la calculamos, por ejemplo, en el instante t = 0,

Elug] = /0 (uOt(z, 0)2 + Puoy (2, 0)2) dx =0,

ya que uos(2,0) = 0 y derivar el dato inicial ug(z,0) = 0 implica ug,(z,0) = 0.
Asi pues, la energia de ug es constante e igual a cero, lo que implica que ug
es la funcién nula. Por tanto concluimos que u; = us:

Teorema 5.5.1 Es unica la solucion del problema mizto
up — gy = F(z,t),  u(z,0) = f(z), w(z,0) = g(z),

uw(0,t) = a(t), u(L,t)=p3(t), t>0, xe(0,L).
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De idéntica manera se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 5.5.2 Es unica la solucion del problema mizto
utt*czu‘fbib :F(xvt)a U(Z‘,O):f(l'>, Ut(ZL',O) :g(SC),

ur(0,8) = a(t), wu.(L,t)=p3(t), t>0, z€(0,L).

5.5.4. Separacion de variables

El problema mixto de la ecuacion de la cuerda finita se puede abordar por
separacion de variables, dependiendo de cémo sean las condiciones de contorno.
El caso mas frecuente, como se ha mencionado, es el de extremos fijos,

u(z,0) = f(z), wu(z,0)=g(x), u(0,t)=0, wu(L,t)=0.

Suponemos que la solucién del problema se puede expresar mediante sepa-
racién de variables, es decir que se puede escribir como u(x,t) = X (x)T'(t).
Sustituyendo en la ecuacién y separando los términos que dependen de cada
variable,

T//(t) B XN(.T>

g (t, ) — Cugy(z,t) = X (2)T"(t) — X" (2)T(t) = 2T~ X(o) =),

siendo A una constante, ya que el resultado no puede depender sélo de ¢ y s6lo
de x al mismo tiempo.

Hemos reducido, por tanto, el problema a resolver dos ecuaciones ordinarias
independientes,

T"(t) + AT (t) =0,  X"(z) +AX(z) = 0.

Las condiciones de contorno se traducen en

ya que la anulacién de u en los extremos es independiente del valor de ¢.
Asi pues, tenemos un problema de contorno para X,

X"(x)+AX(z) =0, X(0)=0, X(L)=0,

que ya hemos resuelto con anterioridad:
Las tinicas soluciones no triviales aparecen para \, = n?72/L? n € N, y son

de la forma,

Xn(z) = Cysin %z,

etiquetdndolas con el subindice n de acuerdo con el valor de A permitido.

Ahora podemos abordar la ecuacién de T'(t) para los valores permitidos de
A

| 1)+ ("29) Tt = 0,

cuya solucién general es

T, (t) = A, cos ?t + B, sin %t.
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Por tanto, la forma més general de la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante, teniendo en cuenta que por el principio de superposicién lineal la suma
de soluciones de una ecuacién lineal homogénea es también solucién, es

[e ]
nme nme nm
u(x,t) = (A cos —t + B, sin —t) sin — . 5.9
(2,8) = Y (Ancos ——t + By sin— 7 (5.9)
n=1
No se incluyen las constantes C,,, ya que se incorporan a las nuevas, A,, By,.
Sélo falta implementar las condiciones iniciales para resolver el problema,

= . nw = . nw
ZAnsme:u(x,O):f(x):ansmfzéAn:fn, n €N,

n=1 n=1

> L
Z sm—ﬂ-x—ut(x 0) =g(x Zgn51n%x:>B I n € N.

Observamos, por tanto, que de manera natural han aparecido los desarrollos
de Fourier en serie de senos de las funciones f(x), g(x) del dato inicial:

Teorema 5.5.3 El problema mixto para la ecuacion de la cuerda vibrante uy —
uge =0, 2 € (0,L), t >0, con condiciones iniciales u(x,0) = f(x), us(x,0) =
g(x) y de contorno u(0,t) = 0 = u(L,t) tiene por solucion

L nmwe nmw
. —t sin —t ) sin 5.10
Z (f cos —|— —9 sin T ) T (5.10)

si las funciones f, g admiten desarrollo de Fourier en serie de senos,
o0 o]
. nm . nm
= E [nsin f% g(z) = E Gn S f%
n=1 n=1

2 [* nmw 2 [F nmw
= Z/o f(x)SianEdiE, Gn = Z/o g(z) sin fxdx'

En el caso de que las coordenadas no sitien la cuerda en el intervalo [0, L]
no es preciso resolver otro problema, sino trasladar el eje con un sencillo cam-
bio de variable. Por ejemplo, si hubiéramos situado la cuerda centrada, x €
[-L/2, L/2], bastaria realizar la traslacién ¢ = y — L/2, que verifica que x(0) =
—L/2, (L) = L/2.

Ejemplo 5.5.2 Obtener la solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante ugr —
Auge = 0,t >0, x € (0,7), que verifica u(x,0) = sinx, ui(x,0) = 0, con
condiciones de contorno u(0,t) = 0 = u(m,t).

Dado que las condiciones de contorno son de extremos fijos, podemos abordar
el problema por separacién de variables. En este caso L = 7.
Se trata de obtener los desarrollos de Fourier de f(z), v g(z),

2 [ 2 [
= —/ f(x) sinnz dz, gn = —/ g(z) sinnz dx.
T Jo 0

™
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Pero este caso particular es especialmente sencillo, ya que todos los coefi-
cientes g, son nulos, ya que g(x) = 0, y, por su parte,

f(z) =sinx = fisinx + fasin2zx+ - |

con lo cual nos podemos ahorrar las integrales y concluir que todos los coefi-
cientes f, del desarrollo son nulos, salvo f; = 1.
Por tanto, sustituyendo en la solucién general,

o0
u(z,t) = Z (fn cosnct + % sin nct) sinnz = cosctsinz,

n=1

tal como habiamos obtenido, de una manera mas laboriosa, en el ejemplo 5.5.1.

5.6. Ecuacion inhomogénea de la cuerda vibran-
te

Para terminar este tema, consideraremos el caso de la cuerda vibrante so-
metida a una fuerza externa F(x,t).

Abordaremos en primer lugar el caso de la cuerda infinita, de modo que no
habra condiciones de contorno y el problema de valores iniciales sera

Ugt — gy = F(x,t), t >0, € R, u(z,0) = f(x), us(x,0) = g(x).

Para ello, recordemos que en coordenadas caracteristicas U(z,t) = z + ct,
V(z,t) = x — ct, la ecuacién de la cuerda vibrante inhomogénea se escribe como

1 (UrV U-V
vov = 4c2 2 7 2 '

Por tanto, integrando dos veces la ecuacion, tal como hicimos para la ecua-
cién homogénea, obtenemos la solucién general de la ecuaciéon inhomogénea,

WU, V) = HU) + GV /dU/dVF<U+V,U V>,

2 2c

y sélo habria que saber los extremos de integracién para conocer la solucion del
problema de valores iniciales:

Teorema 5.6.1 El problema de valores iniciales uy—c*uz, = F(x,t), u(x,0) =
f(x), u(x,0) = g(x) parat >0, x € R, siendo f de clase C?, g, F de clase C*,
tiene por solucion

t _ ot 1 erct z+c(t—T)
w(z,t) = LEHD /@ C)+—/ X)dX +— /dT/ dXFXT)
2 2c T— z—c(t—T)

ct

(5.11)
Lo comprobamos explicitamente. El dato inicial es f(z),

f(z) + (=)

u(z,0) = 5

= f(=),



118 CAPITULO 5. EDP DE SEGUNDO ORDEN

puesto que las integrales se anulan, ya que van de x a x y de cero a cero
respectivamente.

Asimismo, la derivada temporal del dato inicial es g(x), derivando las inte-
grales

fl(x+ct)— f'(x—ct) n glx + ct) + g(a — ct)

Ut(xv t) = 92

= C 9
+ %/t{F(x—FC(t—T)aT)+F($_C(t_T)’T)}dT’
0

obtenemos el resultado esperado,

f'(z) = f'(x)
2 2

ut(x,0) = ¢

Finalmente, calculamos el resto de derivadas,

flx+ct)+ f'(x—ct) n g(x + ct) — g(x — ct)

ug(x,t) = . -
1 [t - S B
+ %/0{ (x+c(t—T),T)— Flz —c(t —T),T)} dT,
Uga(@,t) = f”(szCt);LfN(x*Ct)_i_g/(z*Ct);Cg’(zfct)
1 t
+ 2—/ {Folz +c(t—T),T) — Fy(z — c(t — T),T)} dT,
€Jo
wat) = 2@t @) gatet)—gl@—c)

D) 2
N g/t{Fz(x—FC(t—T)’T)_F””(x_C(t_T)’T)}dT+F($’t)’
0

y juntando todos los términos, comprobamos que efectivamente se satisface la
ecuacién de la cuerda vibrante,

gt (2,1) — Cugy(x,t) = F(z,t). O

Al igual que sucedia con la cuerda no forzada, la solucién en (z,t) depende
del dato inicial en los puntos (z — ct,0), (x4 ct,0) y de la derivada temporal del
dato en el intervalo [x — ct, x + ct] del eje X. Observamos que la fuerza también
aparece en la integral en el intervalo [x — ct,x + ct] del eje X, por lo que el
dominio de dependencia, y el de influencia, para la ecuaciéon inhomogénea es el
mismo que para la ecuacién homogénea.

Ejemplo 5.6.1 Hallar la solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante sometida
a una fuerza, Uy — Uy, = cost, cuyo dato inicial es u(z,0) = sinx, us(x,0) =
cCcosT.

Obsérvese que es el ejemplo 5.4.1, pero con el anadido de la fuerza, con lo
cual ya conocemos los dos primeros términos.
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T

(1)

X-cT=x-ct
X+cT=x+ct

x-ct xtct X

Figura 5.6: Dominio de dependencia para la ecuacién inhomogénea de la cuerda

Aplicando la férmula de D’Alembert, con f(z) = sinz, g(x) = ccosz,

i t)+sin(x —ct) 1 [T
u(x,t) = sin(z + ct) + sin(e — cf) + 5/ cos X dX
x—ct
z+c(t—T)
+ dT/ dX cosT = sin(z + ct)
z—c(t—T)
z+c(t— T)
+ / / T)cosT dT = sin(z + ct) + 1 — cost.
z—c(t— T)

5.7. Ecuaciéon inhomogénea de la cuerda vibran-
te finita

El problema de la cuerda vibrante se complica cuando a la vez se introducen
condiciones de contorno y un término inhomogéneo. Como ya vimos para la
cuerda finita, no hay una férmula cerrada para la solucion general en la mayoria
de los casos, y tampoco podemos utilizar la ley del paralelogramo, ya que s6lo
es valida para la ecuacion homogénea. Podemos, eso si, aplicar la formula 5.11
a la regién 1.

Una estrategia para resolver el problema mixto inhomogéneo,

Ut — gy = F(z,t), t>0, x€(0,L),
u(z,0) = f(z), u(z,0)=g(x), u(0,t)=at), u(L,t)=p(x),(512)

es descomponerlo en problemas més sencillos, cada uno de los cuales resuelve
parte del problema completo:

1. Condiciones de contorno: comenzamos eliminando las condiciones de con-
torno, caso de que no sean triviales. Realizando el cambio

T L—zx

u(z,t) = v(z,t) + —ﬁ(t) + 7

garantizamos que u(0,t) = a(t), u(L,t) = B(t) si el problema para v(x,t)
tiene condiciones de contorno de extremos fijos,

'Utt*CZU:c:n:F(xvt)a t>05 T e (OaL)a
’U(:L',O) = f('r)v ut(:c,()) = g(x)v U(Ovt) = 07 U(Lat) = Oa

a(t),
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donde han variado la fuerza y los datos iniciales,

- T L—x

F(z,t) = F(z,t) - zﬁ//(t) L O‘N(t)’
= T L—=x _ T, L—-=zx ,
F@) = 1) = 280 - Z=2a(0), 3(@) = 9(0) - 280) - =L (0).
. Condiciones iniciales: descomponemos v(z,t) = w(z,t) + z(x,t) donde

z(x,t) es solucién del problema homogéneo mixto para la ecuacién de la
cuerda finita,

24 — P2 =0, t>0, x€(0,L),

z(x,0) = f(x), =z(x,0)=g(x), =2(0,t)=0, z(L,t)=0,

y, por tanto, w(x,t) tendrd que ser solucién de un problema trivial, salvo
por el término inhomogéneo de la fuerza,

Wy — CWey = F(ac,t), t>0, z€(0,L),
w(z,0) =0, w(z,0)=0, w(0,t)=0, w(L,t)=0.

Problema inhomogéneo: para obtener w(z, t) partimos del hecho de que las
series de Fourier en senos satisfacen las condiciones de contorno triviales.
Por ello, suponiendo que la fuerza admite desarrollo de Fourier,

2

[e%s} L
Fz,t) =Y Fu(t)sin %:c Fo(t) = Z/0 F(z,t)sin %zdz,
n=1

y si desarrollamos igualmente la solucién w(z,t) del problema,
> nm
£ =S T,(t) sin —z,
w(z, t) 7;1 ()smLx

las condiciones de contorno se satisfacen trivialmente, w(0,t) = 0 =
w(L,t). Y si ademds imponemos T,,(0) = 0, T/ (0) = 0, las condiciones
iniciales se satisfardn también.

Introducimos los desarrollos en la ecuacién,

wie (1,1) — Fwae (2, 1) = O_O <T,’L’(t) + (T)Q Tn(t)> sin %x

y por la unicidad del desarrollo de Fourier, llegamos a la conclusion de que
las funciones temporales T}, (t) satisfacen un problema de valores iniciales
para un sistema de ecuaciones ordinarias,

T/(t) + (?)QTH(Q — F,(t), Tw(0)=0=T.(0), neN.

Por tanto, al menos formalmente, el problema esta resuelto.
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Juntando todos los términos, es obvio que la solucién del problema mixto
inhomogéneo es

w(z,t) = w(w,t) + 2(z,t) + %ﬁ(t) + L a(t). (5.13)

L
Ejemplo 5.7.1 Hallar la solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante sometida
a una fuerza, Uy — g, = sinz, t >0, z € (0,7), con dato inicial u(x,0) = 0,
us(x,0) = 0 y condiciones de contorno u(0,t) = 0 = u(m,t).

En este caso, como la fuerza es una funcién sencilla que sélo depende de z,
podemos simplificar el problema buscando una solucién sencilla, u,(z), que no
dependa de t. Sustituyendo en la ecuacién,

sinx
2,11 ol —
—cuy(z) =sinz = up(r) = ——

Descomponiendo u(z,t) = v(z,t) + up(z), reducimos el problema a resolver

Vg — 2V, con condiciones iniciales v de contorno

sin x

f(l') = U(m,O) = u(m,O) - U;D('T) == ) g(l‘) = Ut(.T,O) = ut(ﬂc,O) =0,

v(0,t) = u(0,t) — u,(0) =0, v(m,t) = u(m,t) —up(m) =0,

que es un problema mixto homogéneo de extremos fijos. Lo resolvemos por series

de Fourier,
(o]

v(z,t) = Z (fn cosnct + % sinnct) sinnz,

n=1

si las funciones f, g admiten desarrollo de Fourier en serie de senos,
o0 o0
f(z) = g fnsinnz, g(x) = E gn Sinnz.
n=1 n=1

La funcién g(z) es nula, luego todos los coeficientes g, son nulos. En cambio,

. o
sinx ] 1
- =f@) =) fasinnz = fi=-—5. fa=0,Vn#l,
n=1
cosctsinx
v(z,t):—T,

y por tanto, la solucién del problema es

sin x

w(z,t) = up(z) + v(x, t) = 2

(1 — cosct).

No obstante, podriamos haber resuelto este problema segin el esquema an-
terior. Como las condiciones de contorno e iniciales son triviales, podemos co-
menzar por el punto tercero:

Hayamos el desarrollo de Fourier de la fuerza,

sinx = ZFn(t) sinnz = Fi(t) =1, F,=0, Vn#1,
n=1
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lo que unido al desarrollo de la solucién,
u(z,t) = Z T, (t) sinnx,
n=1

conduce a un problema de valores iniciales para un sistema de ecuaciones ordi-
narias,
" 2.2 !
T) —n*cT, =F,, T,(0)=0=T,0), neN,

que en nuestro caso se reduce a dos tipos de ecuaciones:
Paran # 1:

T! +n*c*T,, = 0 = T, (t) = a, cosnct + b, sinnet,
pero las condiciones iniciales T}, (0) = 0 = 77 (0) imponen que a,, = 0 = by, con
lo cual T,,(t) =0, para n # 1.
Paran =1:
1
T] + 2Ty = 1 = Ty (t) = aj cosct + by sinct + >
¢

y las condiciones iniciales 77(0) = 0 = 77 (0) imponen

1
0:T1(0):a1+c—2, OZT{(O):Cbl,

con lo cual a; = —c2, by = 0, y reobtenemos la solucién del problema,
= 1—-cosct
u(z,t) = Z T, (t) sinnx = —= sinz.
n=1

5.8. Cuerda semiinfinita

Un problema mas sencillo relacionado con los anteriores es el de la cuerda
semiinfinita. Es decir, una cuerda con un solo extremo, que ubicaremos en x = 0.
La cuerda, por su parte, estard situada en la semirrecta real positiva. Se trata,
por tanto, de problemas de valores iniciales,

Ut — gy = 0, u(z,0) = f(z), u(z,0)=g(x), x,t >0,

que deben completarse con una condicién de contorno en el extremo x = 0.

Esta situacién nos obliga a dividir el plano XT en dos regiones, teniendo en
cuenta los sucesos que se ven influidos por el extremo x = 0, que estan separados
del resto por la caracteristica de ecuacién z = ct.

= La regién I: « > ct: en esta regién el extremo z = 0 no tiene ninguna
influencia, con lo cual el problema mixto se resuelve con un problema de
valores iniciales con la férmula de D’Alembert.

= La region II: = < ct: estos sucesos se ven influidos por el extremo x = 0,
con lo cual el problema mixto se debe resolver por la ley de paralelogramo
(si la condicién de contorno es de la forma u(0,t) = «(t)) o por algin otro
procedimiento.
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(0,t-x/c)

(ct-x,0) (x-ct,0) X (x+ct,0)
Figura 5.7: Dominios de dependencia para la cuerda semiinfinita
Nos centramos en el caso de condicién de contorno de extremo fijo u(0,¢) = 0.

Echando un vistazo a la formula de D’Alembert para una cuerda infinita,
particularizada en z = 0,

t —ct) 1 [
u(0,t) = M + _/ g(X)dX,
2 2¢c J_o
observamos que si los datos iniciales fueran funciones impares, f(—x) = — f(x),

g(—x) = —g(z), obtendriamos el buscado valor «(0,t) = 0.
Por tanto si extendemos de forma impar las funciones f y g a los negativos,

sy | —f(=x) =<0 oy =g(=z) =<0
f(x) = { f(z) >0 ° g(z) = g(x) >0
reducimos el problema de la cuerda semiinfinita con extremo fijo al de una

cuerda infinita:

Teorema 5.8.1 El problema mizto uy — gy = 0, u(z,0) = f(z), us(z,0) =
g(z), u(0,t) = 0 para t > 0, x > 0, siendo f de clase C?, g de clase C*, tiene
por solucion unica

u(z,t) =

flz+c flz —c wet
ACh t);rf( g 1/96 §(X) dX, (5.14)

2¢ —ct

donde f, g son las extensiones impares de f, g respectivamente.

Ejemplo 5.8.1 Resolver el problema uy — c*ugz, = 0, u(x,0) = sinz, uy(x,0) =
ccosz, u(0,t) =0 para t >0, z > 0.

Los resolvemos de las dos maneras. Separando en zonas:
En la zona I podemos aplicar la férmula de D’Alembert,

uf(x’t): +3

. " . —ct 1 x+4ct
sm(x +c ) —;— s1n(96 c ) 5 / cos X dX = sin(gg + ct).

—ct

En la zona II podemos usar la ley del paralelogramo,

urr(z,t) =u (O,t— E) + uy (ct, E) — u(ct — x,0) = 2sinx cos ct.
c c
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Otra forma de resolverlo es haciendo uso de la extensién impar del dato
inicial. Como el seno ya es impar, su extension es trivial. No asi la del coseno,
que es par,

= {—cosx x <0

cosz x>0 g(x) = signo (z) cos z,

u(z,t) = + = signo (X) cos X dX,

sin(x +ct) +sin(z —ct) 1 (5T
2 2/

—ct
que da pie a los casos anteriores, ya que depende del signo de x — ct:

Six —ct > 0, la integral se realiza en un intervalo en el que X es positiva.
Por tanto,

: t . — ot 1 x+ct
w(z, t) = sin(x + ct) + sin(z — ct) + _/ cos X dX = sin(z + ct).

2 2

—ct

En cambio, si z—ct < 0, parte de la integral se realiza en el intervalo [z —ct, 0]
en el que el signo de X es negativo,
i t) +sin(z —ct) 1 [TFC 1 /0
u(z,t) = sm(x—l—c)—;—sm(x c)+§/ costX—§/ cos X dX
0 r—ct

= sin(z + ct) + sin(z — ¢t) = 2sinx cos ct.






