Capitulo 6

Problemas de contorno

Objetivos

= Identificar los problemas de Sturm-Liouville y manejar sus propiedades.

= Realizar desarrollos en serie de funciones ortogonales, especialmente series
de Fourier.

6.1. Introduccion

Hasta el momento hemos abordado los problemas de valores iniciales, pe-
ro también tienen su relevancia los problemas de contorno. En este tipo de
problemas, las condiciones no se imponen en un instante inicial ¢, en el que
conocemos la posicién z(ty) = xo, la velocidad 2'(tg) = zj y tal vez deriva-
das superiores, sino los valores de la soluciéon en dos valores tg, t1. Es decir,
conocemos x(tg) = o, x(t1) = 1.

Normalmente en este tipo de problemas la variable independiente no es un
tiempo, sino una coordenada espacial, y asi los valores de contorno indican
los valores de la solucién en los extremos de un segmento [to,t1], que puede
representar una varilla, una cuerda o cualquier otro objeto unidimensional.

Ejemplo 6.1.1 Tiro parabdlico.

Pensemos en un proyectil que se lanza al espacio desde una posicién, que ubi-
caremos en (0,0) y que queremos que alcance otra posicién, que ubicaremos en
(L,0), gracias a la fuerza de la gravedad y a la velocidad inicial del proyectil.
Las ecuaciones del problema son

y' = —g, 2" =0= 2’ = v, = const.,

y podemos eliminar la variable ¢ con un sencillo cambio de variable, reescribiendo
y(@),

dy dydx dy d?y , d%y
— = =V, = —— = V.,
dt  dx dt de — dt? 22
y plantear el problema como problema de contorno,
d’y g
— = 0)=0=y(L).
it y(0) y(L)
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La resolucién es idéntica a la de los problemas de valores iniciales. Primero
obtenemos la solucién general de la ecuacion,

2

T 5.2
203

y(x) = + k1x + ko,

y le imponemos las condiciones de contorno,
Ozy(O):kQ, Ozy(L):———f—k?lL—f—k/’g,

que conduce a la identificacion de las constantes de la solucién general, k; =
gL/2v% ko = 0,
gx(L — x)

202

y conduce, como es sabido, a una trayectoria parabdlica.
A diferencia de lo que sucede para los problemas de valores iniciales, la
unicidad de la solucién no estd garantizada para los problemas de contorno:

y(r) =

Ejemplo 6.1.2 Problema de contorno para un resorte.

Consideremos un resorte lineal de frecuencia w, regido por la ley de Hooke,
2" = —w?z, al que imponemos condiciones de contorno x(0) = 0, z(T) = 0.

La solucién general de la ecuacion es
x(t) = ky sinwt + ks cos wt,
y las condiciones de contorno imponen
0 =2(0) = ko, 0=2(T) = kysinwT + ko coswT,
lo que produce dos casos diferenciados:

= Si wT # nm con n entero, entonces sinw?’ # 0 y la tnica solucidn es la

trivial, k1 = 0 = ks, z(t) = 0.

= Si w1 = n7m con n entero, entonces sinw7 = 0 y hay infinitas soluciones,
ko =0, x(t) = k1 sinwt.

En el segundo caso todas las soluciones son multiplos de sin(nwt/T') con fre-
cuencia w = nx/T. Diremos que los valores A = w? = (n7/T)? son los autova-
lores del problema, ya que proporcionan soluciones no triviales, y las funciones
2, (t) = sin(nwt/T) y sus multiplos son los autovectores o autofunciones del

problema.

6.2. Separacién de variables

Este tipo de problemas aparece de manera natural al intentar resolver una
ecuacion lineal homogénea en derivadas parciales por separacién de variables.
Pongamos como ejemplo de ecuacién lineal homogénea en derivadas parciales
la ecuacion de la cuerda vibrante finita de longitud L,
2 2
Pu(z,t) 5 0%u(z,t)

2 ¢ o — 0, t>0, z€(0,L), (6.1)
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con condiciones de contorno de extremos fijos, u(0,t) = 0 = u(L,t).
Podemos buscar soluciones en variables separadas, de la forma u(z,t) =
X (z)T(t), expresién que sustituida en la ecuacidn,
T”(t) B X”(:C)

X@T"(0) = X0 = 0= Froy = Sy =~

conduce a dos ecuaciones ordinarias, para T'(¢) y X (z), independientes, ya que
la tnica posibilidad de que la expresién de la izquierda no dependa de = y de
que la expresion de la derecha no dependa de t es que ambas sean constantes.

Como las condiciones de contorno imponen X (0)T'(¢) = 0 = X(L)T'(t) para
t > 0, la tinica posibilidad no trivial es que X (0) =0 = X (L), lo que conduce a
un problema de contorno dependiente de un parametro A,

X"(z)+AX(x) =0,  X(0)=0=X(L),

como el que hemos resuelto anteriormente.

Veremos en la siguiente secciéon que, bajo unas condiciones muy generales,
estos problemas de contorno tienen soluciones no nulas X,,(z) sélo para una
coleccion numerable de valores \,, n € N, con lo cual, después de resolver la
ecuacién correspondiente a T'(t), en nuestro ejemplo

T/ (t) 4+ M\ T (t) = 0,

podremos usar el principio de superposicién lineal para ecuaciones lineales ho-
mogéneas y escribir formalmente la solucion general del problema 6.1 como

u(w,t) =Y Xn(2)Tn(t).

Este tipo de expresiones son vélidas con bastante generalidad no sélo para
la ecuacion de la cuerda vibrante sino para cualquier otra ecuacién lineal ho-
mogénea con condiciones de contorno. En el caso de la cuerda vibrante veremos
que \, = (n7/L)? y X, (z) = sin(nwz/L), n € N.

6.3. Problemas de Sturm-Liouville

Nos centraremos en el caso mas frecuente de problemas de contorno, que son
los problemas para ecuaciones lineales de segundo orden,

2 +a(t)x’ +b(t)x = f(t). (6.2)

Este tipo de problemas, con un parametro libre, ademéds de su interés propio
por su aplicacién en problemas en recintos finitos, como varillas o cuerdas, apa-
rece de manera natural, como acabamos de ver, en problemas de ecuaciones en
derivadas parciales, cuando se abordan por el método de separacién de varia-
bles, que permite reducirlos a problemas de contorno de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Por ello, escribiremos la ecuacion de una manera distinta, més apropiada
para estos fines, multiplicando la ecuacién por p(t) = exp [ a(t) dt, ya que en-
tonces

2l atdr | a(t):c’ef a(t)dt _ (x/ef a(t) dt)’.
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Consideremos funciones p(t) € C*([a,b]), q(t),r(t) € C([a,b]), p(t),r(t) >0
para t € [a,b].

Denominaremos problemas de Sturm-Liouville regulares con condi-
ciones separadas a los problemas de contorno de la forma

(p(t):c/)/ —q()x + Ar(H)x =0, az(a) + aa'(a) =0, Bz(b) + Bz'(b) =0, (6.3)

donde a, &, B,B son constantes.

Se llaman problemas de condiciones separadas, ya que las condiciones de
contorno no mezclan los puntos a, b.

Y problemas de Sturm-Liouville regulares con condiciones periodi-
cas a los problemas de contorno de la forma

(p(t)z/)/ —q®)z+ Ar(t)z =0, xz(a) =z(b), 2'(a)=2'(), (6.4)

con p(a) = p(b).

Estos dos tipos de problemas tienen condiciones homogéneas, no tienen
término independiente de z. Veremos mas adelante que las condiciones inho-
mogéneas se pueden reducir a homogéneas.

Como vemos, se ha introducido un parametro variable, A, con lo cual estamos
hablando de familias de problemas dependientes de dicho valor, que denomina-
remos autovalor del problema. Las soluciones no triviales del correspondiente
problema se denominan consiguientemente autofunciones asociadas al auto-
valor A.

Comentario:
No hay que confundir los autovalores A del problema de contorno, que acabamos
de definir, con los autovalores de la ecuacion lineal, que son las soluciones de la
ecuacion caracteristica. Para evitar confusiones designaremos con la letra u a
estos tltimos en este tema.

Nos centraremos en estos dos tipos de problemas regulares, ya que son los
que entran dentro del marco de aplicacion del siguiente resultado:

Teorema 6.3.1 Los autovalores de un problema de Sturm-Liouville reqular for-
man una sucesion infinita A\ < --- < A, < --- no acotada. Las autofunciones
correspondientes a autovalores distintos Ay, # An, Tm, Tn, son ortogonales con

PESO T,
b
/ TTym Ty dt = 0,
a

en el intervalo [a,b]. Si las condiciones de contorno son separadas, las autofun-
ciones asociadas a cada autovalor forman un subespacio de dimension uno, es
decir, estan definidas salvo un factor multiplicativo y la autofuncion x, tiene
exactamente n — 1 ceros en el intervalo (a,b).

Este teorema es complejo de demostrar, pero al menos la condicién de orto-
gonalidad es sencilla de comprobar:
Las autofunciones xz,,, x,, verifican

(p(t)z;)/ —q(t)zn + Apr(t)z, =0, (p(t)z;n)/ —q(t)xm + Amr(t)zm =0,
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y multiplicando respectivamente por x,, y =, y restando e integrando las ecua-
ciones,

b b
(A — )\n)/ Ly Ty, dt = / (zm(pz;)/ - zn(p:c;n)/) dt = [p(xmx,, — znx;n)]z ,

integrando por partes.
El caso de condiciones periddicas es trivial, ya que

p(a) (zm(a)ay, (@) — za(a)z), (@) = p(b) (2m (b)z),(b) — 2n (b)), (D))
Lo mismo sucede con el caso de condiciones separadas,
T (D)7, (b) — 2 (b)aly, (b) = 0 = zm(a)al,(a) — zn(a)al, (a),

como se comprueba facilmente.

De hecho, la propiedad de ortogonalidad se verifica para problemas mas
generales, llamados autoadjuntos, para los que [p|W|(z,, zn)]z =0.

El nombre de autoadjunto proviene del hecho de que el operador diferencial
L que define la ecuacién, Lz = (pa’)’ — gz, es realmente autoadjunto, como se
comprueba integrando dos veces por partes,

b b b
(y,La) = / yLedt = / (y(p') — qyz) dt = [pya’]l — / (s’ + qua) dt

a

b
= [plya’ — )]} +/ (z(py)' — qzy) dt = (Ly, x),

siy solo si [p|W|(z,)])° = 0. O

Ejemplo 6.3.1 Obtener autovalores y autofunciones del problema del Sturm-
Liowville " + Az = 0 con condiciones x(0) =0 = x(L).

Es un problema regular con condiciones separadas y p(t) = 1 = r(t), q(t) =
0. Luego es aplicable el teorema. Lo comprobamos explicitamente, ya que la
ecuacién es integrable. Buscando soluciones de la forma z(t) = e#, la ecuacién
caracteristica es u? + X\ = 0, con lo cual u = +v/—\. Hay tres casos, por tanto:

» A\ = —k? < 0: Autovalores reales u = +k. La solucién general es z(t) =
k1 sinh kt + ko cosh kt. Las condiciones de contorno implican

O:ac(O):kg, OZ.T(L):klsinhkLi]ﬁ:O:k’g,
con lo cual la tnica solucién es la trivial, z(t) = 0.

= A = 0: Autovalor doble 1 = 0. La solucién general es x(t) = k1t + ko. Las
condiciones de contorno implican

OZSC(O):]CQ, O:z(L):leélﬁ:O:kQ,

con lo cual también en este caso la tinica solucién es la trivial, z(t) = 0.
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s A = k? > 0: Autovalores imaginarios ;1 = +ik. La solucién general es
x(t) = kisinkt + ko cos kt. Las condiciones de contorno implican, aparte
de la solucién trivial,

0=2(0) = ks, 0=2x(L)=ksinkL = ko =0, k:%, n e N.

Por tanto, los autovalores son de la forma \, = (n7/L)?, n =1,2,...y las
autofunciones asociadas son

xn(t) = sin%t, n=12...

y sus multiplos, que tienen n — 1 ceros en el intervalo (0,1) y son claramente
ortogonales en dicho intervalo,

L
mm nmw
myTn) = in —tsin —tdt
(Tmy ) /0 sin T sin 7
1 [F -
_ _/ JN el ) P ) P W
2 Jo L L
L
I [ sin (mzn)frt sin (m-;n)wt
= — — =0.
2 m-—n m-+n o
xi(t)
x2(t)
0 t /1

x3(t)

Figura 6.1: Autofunciones del problema a” + Az = 0, z(0) = 0 = z(1)

Ejemplo 6.3.2 Obtener autovalores y autofunciones del problema del Sturm-
Liowville " + Ax = 0 con condiciones x(—L/2) = 0= z(L/2).

Este problema se puede abordar directamente, como en el ejemplo anterior,
pero las cuentas son mas complicadas. Es méas cémodo realizar un cambio de
variable y aprovechar el resultado anterior.

Sabemos que el mismo problema en el intervalo [0, L] tiene autovalores An =
(nm/L)?, n=1,2,...y autofunciones i, (s) = sin(nms/L).

Si realizamos el cambio de variable

7157(1
S b—a

t € a,0],
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obtenemos que s(a) = 0, s(b) = L, con lo que llevamos el intervalo [0, L] al
intervalo [a, b],

da®  da? (dt)2 _da? (b —a)?

ds? — diz2 \ds) — A2 L2
dz? - dz? (b—a)® < dx? L? -
0=— =— A — + —=Ax =0.
2 T P T e T e
Comparando con la ecuacién,
dx?
ﬁ + )\.’L‘ = 0,

concluimos que los autovalores serdn

Por tanto, en nuestro caso concreto, a = —L/2, b = L/2, el cambio de
variable es
s=t+L/2, te[-L/2,L/2],

y los autovalores siguen siendo A\, = (nw/L)%, n =1,2,..., lo cual es légico, ya
que no hemos cambiado la longitud del intervalo, sélo su emplazamiento. Las
autofunciones son los multiplos de

t_
Za(t) = Ep (bZL> :sin%(t—i—L/Q), n=12,...

Ejemplo 6.3.3 Obtener autovalores y autofunciones del problema del Sturm-
Liowville '+ x = 0 con condiciones periddicas x(—L) = x(L), /(- L) = 2/(L).

Es un problema regular con condiciones periddicas y p(t) = 1 =r(t), q(t) =
0. Comprobamos el teorema explicitamente. Como hemos visto, hay tres casos,
segun los valores que tome A:

» A\ = —k? < 0: La solucién general es z(t) = ki sinh kt + ks cosh kt. Las con-
diciones de contorno implican, usando la paridad del coseno y la imparidad
del seno,

—kysinh kL 4+ ko coshkL = x(—L) = x(L) = ky sinh kL + ko cosh kL,
kky coshkL — kkysinh kL = 2’ (—L) = 2/ (L) = kky cosh kL + kkg sinh kL,
con lo cual la tnica solucién es la trivial, k1 = 0 = ko, z(t) = 0.

= )\ = 0: La solucién general es x(t) = k1t + ko. Las condiciones de contorno
implican

—k1L+ky = SC(*L) = SC(L) =kiL+ky=k = 0,
k/’l = $I(—L) = .T/(L) = kl,

con lo cual en este caso las tinicas soluciones no triviales son las constantes,
x(t) = k2 y A =0 es autovalor del problema.
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= )\ = k2> 0: La solucién general es x(t) = kq sin kt + kg cos kt. Las condi-
ciones de contorno implican, usando la paridad del coseno y la imparidad
del seno,

—kysinkL + ko coskL = x(—L) = x(L) = ky sinkL + ko coskL,
kki coskL + kkasinkL = 2’ (—L) = 2’ (L) = kky coskL — kkosinkL,

cuyas soluciones no triviales aparecen cuando sin kL = 0, que corresponde
ak=nn/L, neN,

z(t) = kq sin %t + ko cos %t,

con lo cual son autovalores A = (nrw/L)2.

Por tanto, los autovalores son de la forma A\, = (nw/L)?, n = 0,1,2,...y
las autofunciones asociadas son

zo(t) = 1, xn(t):cos%t, :in(t):sin%t,nzl,l...

y sus combinaciones lineales, que son claramente ortogonales en dicho intervalo,
como es sencillo comprobar.

co(t)

o) si(t)

Figura 6.2: Autofunciones del problema z” + Az = 0, 2(0) = z(1), 2’/(0) = /(1)

Obsérvese que, mientras que para A = 0 existe una tnica autofuncién lineal-
mente independiente, para A = (n7/L)? existen dos.

Hemos comenzado la numeracién de los autovalores en el cero en este ejemplo
para no alterar la lista de autovalores.

Es fécil ver que si el intervalo hubiera sido [a,a + 2L], los autovalores y au-
tofunciones seguirian siendo los mismos, ya que las autofunciones son funciones
periddicas de periodo 2L. Por ejemplo,

t+2L (4 t
Tp(t+2L) = sin n(t +2L) = sin = cos 207 + coS " sin 2n7
. nmt
= S T = .’L'n(t),

y lo mismo para Z, ().

En muchos casos, no serd sencilla la resolucién del problema de Sturm-
Liouville y la obtencién del conjunto de autovalores. No obstante, es posible
obtener informacién acerca de estos por comparacién con problemas conocidos.
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Teorema 6.3.2 Teorema de comparacion de Sturm: Sean x, T soluciones
respectivamente de las ecuaciones

(p(H)2') +g(t)x =0, (p(H)F) +3(t)E =0,

tales que p(t) > 0, con p funcion de clase C' y g, § funciones continuas en un
intervalo [a,b]. Si g(t) > g(t), entonces T(t) se anula al menos una vez entre
cualquier par de ceros consecutivos de x(t) en dicho intervalo.

Sean ty, ty dos ceros consecutivos de z(t). Supongamos que Z(t) no se anula
en (t1,t2). Podemos suponer que tanto z(t) como Z(t) son positivas en este
intervalo. Si alguna fuera negativa, bastaria tomar su opuesta, ya que, a la vista
de las ecuaciones, si, por ejemplo, z(t) es solucién, también lo es —z(t).

Integramos por partes la expresién

to

to
0 < / (g —g)xidt = {Z(pz’) — z(pz’)'} dt = [zpa’ — :Cpi']i?
t1 tl

+ / L — Fpa} db = E(2)p(t)e (t2) — F(t)p(t)a (1),

ty

llegamos a una contradiccion, ya que la expresién final es negativa o nula, puesto
que Z(t) es positiva en el intervalo, lo mismo que p(t) y /(1) > 0, 2/(t2) <0
para que z(t) pueda ser positiva en (t1,%2) y anularse en los extremos.

Por tanto, llegamos a una contradiccién con la hipétesis de partida, que Z(t)
no se anulaba en (1, t2). Por tanto, esta funcién tiene al menos un cero en dicho
intervalo. O

Este resultado se puede a extender a otro mas general:

Teorema 6.3.3 Sean x, T soluciones respectivamente de las ecuaciones

(p(t)2') +gt)z =0, (p(H)F") +§(t)F =0,

tales que p(t),p(t) > 0, con p,p funciones de clase C y g, § funciones continuas
en un intervalo [a,b]. Si g(t) > g(t) y p(t) < p(t), entonces &(t) se anula
al menos una vez entre cualquier par de ceros consecutivos de x(t) en dicho
intervalo.

En resumidas cuentas, si aumentamos ¢g(t) o disminuimos p(t), aumentamos
el nimero de ceros.

Ejemplo 6.3.4 Aplicar el teorema de Sturm a las ecuaciones x'" +x = 0 y
" +42 =0

Las soluciones de estos problemas son
z(t) = Asin(t +a), #(t) = Bsin(2t +b),

que son, respectivamente, peridédicas de periodo 27 y . Por tanto, los ceros de
x(t) estdn espaciados m, mientras que los ceros de Z(t) lo estan /2. Esto estd
de acuerdo con el teorema, ya que g(t) =4 > 1 = g(¢t).

Estos resultados se aplican de manera inmediata a los problemas de Sturm-
Liouville.
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x(t)

X(0)

Figura 6.3: Soluciones de los problemas z”/ +x =0, 2’/ + 42 =0

Consideremos problemas de Sturm-Liouville,

(p(t)x’)l —qt)z + X r(t)z =0, z(a)=0=x(b),
(BT — G()7 + AF(t)E =0, &(a) = 0= E(b)
Supongamos G(t) < q(t), p(t) < p(t), #(t) > r(t) en el intervalo (a, b).

Supongamos que para el mismo n, A, > A, > 0. Entonces,

g(t) = MaT(t) = (t) = Mar(t) — q(t) = (1),

con lo cual aplicando el teorema de Sturm, entre cada dos ceros consecutivos de
2, (t) hay un cero al menos de &, (t). Como x,(t) tiene n+ 1 ceros en [a, b], esto
supone que I, (t) tiene n ceros en (a,b), lo cual no es posible, como sabemos,
ya que tiene n — 1. Por tanto, la hipdtesis es falsa y tenemos que A < An.

Teorema 6.3.4 Sea el problema, (p(t)x’)/ —q(t)r + Mr(t)x = 0, z(a) =0 =
x(b), de Sturm-Liowville. Si disminuimos p o q o aumentamos r, disminuyen
los autovalores positivos del problema. Y a la inversa.

Esta propiedad nos puede servir para acotar los autovalores positivos de un
problema complicado, conociendo los de problemas solubles.

Ejemplo 6.3.5 Acotar los autovalores del problema ((1 + tQ)x’)/ +txr+ A1+
t2)x =0, x(0) = 0 = z(1).

Como p(t) = 1 +t2, q(t) = —t, 7(t) = 1 + t?, podemos acotar inferiormente
los autovalores \,, con un problema disminuyendo p, ¢ y aumentando r. Por
ejemp107 ﬁ(t) = 17 (j(t) = 717 f(t) = 25
n?m? — 1

2

Y podemos acotar superiormente los autovalores \,, con un problema au-
mentando p, ¢ y disminuyendo r. Por ejemplo, p(t) = 2, §(t) =0, #(t) = 1,

2tz +2r=0= )\, =

2z + At =0= ;\n = on?x2.

Por tanto, juntando la informacion,

nZr? —1

5 < A < 2n%72.
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6.4. Problemas no homogéneos

En la seccién precedente hemos considerado tan sélo problemas homogéneos,
ya que no hay términos que no dependan de la funcién x. Analizaremos ahora
los problemas inhomogéneos con condiciones separadas,

(p(t)ac')l +g(t)x = f(t), az(a) + 2’ (a) =0, Bz(b) + B2’ (b) =0, (6.5)

donde g(t) puede ser de la forma Ar(t) — ¢(¢). Llamaremos problema homogéneo
asociado al mismo problema con f = 0.
Veremos que el problema inhomogéneo no siempre tiene solucién tnica:

Teorema 6.4.1 Sea (p(t)z')/ +gt)x = f(t), az(a) + o'2'(a) = 0, Bz(b) +
B'a’(b) = 0. Este problema tiene solucidn tnica si y sélo si el problema ho-
mogéneo asociado tiene solucion unica trivial x(t) = 0. Si el problema ho-
mogéneo tiene soluciones no triviales, xyp, el problema inhomogéneo tiene in-

b
finitas o ninguna solucidn, si las integrales / f@)xn(t) dt son nulas o no, res-
a

pectivamente.

Supongamos que existen varias soluciones, x1(t), x2(t) del problema inho-
mogéneo. Por la linealidad del problema, x;,(t) = x1(t) — x2(¢) es solucién no
trivial del problema homogéneo. Y, a la inversa, si z(t) es solucién del proble-
ma inhomogéneo, x(t) + x(t) es otra solucién del problema inhomogéneo. Por
tanto, suponiendo que exista, queda demostrado que la solucién del problema
inhomogéneo es Unica si y sélo si la solucién del problema homogéneo es tnica,
la trivial.

Sea zp, una solucién del problema homogéneo. Denotemos Lz := (pz’) + gz.
Obviamente, Lz, = 0, Lr = f, para x solucién del problema inhomogéneo.
Como L es autoadjunto,

b
/ f@ap(t)dt = (f,zn) = (Lz,zp) = (x, Lxgp) =0,

es condicion necesaria para que exista solucion del problema inhomogéneo que se
b

anulen las integrales de las soluciones del problema homogéneo [ f(t)xy(¢) dt,

condicién que se cumple, obviamente, en el caso de la solucién trivial.

No detallamos la demostracién de la existencia de solucién, que serd cons-
truida més adelante. O

Nos centraremos en el primer caso y buscaremos una férmula que nos per-
mita resolver el problema inhomogéneo a partir de las soluciones del problema
homogéneo, tal como se hizo con el problema de valores iniciales con la férmula
de variacién de constantes:

Teorema 6.4.2 Si el problema homogéneo asociado tiene solucion unica trivial,
x(t) =0, y x1(t), x2(t) son soluciones de la ecuacion homogénea (p(t)x’)l +
g(t)x = 0 y satisfacen cada una una condicion de contorno, axy(a)+ o'z (a) =
0, Bxa(b) + f'ah(b) = 0, respectivamente, la solucidn dnica del problema inho-
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mogéneo viene dada por

x1(8)x2(t)
b P@Wan, )@ =57
:/Gts G(t,s) = (s
x1(t)xa(s
P@ W@ e)@ =P
(6.6)

El denominador p(a)|W|(z1, 22)(a) podria sustituirse por p(t)|W|(x1, x2)(¢),
ya que esta expresion es constante en el intervalo [a, b],

(pIW|(z1,22)) = (p(x12h—aha2)) = (pah)'a1—(pat) w2 = g(x129—2122) = 0.

A la funcién G(t, s) se la denomina funcién de Green del problema. Como
vemos, permite reducir el problema a una integral del término inhomogéneo,
con lo cual el problema se puede considerar resuelto.

Una interpretacion de la funcién de Green es que es la respuesta del problema
al impulso f(t) = §(t — to),

b
zr(t) = / G(t,s)0(s —to)ds = G(t, o).

Por tanto, interpretamos la solucién integral del problema como superposi-
cién infinita de la respuesta a impulsos puntuales en cada valor de t.

Ejemplo 6.4.1 Resolver el problema x’" = f(t) con condiciones de contorno
2(0) =0 =x(1). Aplicarlo al caso f(t) = 1.

La ecuacién homogéneo " = 0 tiene solucién general z(t) = k1t + ko, pero,
al imponer las condiciones de contorno,

OZSC(O):]{ZQ, 0:$(1>:k1+k2:>k1:0:k2,

obtenemos sélo la solucién trivial z(¢) = 0. Por tanto, estamos en las condiciones
de aplicabilidad del teorema.

Una solucién no trivial del problema zf =0, 21(0) =0es z1(t) =t Y
una solucién no trivial del problema x4 = 0, ,7:2( ) =0es z2(t) =t —1. Su
wronskiano es

Wi a0 =| 1

s

Y como p(t) = 1, la funcién de Green es

st—1) 0<s<t
G(t,s){ (s ) C <1

v la solucién del problema es

z(t)/o G(t,s)f(s)ds/o s(tfl)f(s)dsﬁL/t t(s—1)f(s)ds.
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En el caso f(t) =1,

2(t) = /Ots(t1)ds+/tlt(sl)ds(tl)g]:ﬂfgsl

t? 21 2 —t
= (t-1D=+t|(t—-=-—=|= )
( )2+< 2 2> 2

Obviamente, para un ejemplo tan simple no era preciso recurrir a la funcién
de Green, ya que la solucién general de z” = 1 es trivialmente

t2
.T(t) = 5 + k1t + ko,

y al imponer las condiciones de contorno,
1 1
O:.T(O):kQ, 0:,%(1):54—/{?14—/{?2@/{?1:—5, ko =0,

obtenemos directamente la solucién del problema.
Este resultado es facil de aplica al problema de Sturm-Liouville inhomogéneo,
sin mas que tomar g = A\r — ¢:

Teorema 6.4.3 Sea (p(t)x’)/ —q@®)x + Mr(t)x = f(t), az(a) + o'2'(a) = 0,
Bx(b) + Bz’ (b) = 0. Este problema tiene solucion unica si y sélo si A no es
autovalor del problema homogéneo asociado, dada por

b
x(t):/ Ga(t,s)ds,

donde Gy se construye de acuerdo con el teorema anterior. Si A es autovalor
del problema, puede no haber solucion o haber infinitas.

Ejemplo 6.4.2 Resolver el problema x'" + \x = f(t) con condiciones de con-
torno x(0) = 0 = x(1). Aplicarlo al caso f(t) =1 para A = 72/4 y para \ = ©°.

2

3

Sabemos que los autovalores del problema homogéneo son A, = (nw)
n = 1,2,... con autofunciones x,(t) = sinnnt. Para estos valores no podre-
mos calcular solucién tnica del problema. Para el resto, si:

= 0 < A= k? # (nm)?: Conocemos la solucién general de la ecuacién ho-
mogénea z’" + \x = 0,

x(t) = kq sin kt + ks cos kt,

y buscamos soluciones x1(t), x2(t) que satisfagan una de las condiciones
de contorno cada una,

0=21(0) = ka=0, 0=uz2(1)=kysink+ ko cosk,
que pueden ser, por ejemplo,

x1(t) =sinkt, x2(t) = cosksinkt —sink coskt = sink(t — 1),
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con wronskiano,

sinkt  sink(t—1)

W1, 22)(t) = kcoskt kcosk(t—1) |~ ksink,
con lo cual la funcién de Green es
sinkssink(t — 1)
<s<
Jsin k 0=s=t
G(t,s) =

sinktsink(s — 1)

t<s<1

ksink

Obsérvese que, tal como indica el teorema, el caso k = nm no estd con-
templado, ya que se anula el denominador y la funcién de Green no esta
definida.

= A = 0: La funcién de Green ya fue calculada en el ejemplo 6.4.1.

» 0 > )\ = —k?% Conocemos la solucién general de la ecuacién homogénea
" + Az =0,
x(t) = kq sinh kt 4 ko cosh kt,

y buscamos soluciones x1(t), z2(t) que satisfagan una de las condiciones
de contorno cada una,

0=21(0) = k2 =0, 0=2a2(1)=kysinhk+ ks coshk,
que pueden ser, por ejemplo,
21(t) = sinh kt, x5(t) = cosh k sinh kt — sinh k cosh kt = sinh k(¢ — 1),
con wronskiano,

sinh kt sinhk(t — 1)

Wi, 22)(#) = kcoshkt kcoshk(t—1) |~ ksinh &,
con lo cual la funcién de Green es
sinh kssinh k(t — 1)
<s<
ksinh k 0=s=t
G)\(ta S) =
sinh ktsinh k(s — 1)
- t<s<l1
ksinh k
Aplicamos el resultado al caso f(t) =1, A = 72 /4,
2sin7(t —1)/2 [ 2sinmt/2 (!
x(t) = W/ sinﬂ's/st—i—SlnTﬂ// sinm(s —1)/2ds
0 ¢

4sinw(t —1)/2
= T(l —cosmt/2) +
4cosmt/2

= ——(cosmt/2 1)
T

4 1 . omt t
= — —sin — — cos —
2 2 2 )’

4sinmt/2
T(cosw(t -1)/2-1)

4sinmt/2
Jr -

5——(sin7t/2 — 1)
T
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que, por su sencillez, podriamos haber obtenido directamente, sabiendo que
z,(t) = 4/7? es una solucién particular de la ecuacién inhomogénea.

En cambio, el resultado no se puede aplicar al caso A = 72, ya que este es
un autovalor, A\;. Como

1
/1 z1(t) f(t) dt = /1 sinwtdt = — [COSW} = z’
0 0

T lo

no es distinto de cero, sabemos que el problema no tiene solucién. Lo compro-
bamos explicitamente. La solucién general de la ecuacién inhomogénea es

1
x(t) = ky sinmt + ko cost + 3

pero las condiciones de contorno,

1 1
O:‘T(O):kQ—i_Fa 0:53(1):—/?24-;,

conducen a un sistema sin solucién.
Para concluir, tenemos pendiente el tema de las condiciones de contorno
lineales, pero inhomogéneas, es decir, de la forma

azx(a) + o'z’ (a) = A(t), Bz(b) + 8’2" (b) = B(t). (6.7)

Estas condiciones se pueden reducir a homogéneas sin mas que encontrar,
lo cual no siempre es sencillo, una funcién y(t) que las verifique. El cambio
de variable x = y + 2z conduce a un problema inhomogéneo para z(t) con la
misma ecuacién con una nueva funcién f(t) = f(t) — (p(t)y’)l — g(t)y, pero con
condiciones de contorno homogéneas.

Por tanto, la teoria desarrollada para condiciones homogéneas es valida tam-
bién para condiciones inhomogéneas.

Ejemplo 6.4.3 Resolver el problema " + Ax = f(t) con condiciones de con-
torno x(0) =0, x(1) = 1. Aplicarlo al caso f(t) = 0.

Buscamos una funcién y(t) sencilla que verifique las condiciones de contorno,
como por ejemplo, y(t) = t. Hacemos el cambio = z+t¢, con lo cual el problema
se transforma en uno de condiciones homogéneas,

e = f(t) = M= f(t), 2(0)=0=z(1),

problema que ya hemos estudiado anteriormente.

Como los autovalores del problema homogéneo son \,, = (n7)?, el problema
tiene solucién tnica si y s6lo si A # A, y conocemos la funcién de Green. Por
tanto.

z(t) =t+z2(s) = t—i—/o Ga(t,s)(f(s) — As) ds.

En lugar de calcular la solucién del problema usando la funciéon de Green,
como la ecuacion es sencilla, obtendremos el resultado directamente:
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» 0 < \=k?# (nm)% Conocemos la solucién general de la ecuacién z” +
Ax =0,
x(t) = kq sinkt + ko cos kt,

e imponemos las condiciones de contorno,
0:1'(0):>k2:0, 1:$(1):]€1 Sink,

para obtener la solucién,
sin kt

sink

x(t) =

= )\ = 0: La solucién general de la ecuacién es x(t) = kit + ko. Al imponer
las condiciones de contorno,

0:.1'(0):>k2:0, 1:$(1):k/’1,

obtenemos la solucién,
x(t) =t.

» 0 >\ = —k?% Conocemos la solucién general de la ecuacién z”/ + Az = 0,
x(t) = kq sinh kt 4 ko cosh kt,
vy buscamos la solucién que satisfaga las condiciones de contorno,
0=2(0)=ky =0, 1=u=x(1)=Fk;sinhk,

( ) = sinh kt
= bk

Como vemos, la funcién de Green tiene la ventaja de reducir el problema de
contorno al célculo de una integral, lo cual no quita que en los casos concretos
sea mas cémodo abordar el problema por otros métodos.

6.5. Series de Fourier

Estamos acostumbrados a descomponer funciones analiticas como suma de
una serie de monomios, que forman los llamados desarrollos o series de Taylor
en torno a un valor ty,

S™(to)

n!

)

F&)=>"falt—t))",  an=
n=0

donde los coeficientes de la serie se obtienen por derivacion de la funcién.

En esta seccién vamos a ver como descomponer funciones como suma de
series de funciones distintas en principio de los polinomios. En particular sera
especialmente interesante el caso de las series de senos y las series de cosenos
para funciones periédicas de frecuencia angular w = 27/T o periodo T,

ft)= Z ap, COS NWt, f) = Z by, sin nwt,
n=0 n=1
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para las cuales los coeficientes no se obtendran por derivacién sino por integra-
cién, como veremos, bajo condiciones muy generales.

Podemos ver estos ejemplos como descomposiciones de una senal periédica
f(t) en suma de series de ondas sinusoidales de frecuencia w y sus multiplos
enteros, 2w, 3w. ..

Como hemos visto, estas familias de funciones aparecen de manera natural
en los problemas regulares de Sturm-Liouville.

Consideremos un problema de Sturm-Liouville homogéneo,

(p(t):c’)/ —q)x + X r(t)x =0, ax(a)+'2'(a) =0=Bz(b) + 82 (b),

con autovalores A1,...,\,,...y autofunciones asociadas 1, ..., Zn, ..., que sa-
bemos que son ortogonales entre si.
Podemos normalizarlas para que sean unitarias, usando el producto escalar,

b b
mm:/%wﬂmww, WW=/mww%u (6.8)

de modo que el conjunto de autofunciones ui, ..., Un,,... es ortonormal,
. Tn _ 0 m#n
Up i= Tonll’ (Uny Upn) = O, = { L men (6.9)

Bajo ciertas condiciones de regularidad, cualquier funcién f puede expresarse
como una serie de dichas autofunciones,

FO =3 Foun®) = 3 fuwalt),  fu = 2 (6.10)

[ln

No sélo eso, sino que la serie es integrable término a término, con lo cual,

b 00 b
(tn, f) :/ () u, (t) f(t) dt = Z Fm/ 7(t) Uy, ()t (t) dt = F,

(@n, £) = lzall (wa, £) = lzall Fa = llzal® fa,

es decir, cada coeficiente F), se obtiene por proyeccién ortogonal sobre la auto-
funcién u,,, como corresponde a las bases ortonormales, y leemos los coeficientes
de la serie de Fourier,

b
fo= ) - L [ e ar (6.11)
R R (2 (L
Se pueden dar resultados més generales que permiten dar sentido a estas
series, pero el siguiente bastard para nuestros propdsitos.
Para ello, recordemos que una funcién es continua a trozos en [a,b] si es
continua en todos los puntos del intervalo, salvo en un conjunto finito de puntos,

t1,...,tp, en los que existen los limites laterales
fltim) = T f(t),  f(t+) = lim f(2). (6.12)
t—t; t—t}
Obviamente, la funcién puede ser discontinua en los puntos t1,...,tx, pero

presenta saltos finitos en ellos.
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Por ejemplo, la funcién de Heaviside es continua a trozos, ya que es continua
salvoent =0y f(0—) =0, f(0+) = 1.

Del mismo modo, diremos que una funcién es de clase C* a trozos en [a, b]
si f, f/ son continuas a trozos en dicho intervalo. Es decir, si f es de clase C!
en [a,b] salvo en un conjunto finito de puntos, ¢1,...,%,, en los que existen los
limites laterales f(t;—), f(ti+), f/(t:i—), f'(t:+).

Por ejemplo, la funcién de Heaviside es de clase C! a trozos, ya que es de
clase C! salvoent =07y f'(0—) =0 = f'(0+).

Teorema 6.5.1 Si f es una funcién de clase C* a trozos en el intervalo [a,b],
la serie de Fourier Y fnxn(t) converge al valor f(t) en los puntos de (a,b)
en los que f es continua y a (f(t—) + f(t+))/2 en los puntos en los que f
es discontinua. Ademds, los coeficientes de la serie verifican la identidad de la

energia,
b
[ OO @ =3 1E = Sl (6.13)

Omitimos deliberadamente el indice inicial n en el que comienza la suma,
dado que en unos casos los autovalores comienzan en \g y en otros, en \;, como
hemos visto.

Por tanto, realmente f(t) = > fn2n(t), excepto en un conjunto finito de
puntos. Obsérvese que el teorema no indica qué sucede en los extremos a, b. El
comportamiento en dichos puntos dependera del tipo de problema.

La identidad de la energia, también llamada identidad de Parseval, simple-
mente expresa que la energia (integral del cuadrado de la funcién) se puede
descomponer en suma de los cuadrados de los coeficientes de las autofunciones.

El caso més importante de series de Fourier, el que dio origen a este tipo de
desarrollos, son las series trigonométricas de Fourier.

Consideremos las autofunciones que corresponden al problema

2+ X =0, z(0)=0=uz(L), (6.14)
cuyos autovalores son A\, = (n7/L)?, n = 1,2,..., con autofunciones asociadas
2 (t) = sin —t, (6.15)
L
cuya norma es
L L
1 2
anl? = / sin? Lt dt = = 1—cos 2254 ) at
0 L 2 Jo L
_ r_t o 2nm b
2 4 L |, 2’

con lo cual, las autofunciones normalizadas son

X (t) /2 . nw
Un (t) N 7 sin T

Este problema proporciona las series de Fourier en senos de una funciéon

- . nmw 2 L . nm
:;bnsmft, b"_f/o f(t)smftdt. (6.16)

f)
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Obviamente, en los extremos 0, L, la serie converge al valor cero, ya que los
senos se anulan.

La identidad de la energia, teniendo en cuenta los factores de normalizacion,
se expresa en este caso como

L
/| ()2 dt = Z|b|2
0

Ejemplo 6.5.1 Obtener el desarrollo en serie de senos de la funcion f(t) =1
en el intervalo [0, 7).

En este intervalo, L = 7,

2 (7 2 2
b, = — inntdt = —— tlg=— 1= (-1)"),
/0 sinn - [cos nt]; ( (=)™

™

salvo en los extremos del intervalo.
Como by, es nulo para n par y toma el valor 4/nr para n impar, podemos
reescribir la serie, cambiando n por 2n — 1, como

=3 ﬁ sin(2n — 1)t.

n=1

Figura 6.4: Primeros términos de la serie de Fourier en senos de f(t) =1

Como la funcién es de clase C*, la serie converge al valor correcto f(t) = 1
en todos los puntos del intervalo (0, L). En los extremos, en cambio, converge al
valor cero. Esto provoca el llamado fenémeno de Gibbs en la proximidad de los
extremos. Tal como vemos en la figura adjunta, la serie tiende a sobrevalorar el
valor de f(t) cerca de dichos puntos, antes de tender al valor cero.

La identidad de la energia proporciona una curiosa forma de sumar series,

o0

A e TR R 1
==l =Y e e Y ey



144 CAPITULO 6. PROBLEMAS DE CONTORNO

Del mismo modo, si consideramos el problema

2"+ X =0, 2/(0)=0=2a'(L), (6.17)
cuyos autovalores son A\, = (n7/L)%, n=0,1,..., con autofunciones asociadas
xo(t) =1, x,(t) = cos %t, n=12,... (6.18)

cuyos factores de normalizacién son, como se comprueba facilmente,

L
lzoll = VL, ol =1/5, n=12,...

con lo cual las autofunciones normalizadas son

Este problema proporciona las series de Fourier en cosenos de una fun-
cion f,

f@) = %Jr;an cos %t, ay = Z/o f(t) cos %tdt, n=0,1,2,... (6.19)

La identidad de la energia, teniendo en cuenta los factores de normalizacion,
se expresa en este caso como

L [e'e]
L L

O dt = =|ao)* + = e

/0 £ dt = Floof* + 3 3 fo

A diferencia de la serie de senos, se puede demostrar que en los extremos del
intervalo esta serie converge al valor correcto.

Ejemplo 6.5.2 Obtener el desarrollo en serie de cosenos de la funcién f(t) =1
en el intervalo [0, 7).

Como la funcién constante es autofuncion del problema, su serie de Fourier
es ella misma, f(t) = 1.
Lo comprobamos explicitamente, paran = 1,2, ...

™

2 [T 2 2 [T
anp =— [ cosntdt=— [sinnt]; =0, ag=— [ dt=2.
0 nm m™Jo

La identidad de la energia se cumple trivialmente,

T T — i
—|a0|2+—2|an|2:7r:/ dt.
4 anl 0

El resultado acerca de series de Fourier de autofunciones de problemas re-
gulares con condiciones separadas se puede extender también a problemas con
condiciones periédicas. Simplemente hay que tener en cuenta que el subespa-
cio propio asociado a cada autovalor puede no tener dimensién uno y hay que
escoger una base ortonormal adecuadamente.
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Consideramos el problema de condiciones periddicas

2+ =0, z(-L)==x(L), 2'(—L)=2'(L), (6.20)
cuyos autovalores son A\, = (nw/L)?, n=0,1,..., con autofunciones asociadas
2o(t) = 1, 2n(t) = cos %t, i (t) = sin ”L—”t, n=1,2,... (6.21)

que una vez normalizadas quedan asf,

1 =L s ™ ) = ——sin Ty = 1,2, (6.22)
VL L VL L

La diferencia con anteriores ejemplos es que esta vez estamos considerando
un intervalo de longitud 2L en vez de L.

Tal como indicabamos, a todos los autovalores, salvo el cero, les corresponden
dos autofunciones linealmente independientes, en lugar de una, como en el caso
de los problemas de condiciones separadas. Las autofunciones han sido escogidas
ortogonales, ya que el seno es una funcién impar y el coseno, par. Por tanto, su
producto es impar y tiene integral nula en el intervalo simétrico [—L, L].

Este problema proporciona las series de Fourier en senos y cosenos de
una funcién f,

f@t) = % +;ancos72—ﬂt+;bnsin%t,

1 L
an:z/_Lf(t)cos%tdt, n=01,2,...
1 L
bn:z/_Lf(t)sin%tdt, n=12,.... (6.23)

Como el intervalo [—L, L] es simétrico y las funciones impares tienen in-
tegrales nulas en este tipo de intervalos, tenemos que las funciones pares sélo
tienen coeficientes a,, no nulos, ya que el seno es impar. En cambio, las funciones
impares sé6lo tienen coeficientes b,, ya que el coseno es par.

Recordemos que una funcién es par si f(t) = f(—t), es decir, si su grifica es
simétrica respecto al eje Y. Son pares la funcién coseno y las potencias pares.

Y una funcién es impar si f(t) = —f(—t). Son impares la funcién seno y
las potencias impares.

La identidad de la energia, teniendo en cuenta los factores de normalizacion,
se expresa en este caso como

L [e%e} o
L
2 _ 2 2 2
LL|f(t)| dt7§|a0| +Ln§:1|an| +Ln§:1|bn| )

La serie de la funcién f es periddica con periodo 2L. Sabemos que la serie
da el resultado correcto en los puntos de continuidad si f es de clase C' a trozos
y que en los puntos ¢ de discontinuidad converge al valor (f(t—) + f(t+))/2.
Y precisamente porque la serie es periddica, podemos tratar los extremos como
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g(t)
£(-t) £(t)

Figura 6.5: Gréficas de una funcién par f(¢) y de una funcién impar g(t)

un punto de discontinuidad de la funcién f extendida como funcién periddica.
Por tanto, en los extremos +L la serie converge al valor (f(—L)+ f(L))/2.
Los casos de series de senos y cosenos estudiados previamente se pueden
considerar casos particulares de esta serie:
Supongamos que queremos desarrollar en serie de senos y cosenos en el in-
tervalo [—L, L] una funcién f impar. Como hemos mencionado, por la paridad
o imparidad del integrando,

1 L
an, = Z[Lf(t)cos%tdtzo,

1 [k 2 [
by = Z/Lf(t)sin%tdtz/o f(t)sin%tdt,

con lo cual la funcién f en el intervalo [0, L] se representa como

> . nm 2 L .onm
f(z) = Z by, sin Tt’ bp = 7 /0 f(t)sin ft dt,
n=1

en serie de senos, tal como habfamos visto. La dnica suposiciéon es que hemos
extendido en forma impar la funcién al intervalo [—L, 0], pero esto siempre es
factible. O

Del mismo modo, supongamos que queremos desarrollar en serie de senos y
cosenos en el intervalo [—L, L] una funcién f par. Por la paridad o imparidad
del integrando,

1 [t 2 [*
o = 1) s0sTErar=7 [ f)eos e

1 L
by = Z/_Lf(t)sin%tdtzo,

con lo cual la funcién f en el intervalo [0, L] se representa como
ao > nmw 2 [k nmw
f(z) = ?‘F;ancosft, anzz/o f(t)cosftdt,

y recuperamos la serie conocida de cosenos. O
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Ademéds, como para ello hemos extendido la funcién f al intervalo [—L, 0]
suponiendo que es par, f(—L) = f(L), con lo cual en el extremo ¢t = L la serie

converge al valor

tal como habiamos anunciado. Y, del mismo modo, como ¢t = 0 es un punto de
continuidad, la serie converge en ¢ = 0 al valor correcto f(0). O

Ejemplo 6.5.3 Obtener el desarrollo en serie de senos y cosenos de la funcion
f(t) =t en el intervalo [—m, 7).

—TU t s

-t

Figura 6.6: Primeros términos de la serie de Fourier en senos y cosenos de

f)y =t

Como la funcién f es impar, los coeficientes a,, de la serie seran nulos y sélo
es preciso calcular los b,

1 (7 1 [sinnt ¢t t]" 2(—1)ntt
by, = —/ tsinntdt = — [smn _ e ] = 20 )
m —T

T ) n? n n
o]
2(—1)m+1
t:Z (=1) sinnt,
n

n=1

salvo en los extremos, donde la serie converge al valor (f(—m)+ f(7))/2 =0, lo
cual produce el consiguiente fenémeno de Gibbs en los extremos del intervalo.
La identidad de la energia proporciona la suma de una serie,

27 "o m 2 — 2 — 2 — 1
= =G Fr fal ey il =dn )

—T

de donde despejamos el valor de la suma infinita

;ﬁ:%‘

Teniendo en cuenta la relacion de Euler, e** = cosz + isinz, y la ortogo-
nalidad de las funciones seno y coseno en el intervalo [—L, L], las series trigo-
nométricas de Fourier en senos y cosenos se pueden presentar de una manera
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més compacta recurriendo a funciones exponenciales imaginarias. Las nuevas
autofunciones son

2 (t) = ™™ = cos %t + isin %t = x,(t) +iZ,(t), neZ,

combinaciones lineales de las autofunciones trigonométricas, lo que garantiza
que siguen siendo autofunciones. A cada autovalor A, = (nm/L)? se le asocian las
autofunciones z,, z_,, salvo al autovalor Ay = 1, al que se le asocia unicamente
la autofuncién zo(t) = 1.

Como estamos trabajando con funciones complejas, el producto escalar deber
ser hermitico,

(f,9) = [L Flt)g(t) dt.

Comprobamos que realmente las dos autofunciones escogidas entre las aso-
ciadas a A, n # 0, son ortogonales,

L ) L
(zepy2n) = / e—inmt/Leinmt/L dt:/ e2inmt/L gy — [—

L
: eQinTrt/L:|
_I I 2inm _I

L .
= —sin2nr=0.0
nmw
Y el factor de normalizacion es
L L
Janll? = ez = [ emEen b= [ = o,

con lo cual las autofunciones normalizadas son

1
en(t) = —=em"tL p e 7

V2L

Asi definimos las series de Fourier en exponenciales imaginarias de
una funcién f,

&)= > fae™™E f = ﬁ/_L ft)e= /L gg, (6.24)

n=—oo

como se comprueba facilmente. Las propiedades de esta serie son las mismas que
las de las series en senos y cosenos, pues lo inico que hemos hecho es reagrupar
los términos.

La identidad de la energia, teniendo en cuenta los factores de normalizacion,
se expresa en este caso como

L [e’e)
/_L|f<t>|2dt:2L S

La ventaja de que las funciones sean todas del mismo tipo se ve compensada,
no obstante, por el hecho de tener que recurrir a funciones complejas.

Ejemplo 6.5.4 Obtener el desarrollo en serie de exponenciales imaginarias de
la funcion f(t) = e®/? en el intervalo [—m, 7).
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La funcién f no es autofuncién, ya que estas son 1, e, . ... Asf que tenemos

que calcular los coeficientes de la serie,

T ) i(1/2—n)t 17 i(1/2—n)m _ ,—i(1/2—n)7
fn _ i ezt/Qefznt dti 6 _ ie : €
21 ) . 2r |i(1/2—n)]__ 27 i(1/2 —n)
_ 1 = it/2 _ 1 & (=)™ e
 owl/2—-n’ ¢ 771'”;()01/2—716 ’

salvo en los extremos, donde la serie converge al valor (f(—m)+ f(7))/2 =0, lo
cual produce el consiguiente fenémeno de Gibbs en los extremos del intervalo.

En esta seccion hemos abordado exclusivamente la series de Fourier asocia-
das a problemas de contorno basados en la ecuacién arménica =/ + Az = 0,
pero, evidentemente, se pueden obtener series asociadas a otros problemas de
Sturm-Liouville, s6lo que seran mas complicadas. Por ejemplo, en problemas
con simetria cilindrica, la separacién de variables conduce a series de funciones
de Bessel.

6.6. Relacion entre serie y transformada de Fou-
rier

Con estas expresiones observamos que estamos descomponiendo una senal
periddica f(t), de periodo T' = 2L, como suma de ondas planas de frecuencias
angulares w,, = nw/L, todas ellas miltiplos enteros de la frecuencia fundamental
correspondiente al periodo T, w = 27/T = w/L, y amplitudes f,,

f(t) — Z fneinwt _ fO + fleiwt + flefiwt + erith + f_2€7i2Wt 4

n=—oo

Es decir, la senal se descompone en un nivel cero (constante) fy y una onda
con la frecuencia fundamental en cada sentido y los armdnicos superiores.
La relacién con la transformada de Fourier es clara. La sefial f(t) en este

otro caso,
1 > -
t) = — F(w)e™? dw,
1) == [ P

se descompone en suma de ondas planas F(w)e™*//27 de frecuencia w y ampli-
tud F(w)/v/2m, pero la suma involucra todas las frecuencias, no sélo los milti-
plos enteros de una frecuencia fundamental, dado que la senial no es periddica.
Asi que podemos interpretar la serie de Fourier como un caso particular de
transformada de Fourier para senales periddicas.

Lo mismo sucede con la identidad de la energia. En el caso de la transformada

de Fourier,
IR ™

— 00
la energia total de la senal se obtiene como suma de los cuadrados de las ampli-
tudes de cada una de las ondas planas de frecuencia angular w. Pero en el caso
concreto de una senal periddica,

L o)
JECIRCEE D ST

n=—oo
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la suma se restringe a las ondas de frecuencia nw.
Finalmente, mientras que las amplitudes de las ondas planas constituyen-
tes se obtienen en el caso de la transformada como integrales en la recta real

completa,
1 o0 o
F(w):E/ e~ f(t)dt,

en el caso de series de Fourier se obtienen como

1 L
—inwt
fn= Y /_Le () dt,

por lo que la principal diferencia, aparte del factor de normalizacién, es que la
integral se realiza en un periodo [—L, L] en el caso de senales periddicas, en
lugar de en toda la recta real.

Otra manera de verlo es realizar la transformada de Fourier de una senal
periddica f(t), cuyo desarrollo de Fourier es

oo
ft)= 3 facmr
n=—oo
Teniendo en cuenta que la transformada de una exponencial imaginaria e’
es V2md(w — a), obtenemos que la transformada de la sefial es

F(w)=v2r > fud(w—nmt/L).

n=—oo

Es decir, salvo el factor v/27, la transformada de una senal periédica es una
suma de deltas de Dirac centradas en la frecuencia fundamental w = nw/L y
los arménicos superiores, y cuyos coeficientes coinciden con los del desarrollo de
Fourier de la senal.





