Capitulo 7

Ecuacién de Laplace

Objetivos
= Resolver problemas de contorno para la ecuacién de Laplace.

= Resolver problemas para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
por separaciéon de variables.

7.1. Introduccion

La ecuacién de Laplace y su versién inhomogénea, la ecuaciéon de Poisson,
aparecen en numerosos campos de la fisica, la matemaética y la ingenieria mode-
lizando fenémenos estacionarios, es decir, no dependientes del tiempo. La razén
de su importancia radica en que involucra al operador laplaciano, que estéd pre-
sente en la mayoria de las ecuaciones de la fisica matematica.

Las soluciones de la ecuacion de Laplace en un abierto de R™,

_ 82U(£E1,...,$n) 4t 32u(z1,...,$n)

— Au(as, ..., o0 ,
0 'LL(IEl, y & ) a:C% 833721

(7.1)

se denominan normalmente funciones armaonicas.
La ecuacién de Laplace en un abierto de R?,

Pulry) | Pulr.y)
Ox? Oy>

tiene por soluciones las funciones holomorfas o analiticas complejas, tomando
z = x+1y: las partes real e imaginaria de una funcién analitica compleja f(z) =
u(z) + iv(z) satisfacen esta ecuacion.

En general, el potencial u de cualquier campo conservativo o campo gra-
diente, v = gradu, que cumpla una ley de Gauss, divv = ku, donde u es la
densidad de carga de las fuentes del campo y k es un coeficiente, verifica una
ecuacién de Poisson,

=0,

Au =divgradu = divv = ku.

Por ejemplo, para el campo electrostatico en R® k = 1/gg, siendo gy la
constante dieléctrica del vacio y p la densidad de carga eléctrica. Y para el campo
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152 CAPITULO 7. ECUACION DE LAPLACE

gravitatorio k = —47 G, siendo G la constante gravitatoria y u la densidad de
masa.

Dado que se pueden obtener resultados generales para la ecuacién de Laplace
en cualquier dimensién, en lo sucesivo la trataremos en R, si bien los casos que
més nos van a interesar por las aplicaciones son R? y R3.

7.2. Soluciones fundamentales

De entre las soluciones de la ecuacién de Laplace, nos van a interesar sobre-
manera la soluciones con simetria circular en el plano y esférica en el espacio.
Es decir, que dependen sélo de las de las coordenadas angulares.

Es facil ver que la ecuacién de Laplace en coordenadas polares en el plano,
x=rcosd, y=rsing, r € (0,00), ¢ € (0,2m), es

10 Ju 1 0%u

Bl e —Z =0 7.2

ror (Tar)+r26q§2 ’ (7.2)
y que la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas, x = rsinfcos¢, y =
rsinfsing, z = rcosf, r € (0,00), 6 € (0,7), ¢ € (0,27), es

10 ([ 50u 1 9 ou 1 8%
2.\ 3 ———5 7, | sinf— - Z __. _
r2 or <T 8r> * r2 sin® 00 <sm 89) + 2 sin 0 0¢2 0 (7.3)

De las propiedades del laplaciano es facil ver que en R™ la parte radial de la

ecuacién es siempre
10 (0
rn=1 9r or )’

siendo r la distancia del punto considerado al origen.

Consideremos un punto xy € R™. Obtendremos las funciones armonicas,
1x,, con simetria circular o esférica en torno a xo, es decir, funciones que sélo
dependen de la distancia r = ||x — xo|| = /(21 — (20)1)2 + - + (2n — (20)n)2.

De la expresién del laplaciano en coordenadas polares y esféricas, se obtiene
que v, satisface

0= Aty (r) =

or pn—1’

1 2 Tn—lawxo(r) = awxo (T) _ k
rn=19r or

de donde se deduce, integrando una vez mas, que las funciones arménicas con
simetria esférica en R™\{xg} son

2L7,2—n +k n#2
—-n
U (1) =

klnr+ k n=2

En lo sucesivo tomaremos la constante k igual a cero (por regularidad en
el infinito) y k = 1/w,, donde wy = 27 es la longitud de la circunferencia de
radio unidad en R?, w3 = 47 es el 4drea de la esfera de radio unidad en R? y
asi sucesivamente. El motivo de esta segunda eleccién se verd mas adelante. A
la funcién armonica asi construida la denominaremos solucién fundamental
centrada en x(. Ndtese que 1)x, es arménica y de clase C°(R™\{x¢}).
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Ejemplo 7.2.1 Las soluciones fundamentales son

Yol 9) = 5= /TR F 5w, =2,
1

Can /(e =) + (y— ol + (2 — 20

Obsérvese que la solucién fundamental en R? es esencialmente el potencial

newtoniano o coulombiano debido a una masa o carga puntual situada en xg =
('rOv Yo, ZO)'

’l/)xU(SC,y,Z): TL:3

7.3. Identidades de Green

Antes de avanzar, necesitamos algunos corolarios del teorema de la diver-
gencia. Recordemos las versiones de dicho teorema en R? y R?:

Teorema 7.3.1 Teorema de Gauss: Sean V un subconjunto cerrado y com-
pacto del espacio R® con borde S, una superficie reqular orientada por su normal
exterior unitaria v, y v un campo de clase C* definido en un abierto que con-
tenga a V. Entonces tenemos que

Dy g := j{(v,u) ds = / divvdV, (7.4)
s v

donde @ 5 denota el flujo del campo v a través de la superficie S.

S \Y

Figura 7.1: Teorema de Gauss

Es decir, el flujo de v a través de una superficie cerrada S coincide con la
integral de la divergencia de v en el sélido encerrado por S.

Teorema 7.3.2 Teorema de Green: Sean D un subconjunto cerrado y com-
pacto del plano R? con borde T', una curva reqular orientada por su normal
exterior v, y v un campo de clase C' definido en un abierto que contenga a D.
Entonces tenemos que

O, = %<V, v)yds = / divvds, (7.5)
r D

donde ®y 1 denota el flujo del campo v a través de la curva T
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Figura 7.2: Teorema de Green

Es decir, el flujo de v a través de una curva cerrada I' coincide con la integral
de la divergencia de v en la superficie plana encerrada por I'.

Corolario 7.3.1 Identidades de Green en R3: Sea V un subconjunto cerra-
do y compacto del espacio R® con borde S contenido en un abierto U. Sean u,
v funciones de clase C? definidas en U. Se verifica,

/vAudV+/ (grad u, gradv) dV/ /vd—u ds, (7.6)
1% 1% s dv
du dv
/(vAu—uAv) av = /v— dS—/u— as, (7.7)
v S dV S dV
du
AudV = /—dS, 7.8
/v s dv (78)

identificando la derivada normal de u a lo largo de la normal unitaria v a S
como Dyu = du/dv = (grad u, v).

La segunda identidad se deduce de la primera intercambiando los papeles de
u y vy restando de la primera. La tercera se obtiene de las anteriores tomando
v=1.

El laplaciano de u se reduce a Au = div grad u, con lo cual, por el teorema
de Gauss,

/vd—u s = /v(gradu,y> dS:/ div (vgrad u) dV
s dv s v

= /vAudV+/ (grad u, grad v) dV,
% %

por la identidad vectorial
div (vgrad u) = v Au + (gradu, gradv) . O

Asimismo, se pueden demostrar identidades de Green en R?, y en cualquier
otra dimension:

Corolario 7.3.2 Identidades de Green en R%: Sea D una superficie de R?
con borde I' contenida en un abierto U. Sean u, v funciones de clase C? definidas
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en U. Se verifica,

/UAudS—i—/ (grad u,gradv) dS = /vd—u ds, (7.9)
D D r dv
/(A—A)dS*/d—ud—/@d (7.10)
Dvu ulAv = deys Fudu s, (7.
/AudS’ = /d—uds. (7.11)
D Fdl/

Las identidades de Green tienen consecuencias inmediatas muy importantes
en la teoria de ecuaciones elipticas, ya que permiten concluir la unicidad de
las soluciones de los problemas de Dirichlet y Neumann sobre un recinto V' del
espacio o una superficie plana D:

» El problema de Dirichlet consiste en hallar u € C?(V), conocidos los
valores de Auen V y de u en S.

» El problema de Neumann consiste en hallar « € C?(V), conocidos los
valores de Au en V' y de du/dv en S.

Notese que la tercera identidad de Green impone una condicién de compa-
tibilidad entre los datos del problema de Neumann.

Corolario 7.3.3 La solucion del problema de Dirichlet es tinica.

Supongamos que existen u1, us soluciones del problema de Dirichlet en V.
Entonces, los valores de sus laplacianos coinciden en V' y, sobre la superficie,
u1ls = us|s. Luego, denotando u = u1 — ug, tenemos que Au = 0 = u|g. Por
tanto, la identidad de Green para u = v se reduce a,

/ (grad u, gradu) dV =0,
1%

y como el integrando, ||gradul|, es positivo y continuo, sélo puede suceder que
sea trivialmente nulo, es decir, grad u = 0. Por tanto, u es una funcién constante
en V y, como se anula en el borde, dicha constante es nula. Luego u; = ug. O

Corolario 7.3.4 La solucion del problema de Neumann es unica salvo una
constante.

El razonamiento es idéntico, s6lo que ahora es la derivada normal de u la
que se anula sobre el borde. Igual que antes, u es constante en V', pero conocer
la derivada normal de u no permite concluir su valor. Luego u; = us + k. O

Demostrar la existencia de solucién de los problemas de Dirichlet y Neumann
estd fuera del alcance de este curso.

7.4. Representacion de funciones armoénicas

Las soluciones fundamentales permiten reconstruir cualquier funcién en un
recinto a partir de su divergencia y sus valores y los de su derivada en el borde:
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Proposicién 7.4.1 Representacion integral: Sea Q C R3 un recinto abierto
acotado con borde dado por una superficie reqular 9S). Consideremos un punto
x0 € Q. Sea u € C*(Q). Entonces podemos escribir

du  diby,
u(xp) = /Ql/JxOAu av — /6(2 (wxod—z —u ;/]V ) ds, (7.12)

donde v es el campo normal exterior al borde y dS es su elemento de superficie.

Figura 7.3: Construccién de la representacién integral de u en 2

Aplicaremos la identidad de Green (corolario 7.3.1) a Q. = Q\B(xo;¢), es
decir eliminando de €2 una bola de radio € centrada en xg, siendo € suficiente-
mente pequeno para que la bola esté incluida en ). Obviamente el borde de €2,
es 00 = 0N U S(xg;¢€), este ultimo, la esfera de radio ¢, con orientacién nega-
tiva, normal interior. Tomando 1)x, la funcién arménica con simetria central en
torno a xq estudiada en el apartado anterior,

du  dibx
XA = Ax <0 T — 0
/stoudv /Quz/JodV—i—/aQ(deV udy)dS

€

du  diy,
X0 7. dS,
* /S(xg;s) (w dv " dv )

siendo v el campo unitario normal exterior a 99 o interior a S(xg; £), en su caso.
El término Ay, es nulo, ya que la soluciéon fundamental es arménica fuera
de xg.
La integral sobre la esfera se puede efectuar en coordenadas esféricas, de
modo que v = —u,. Como 1)k, es constante sobre las esferas, por el teorema de
la divergencia,

du du
Q/Jx - dS = wx (5)/ —_— dS == _Q/Jx (E)(I) rad u,S(Xo;
/S(xo;es) *dv ’ S(xoie) W ’ st

= —1)x, (&) / div grad u dV
B(x0,e)

1
= AudV %0,

47'('5 B(xo,a‘)
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ya que al ser u de clase C?, su laplaciano es continuo y a primer orden en &,
4
/ AudV =~ Au(xo)/ dv = Au(xo)—ﬂ-ss,
B(x0,¢) B(x0,e) 3

con lo cual la expresién decrece como €2 cuando ¢ tiende a cero.
Por su parte, usando la aproximacién a primer orden de la integral,

/ udS ~ u(xo)/ dS = u(xo)4ne?,
S(x0;¢) S(x05¢)

dpx 1
/ u w"dS:— 2/ wdS =% —u(xo).
S(x0;€) dv dme S(x03€)

Juntando todos los términos concluimos

du  die,
P - - . D
u(xo) /Qz/JXOAu dV /{m (1/JXO 7 U 1 > ds

Aunque hemos demostrado la proposicién 7.4.1 para recintos acotados, es
facil que el resultado sigue siendo valido para recintos no acotados si exigimos
ademds que 7 u(x) y r?||grad u(x)|| estén acotados para grandes valores de r.

En particular, si lo aplicamos a todo R3 nos quedamos con

u(xo) :/ xo Au dV,
R3

expresion que permite obtener el potencial newtoniano a partir de la densidad,
usando la ecuacién de Poisson Au = ku, siendo p la densidad de carga o masa,
en su caso.

De forma anéloga se demuestra un resultado similar en el plano:

Proposicién 7.4.2 Representacion integral: Sea Q C R? un recinto abierto
acotado con borde dado por una curva regular I'. Consideremos un punto xo € §.
Sea u € C?(Q). Entonces podemos escribir

du ‘w’m) ds, (7.13)

u(xg) = waOAUdS/FG/}xOEu 1

donde v es el campo normal exterior al borde y ds es su elemento de longitud.

En este caso no podemos extender el resultado a recintos no acotados, ya
que la solucién fundamental no tiende a cero en el infinito.

Nétese que el resultado no se ve alterado si sustituimos 1, por ¥x, + U,
donde U € C?(Q) es una funcién arménica. Esta posibilidad es muy 1til para
obtener funciones de Green, es decir, funciones arménicas con polo en un punto
X0 v que se anulen en el borde de un determinado recinto 2. Dichas funciones
permiten escribir en forma integral la solucién de los problemas de contorno de
las ecuaciones de Laplace y de Poisson.

Para funciones armoénicas, la representacion integral se reduce a

i, du
u(xo) = /BQ <u 1 "/’xo%) ds,

por tanto, por derivacion iterada bajo el signo de integral, es obvio que u es no
s6lo de clase C2(f2) sino de clase C°(£2), ya que 1)y, es de clase C™ fuera de
Xg, que no pertenece al dominio de integraciéon. De hecho, puede demostrarse
que las funciones armonicas son incluso analiticas.
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7.5. Leyes de la media

Las funciones armédnicas poseen unas propiedades muy importantes, relacio-
nadas con sus valores medios y maximos:

Proposicién 7.5.1 Ley de Gauss de la media: Sea u € C%(Q) una funcion
que verifica Au > 0, siendo Q C R3. Sea xg € Q y B(xo; R) C Q. Entonces,

1
u(x0) < —/ udS.
AR Js(xoiR)

Para las funciones armonicas la ley de Gauss es una igualdad.

Utilizamos la proposicién 7.4.1 con la funcién Gx, = ¥x, — ¥x,(R) en vez
de la 1x,. La diferencia entre ambas funciones es una constante, armoénica por
tanto, y la férmula sigue siendo valida,

d dGx
u(xg) = / Gx,AudV — Gxo—u —u———=)dS,
B(xo;R) S(x0;R) dv dv

y como, por la simetria esférica de 1x,, esta funcién toma el valor constante
%, (R) en todos los puntos de la esfera S(xg; R), resulta que Gy, se anula sobre
dicha superficie. Su derivada radial toma el valor constante 1/47R?, luego,

dG

u(xg) = / GonudV—i—/ ud—deS’
B(xoiR) S(xosk) WV

/ udeO dsS = L 2/ udS,
S(xosr) AV ATR® Js(xo;R)

puesto que Au > 0 y G, es creciente con el radio y, por tanto, negativa en el
interior de la bola B(xg; R). O

Nétese que, como 47 R? es el drea de la esfera S(xo; R), el segundo miembro
de la desigualdad no es mas que el valor medio de u en la esfera centrada en x.

Por tanto, la ley de la media enuncia que el valor de la funcién u en un
punto xg es menor o igual que el promedio de los valores que toma en cualquier
esfera S(xo; R) contenida en el dominio 2. Veremos que sucede lo mismo para
el promedio en volumen en B(xo; R).

IN

Corolario 7.5.1 Segunda ley de Gauss de la media: Sea u € C*(Q) una
funcion que verifica Au > 0, siendo  C R3. Sea xg € Q y B(xo; R) C Q.
Entonces,

3

u(xp) <
( 4T R3 B(xo;R)

udV. (7.14)

Para las funciones armonicas la ley de Gauss es una igualdad.

Se obtiene integrando la expresion anterior entre r =0y r = R,

R R
u(x0) Vol (B(x¢; R)) = u(xo)/ dr 4mr? S/ dr/ udS
0 0 S(xo;R)

= / udV,
B(xo;R)
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puesto que el elemento de volumen en esféricas estd relacionada con el elemento
de superficie de la esfera por dV = drdS. O

Estas leyes proporcionan el resultado interesante de que el valor de una
funcién arménica en un punto coincide con el valor medio de dicha funcién,
tanto en drea como en volumen, sobre las esferas centradas en el punto.

Se pueden demostrar igualmente leyes de la media para funciones armonicas
en cualquier otra dimensién, por ejemplo en el plano:

Proposicién 7.5.2 Ley de Gauss de la media: Sea u € C?(Q) una funcion
que verifica Au > 0, siendo  C R2. Sea xo € Q y B(xo; R) C Q. Entonces,

Para las funciones armonicas la ley de Gauss es una igualdad.

Corolario 7.5.2 Segunda ley de Gauss de la media: Sea u € C?(Q2) una
funcion que verifica Au > 0, siendo @ C R2. Sea xg € Q y B(xo; R) C Q.

Entonces,
1

< ds. 7.15
ux0) < /B o (7.15)

Para las funciones armonicas la ley de Gauss es una igualdad.

7.6. Principios del maximo

Una consecuencia de la ley de la media es el principio del méximo (y del
minimo) para las funciones armdénicas, tan ttil en Electrostédtica, que afirma
que una funcién armonica definida en un recinto {2 alcanza su valor méaximo y
minimo sobre el borde:

Proposicién 7.6.1 Principio del mdximo: Sea un abierto acotado y conexo
Q C R Seau € C?*Q)NC(Q) tal que Au > 0 en Q. Entonces, o bien u es
constante o bien u(x) < négx u, para todo x € €.

Para comenzar, el méximo existe, ya que u es continua en €, cerrado y
acotado, luego compacto.

Se trata de excluir la posibilidad de un méaximo en el interior, para que se
dé necesariamente en el borde: supongamos que existiera un méximo relativo
de u en x9 € . Entonces habria una bola B(xg;R) C  tal que u(x) <
u(x0) para todo x € B(xp; R). Promediando dicha desigualdad sobre la bola,
obtenemos, por ejemplo en R3, aunque la demostracién es véalida en cualquier
otra dimensién,

3 3
2 av — -2 - AV <0
AT RD /B(xg; o uxo) = 73 /B(xo;R) (= ulxo)) dV <0,

pero la posibilidad de desigualdad queda excluida por la ley de Gauss de la me-
dia, asi que sélo puede darse la igualdad, lo cual sélo es posible, por continuidad
de u, si y sélo si u(x) = u(xp) para todo x € B(x¢; R). Por tanto, o bien no
existen maximos en el interior o bien u es constante. O
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Notese que el argumento anterior excluye la posibilidad de tener maximos
relativos, no sélo absolutos, en el interior de €.

En el caso en el que u sea armodnica, podemos aplicar el principio del maxi-
mo a la funcién —u. Como méx(—u) = — minu, todas las consideraciones acer-
ca del maximo de una funcién arménica son vélidas también para el minimo.
Combinando ambos resultados, para una funcién arménica u € C2(2) N C ()
obtenemos que mgx|u| = nézgilx|u|, lo cual permite relajar las condiciones del

problema de Dirichlet:

Corolario 7.6.1 La solucidn del problema de Dirichlet: hallar v € C?*(Q) N
C () conocidos los valores de Au en Q y de u en 99, es dnica.

Tal como vimos en el corolario 7.3.3, si existieran dos soluciones, w1, us, del
problema, su diferencia f = u; —us seria solucién del problema de Dirichlet con
datos triviales, Af =0 = f|sq. Por tanto, f es arménica y podemos aplicar el
principio del maximo, luego,

méx [f| =méx |[f|=0= f=0=u; =ug. O
Q a0

Una consecuencia importante de este resultado es una propiedad bien cono-
cida en electrostédtica. Si tenemos una funcién armoénica en un recinto acotado,
en cuya frontera la funcién toma un valor constante, entonces la funcién es
constante también en el interior del recinto.

Esto se debe a que la funcién alcanza su maximo y su minimo en el borde
del recinto. Y si la funcién es constante en el borde, el méximo y el minimo son
iguales. O

Por tanto, ademas, como el gradiente de la funcién serd nulo, el campo
asociado a este potencial sera nulo.

Es lo que sucede en los conductores en electrostatica, en los cuales la carga
se distribuye por el borde del conductor, anuldndose el campo eléctrico en el
interior.

7.7. Funciones de Green

Recordemos la féormula de la representacién integral de funciones de la pro-
posicién 7.4.1 en un recinto @ C R3? de borde 9. Tal como mencionamos,
el resultado no se ve alterado si sustituimos 1x, por Gx, = ¥x, + U, donde
U € C?(Q) es una funcién arménica.
du dGx,

o ~ "Tdw

u(xg) = 5 Gx,AudV — - (G ) ds, xp € Q.

Podemos escoger U de manera que G, se anule en los puntos de 02, con lo
cual la expresion anterior se reduce a

dGx
u(xp) = / Gx, AudV —|—/ u——=dS, xg € 0, (7.16)
Q o dv
o si estamos en el plano, 2 C R2,
Gy,
u(x0) = | Gx,AudS + u ds, xp € . (7.17)
Q o0 v
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Por tanto, la expresién anterior nos da una expresién integral para la solucion
del problema de Dirichlet en el recinto €2, conocidos Au (ecuacién de Poisson)
y el valor de u en 0f). La dificultad estriba, obviamente, en encontrar la funcién
armoénica U que permite que Gy, se anule en 0.

Resumiendo, definimos funcién de Green del recinto () y polo xq para
el problema de Dirichlet a una funcién que verifica:

1. Gx, = ¥x, + U, siendo U arménica en ().
2. Gx, se anula en 0S.

Veamos algunos ejemplos sencillos:

(Xo,}’o)

(XO’ 'yo)

Figura 7.4: Funcién de Green del semiplano y > 0

Ejemplo 7.7.1 Funcion de Green del semiplano y > 0.

Sabemos que la solucién fundamental en el plano es

1 1
Uxo (T, y) = o In||x — xo| = yym In ((z —z0)? + (y — yO)Q) )

El borde del semiplano y > 0 es el eje X (y = 0). Sobre esta recta,

Uxo(2,0) = i In ((:L' —x0)% + yg) .

Para que se anule Gx,(x,0) habrd que afiadir a 1, una funcién armdnica
Ux, cuya contribucién sobre el eje X cancele la de la solucién fundamental. Por
tanto, es preciso que

Usy(,0) = =5 1n (2 = 20)? +33) .
s

La manera de conseguirlo es situar una carga negativa en el punto simétrico
de x¢ respecto al eje X, que es Xg = (2o, —yo). Asi, como los puntos del eje X
son equidistantes de xg y de Xg, las contribuciones de ambos se cancelaran, al
tener signo opuesto,

1 B 1
U, (z,9) = —5- In|jx — %Xo|| = i In ((z — 20)” + (y + %0)?)
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que es una funcién armdénica, ya que el polo (xg, —yo) no pertenece al semiplano
y > 0.
Por tanto, la funciéon de Green del semiplano y > 0 es

Cuolry) = I ((w =20+ (y—90)°) — 1= (2 ~ 20)” + (5 + o))
T 4
1 x = x|
2 |lx — %o
La normal exterior al borde del semiplano y > 0 es v = —uy. Por tanto,
dGyx,(2,0)  dGx,(z,0) 1 Y0
dv Ty o (z—x0)?2 492

y la solucién del problema de Dirichlet Au = 0, u(z,0) = f(z) serd
Yo [T f(z)
== — = dx.
o) =2 [

Este procedimiento de obtencion de funciones de Green que se anulan sobre
una determinada curva o superficie colocando cargas negativas al otro lado del
borde del recinto se denomina método de las imagenes o de reflexion.

Ejemplo 7.7.2 Funcion de Green del circulo r < R.

Figura 7.5: Funcién de Green del circulo r < R

Queremos sumarle a 1y, una funcién armoénica de modo que se cancele la
suma sobre puntos x sobre la circunferencia del borde, ||x|| = R.

Para ello, consideramos el punto Xg que es el inverso de xg respecto a la
circunferencia,

R? R?
X0 = 7—3%o0 %ol = 7—

lIxoll> |
alineado con el centro del circulo y con xq, pero fuera de él.

Calculamos la distancia de Xy a un punto x sobre la circunferencia de radio

%o’

R. Usando el teorema del coseno, denotando ro = ||Xo|, 7o = [|Xo],
R* R3
I —%ol? = R+ — 2R cos(é — go) = R* + — — 2-—cos(6 — do)
0 0

R, 2 R? 2
= — (ro + R* — 2Rrgcos(¢ — qbo)) = —|Ix — xo|*.
o )
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Por tanto, teniendo en cuenta que la solucién fundamental en el plano es

1
o (%) = 5 0 [x = ol

si tomamos como funcién armonica dentro del circulo a

1 _ . To 1 . InR—1Inrg
Uno () = =5 In ([l = o1 53 ) = =5~ In [lx = %o|| + ————",
tenemos garantizado que
1 Rjx — xo|
Gx = iy Ux =—ln——
1 r? + 18 — 2rrg cos(¢d — ¢o)

—1
ir T R? +7r3r2R=2 — 2rrg cos(¢ — ¢g)’

es la funcién de Green, ya que se anula sobre los puntos del borde del circulo.
En particular,

dGx, (%)
dv

dGx, (%)
o dr

- 1 R? — 7’8
R  2TRR2+ r3 — 2Rrgcos(¢p — ¢o)’

r=R

y la solucién del problema de Dirichlet, Au = 0, u(R, ¢) = f(¢) serd la férmula
integral de Poisson para el circulo,

B R2 — 7’8 2 f(¢)
’U,(TO, ¢0) = o7 /O R? + rg — 2Rrg COS(¢ - ¢O) a9-

Ejemplo 7.7.3 Funcion de Green de la esfera r < R.

Queremos sumarle a 1x, una funciéon armonica de modo que se cancele la
suma sobre puntos x sobre la esfera del borde, ||x|| = R.

Podemos utilizar la construccion anterior del punto Xq, inverso de xg res-
pecto a la esfera,

R? . R?
BT E e A Y
va que la figura 7.5 sigue siendo valida si la vemos como seccién de la esfera que
contiene a los puntos x, Xg, Xo y al centro de la esfera.

En particular, sigue siendo cierto que para los puntos de la esfera,

X0

. R
l[x — ol = —[Ix = xoll.
o

Por tanto, teniendo en cuenta que la soluciéon fundamental en el espacio es

1
Pxo (X) = - )
4r||x — xo||
si colocamos una carga —R/rg en el punto X, obtenemos como funcién arménica

dentro de la esfera
R

Ux = Q1
o(¥) 0| — o
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y tenemos asegurado que

R 1
drro|lx — %ol 4w|x — xo]|

Gxo (X)

se anula sobre los puntos de la esfera exterior y, por tanto, es la funciéon de
Green.

Calculamos ahora la derivada normal exterior de la funcién de Green sobre
la esfera de radio R. Denotando por v el angulo que forma x con xg,

d(r® +rg =2
_ (r* 4+ rg 770 COS ) =2(R — rgcosvy),
dr r=R

d||lx — xol?
dr

r=R

dipx, (%)

dr

1 R —rgcosy
v—p  4m (R?+ 1% — 2Rrgcosy)3/2’

dUXo (X)
dr

R Tocosy — R 1 rocosy —rg/R

T:R: 47rg (R? + 72 — 2RFgcos)3/2 4w (R? 4 12 — 2Rrg cos)3/2

dGXo (X)
dv

dGXo (X)
dr

1 R? — 7“3
v—r AR (R?+ 1% —2Rrqcosy)3/2’

r=R

Por tanto, la solucién del problema de Dirichlet, Au = 0, uw(R, 8, ¢) = f(6, ¢)
serd, usando coordenadas esféricas, la férmula integral de Poisson para la esfera,

(R*—r3)R /7r /27r f(0,¢)sinf
0 = U/ do d '
u(ro, 0o, ¢o) A 0 0 d)(RQ + 13 — 2Rrg cosy)3/2

7.8. Separacion de variables

Tal como hicimos en el tema de la ecuacién de la cuerda vibrante, intenta-
remos resolver algunos problemas de la ecuacién de Laplace por medio de series
haciendo uso de la separacion de variables.

7.8.1. Ecuacién de Laplace en un rectangulo

Consideremos funciones armonicas u(x,y) es un rectdngulo, x € (0,L), y €
(0, M). Intentaremos resolver la ecuacién de Laplace por separacién de variables,
buscando soluciones de la forma u(x,y) = X(z)Y (y), que sustituidas en la
ecuacion,

CX'(@) _Y'(y)
X Y

0= Ugy + Uyy = X"2)Y (y) + X (2)Y" (y) =

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

X"(z) 4+ XX (z) =0, Y"(y) — AY (y) = 0.

A partir de este momento, todo depende de las condiciones de contorno, si
son de Dirichlet (valor de u en el borde) o de Neumann (valor de la derivada
normal de u en el borde) o de otro tipo.
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Como ejemplo, consideramos un problema de Dirichlet simplificado, en el que
s6lo hay condiciones de contorno no triviales en uno de los lados del rectangulo,

u(z,0) = f(x), uw(lz,M) =0, x € (0,L), uw(0,y) =0=u(L,y), y € (0, M).

Las condiciones de contorno se traducen en condiciones de contorno para las
ecuaciones ordinarias,

Resolvemos primero el problema para X (),
X"(z) +AX(z) =0,  X(0)=0=X(L).

Este problema ya lo hemos resuelto con anterioridad y tiene por autovalores
y autofunciones,

2
An = (%) , Xn(z) =sin %x, n € N.

Abordamos la otra ecuacién,

2
Y — (%) Y=0=Y,(y) = Ane"™/l 4 B e/ L

Imponemos la condicién de contorno Y, (M) = 0,

0= Y, (M) = Ape"™/L 4 B enmM/L o g — g 2nnM/L
Yn(y) — An (enﬂ'y/L _ efmry/LSanM/L)
- _Anenﬂ-l\/f/L (enﬂ-(l\/liy)/L - einﬂ-(Miy)/L) = an Sinh M(M - y))

denotando a,, = —2A4,,e"™M/L v por tanto, a falta de la condicién inhomogénea,
la solucién se puede expresar en forma de serie,

> nmw nmw
=3 apsinh (M — y)sin g,
u(z,y) n:1a sin L( y) sin T2
Falta por imponer la condicién inhomogénea u(z,0) = f(x),

. nmw
sin —ux.
L

Por tanto, si la funcién f(z) admite desarrollo de Fourier en base de senos,

oo 9 L o
f(x):;fnsin%:c, fnz/o f(x)sin%zdz:ansinhnz ,

tenemos la solucién del problema de contorno:
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Teorema 7.8.1 Problema de Dirichlet en el rectangulo: El problema de
la ecuacidon de Laplace Au(x,y) =0 para xz € (0,L), y € (0, M) con condiciones
de contorno u(x,0) = f(x), u(x, M) =0 para z € (0,L), u(0,y) =0 = u(L,y)
para y € (0, M) tiene solucidn

sinh %0 (M —y) . nm
Zf WSID TZE, (718)

st la funcion f(x) admite desarrollo de Fourier en el intervalo (0, L),

= ;fn sin %z, fn= Z/o f(x)sin %z dz.

Por supuesto, este resultado se puede extender al caso en el que la condicién
no trivial sea u(0,y) = g(y), sin més que intercambiar L por M y x por y en el
resultado anterior.

Por ello, por el principio de superposicion lineal para ecuaciones lineales
homogéneas, como es la ecuacién de Laplace, el problema de Dirichlet méas
general en el rectangulo,

uw(z,0) = fi(x), u(z,M)= fa(z), z € (0,L),

u(0,y) = g1(y), w(L,y) = ga2(y), y € (0, M),

se descompone en cuatro problemas de contorno con un solo lado no trivial,

w(@,y) = ui(z,y) + u2(z,y) + us(2,y) + ua(@,y),

N
w
<
=

\
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g
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=~
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Figura 7.6: Condiciones de contorno en el rectdngulo [0, L] x [0, M]
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Ejemplo 7.8.1 Obtener la solucion de la ecuacion de Laplace con condiciones
de contorno u(x,0) = sin 2z, u(z,7) =0, u(0,y) =0 = u(w,0), z,y € (0, 7).

Es un problema de Dirichlet en un cuadrado de la lado 7 con dato de contorno
f(z) = sin2z en el segmento (0,7) del eje X.

La funcién f(z) tiene desarrollo de Fourier en base de senos con todos los
coeficientes nulos, salvo fo = 1. Por tanto, de acuerdo con el teorema anterior,
la solucién del problema es

sinh 2(7w — y)

in 2.
sinh 27 S ex

u(z,y) =

7.8.2. Ecuacion de Laplace en un circulo

Consideremos funciones arménicas u(r, ¢) en un circulo centrado en el origen
y de radio R. Intentaremos resolver la ecuaciéon de Laplace en coordenadas
polares, r € (0, R), ¢ € (0,27),

0%u  10u 1 0%u

a2 Tror Trrag =Y

por separacién de variables, buscando soluciones de la forma u(r, ¢) = R(r)®(¢),
que sustituidas en la ecuacion,

0=+ 4 152 Rrrya(g) 4 LN OO
PRI R #(9)
R(r) o)

nos permiten separar las variables de la ecuacién y reducirla a dos ecuaciones
ordinarias,

r?R"(r) +rR (r) — AR(r) = 0, " () + AP(p) = 0.

Independientemente del problema de contorno que tengamos que resolver,
las propias coordenadas polares exigen condiciones de periodicidad,

B(0) = d(2m),  @(0) = &' (27),

lo cual conduce a un problema de contorno para ® ya resuelto con anterioridad,
que tiene por autovalores \,, = n? y autofunciones ®q(¢) = 1, ®,,(¢) = cosng,
®,(¢) =sinng, n € N.

Queda por resolver la ecuacién en la coordenada radial,

r?R!(r) +rR. (r) — n*Rp(r) =0,

que es una ecuacién de Euler, que se reduce, como hemos visto, a una ecuacién
lineal con coeficientes constantes con el cambio de variable independiente r =
e’ s=lnr,

R, —n’R,=0= R, (s) = Ape™ + Bpe ™ = Apr™ + Bpr™", n £ 0,

RO =0 éRo(S) = Ao+ Bos = A0+B01HT,
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denotando por un punto la derivada con respecto a s.

Llegado este punto, observamos que aparecen funciones singulares, las poten-
cias inversas r~" y Inr. Imponiendo que las soluciones sean funciones acotadas
y regulares en el circulo, es patente que todos los coeficientes B,, tienen que ser
nulos. Por tanto, las funciones radiales son R, (r) =", n=0,1,...

Y podemos escribir la solucién de la ecuaciéon de Laplace en el circulo como

@) = Ao + Z r’ (An cosng + A, sin ngb) )
n=1
Si la condicién de contorno es de Dirichlet, u(R, ¢) = f(¢),

u(R,¢) = Ag + Z R (An cosnd + A, sinnqﬁ) = f(¢),

n=1

y si la funcién f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos,

[e ]
= ?0 Z (an cosng + by, sinng) ,

1 27 1 27

an=—= | [f(@)cosnddp, by=— [ [(¢)sinngds,
0 ™ Jo

™

observamos, por la unicidad del desarrollo en serie de Fourier, que Ag = ag/2,
R"A, = ay,, R"B,, = b,, n € Ny, por tanto, podemos identificar los coeficientes
de la funcién arménica con los coeficientes del desarrollo de Fourier:

Teorema 7.8.2 Problema de Dirichlet en el circulo: El problema de la
ecuacion de Laplace Au(r,$) =0 parar € (0,R), ¢ € (0,27) con condicion de
contorno uw(R, ) = f(¢) tiene solucion

u(r, ¢) = % + Z (%)n (an cosne + by, sinng) (7.19)

n=1

st la funcion f(¢) admite desarrollo de Fourier en serie de senos y cosenos,

o]
= ?0 Z (an cosng + by, sinng) ,

1 2w 1 2
ap = — f(®) cosng do, b, = — (o) sinng do.
T Jo ™ Jo
Se puede comprobar facilmente que esta solucién en serie de Fourier es la
misma que se obtuvo haciendo uso de la funcién de Green del circulo,

u(ro, ¢o) % + Z (%)n (an, cosngg + by, sinngy)

= %/OW <1+22( ) coanbocosqﬁ—l—sinnqbosinqb))dqﬁ
= %/OM <1+2i( )coanb qﬁo))dqb,
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ya que las series de Fourier se pueden integrar bajo condiciones muy generales.
El integrando es una serie geométrica, como se comprueba desarrollando el
coseno en exponenciales imaginarias,

23 () = 143 () 45 (e
n=1 n=t

r iy —%y
_ 1 4 (1]& . To€
R —rger R —rge™"v
- 14 2Rrocosy —2r§ R? — 1

R?+ 712 —2Rrgcosy  R?2+13 —2Rrgcosy’

con lo cual recuperamos la formula integral de Poisson para el circulo,

B R2 — r% 2 f(¢)
u(ro, o) = or /o R? + 12 — 2Rr cos(¢ — ¢o) 10

Ejemplo 7.8.2 Hallar la funcion armonica en el circulo de radio a centrado
en el origen de coordenadas que verifica u(a, ) = cos ¢.

Sabemos que las funciones armonicas en el circulo de radio a se pueden
expresar como

o0
ap r\" .
u(r, ¢) = > + Z (E) (an cosng + by, sinng) ,
n=1
siendo a,, b, los coeficientes del desarrollo de Fourier del valor de la funcién en
el borde,
o0
) .
u(a, @) = > Z (an cosne + by, sinng) = cos ¢,
que en nuestro caso no es preciso realizar, ya que es patente que todos los

coeficientes b,, son nulos, lo mismo que los a,, salvo a; = 1. Por tanto, la
solucién del problema es

u(r, @) = gcos 0.





