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DEFINICION DE VECTOR

Las magnitudes fisicas vectoriales son entes abstractos
caracterizados por los conceptos de igualdad y suma 'y
susceptibles de ser medidos que requieren especificar una
direccion en el espacio a lo largo de la que actuan

+«—— Recta soporte

Modulo: Longitud
\

+«— Extremo

Sentido: Desde el origen hasta el extremo

\ . - L4
\ Origen (Punto de aplicacién)

Direccion: La de la recta que contiene al vector

J

S. Ram L= .

U.D. Fisica | Iax=I=Im]
Depart

epartamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 6/59

FAIAN - ETSIAE



FISICA VECTORES

CLASIFICACIONES DE LOS VECTORES

e Libres

— Quedan indeterminados el origen y la recta soporte
* Ejemplos: momento de un par, velocidad angular.

* Deslizantes
— Queda indeterminado el origen.
* Ejemplo: fuerzas que actuan sobre un sélido
» Ligados o Fijos
— Completamente determinados.

» Ejemplos: velocidad o aceleracidon de una particula, fuerza
en una particula, campos vectoriales

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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CLASIFICACIONES DE LOS VECTORES

« |guales

— ldénticos modulo, direccion, sentido y origen.
« Equipolentes

— ldénticos moédulo, direccion y sentido, diferente origen.

nez Saez
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FISICA VECTORES

CLASIFICACIONES DE LOS VECTORES

* Opuestos

— Sentido contrario
« Coplanarios

— Rectas soporte en el mismo plano
« Concurrentes

— Las rectas soporte se cortan en un punto

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

Fraian
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TRIEDRO DE REFERENCIA

Ejes orientados ortogonales
con el mismo origen

Versores o vectores unitarios: i, j,k

.C. Jiménez Saez
. Ramirez de la Piscina Millan = .
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FISICA VECTORES

COMPONENTES CARTESIANAS

Proyecciones en los ejes: a,, a,, 4,

—_—

a=a.+a,+a =ai+a,j+ak

»
»

y 4 )
Pla =ak
a=ai /' ] , .
A Modulo de a :
' ~
a,=4a,j a| :\/ai +a. +a
ESJEJFTZE? SfeP a Millan I.'":S;‘-Sﬂ :
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 11/59 ’
COSENOS DIRECTORES
| a a, =|a|cosa
Y
Y - ,
\ a . a,=|a cosﬁ Angulos directores: «, £, ¥
a. g )
S a. =|a|cosy
Yy Vector unitario
— = Modulo 1
a=a.i+ ] +a, k ? }O
] = ‘é‘(cosai +cos ] +cosyk) = ‘Zz‘z}
u, =cosai +cos fBj+cosyk
cos’ a+cos’ f+cos’y =1
g'% ftiSicalt de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 12/59 F—‘afam
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FISICA

SISTEMAS
COORDENADOS

VECTORES

CARTESIANO €= CILINDRICO

X
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Z Z
P P Coordgr;ada
: axia
Ak . /
N Y z Y
/] Pk
X K u,
y 0 >
X X u,
(XY, 2) (o 6,7)
X =pcosf
2 2 .
P=AX Tty y=psinf
0 = tan 2

Vector radial #, =cos6@i +sin6j
Vector azimutal 4, =

= —sin @i +cos€fj -
==/

13/59

SISTEMAS
COORDENADOS

Z
P
- ‘k Z
I fe—>
J X
y
X
(X, Y, 2)
= «/xj +y2 +z2
6 = tan Y
X
@ =tan =

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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CARTESIANO <= ESFERICO

Z u
Eje Polar

~__ : \ “o

0
Angulo azimutal
(r. o 0
x =rsin@cos
y=rsingpsinf
Z=rcosQ

)

Angulo polar Moo
14/59 y

FAIAN - ETSIAE




FISICA

VECTORES
PRODUCTO POR UN ESCALAR
a ka k>0 ka k<0
Expresion en componentes cartesianas:
Aa=Aai+Aa,j+lak
éEf%%%sfi:lax::daa|as Ingenierias Aeronautica y Naval 15/59 Faf'am .

PRODUCTO POR UN ESCALAR

Propiedades:
Asociativa respecto de escalares: A(fa)=(Af)a

Distributiva respecto de los escalares: (A + )a = Aa+ Pa

Distributiva respecto de los vectores: A(a + b )=Aa+ b

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan = .
U.D. Fisica | a=)l=Im
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FISICA

VECTORES
PRODUCTO POR UN ESCALAR
Aplicaciones:
Vector Unitario (Versor): Vector de modulo 1
. a 1 BARL
U, =13 a= ‘a‘ u,
4
tambiégn a=au, (a>0 o0 a<0)
éEf%%%sfi:lax::daa|as Ingenierias Aeronautica y Naval 17/59 Faf'am .
SUMA VECTORIAL
Regla del poligono Regla del paralelogramo
— a2 a3
aﬁ \ a, s =a, +a,
>
s=a,+a,+a,+a,
Expresion en componentes cartesianas:
at+b=(a,+b)i+(a,+b,)j+(a.+b)k

FAIAN - ETSIAE



FISICA VECTORES

SUMA VECTORIAL

Propiedades
Asociativa (&'+5)+*=§+(5+5)
Conmutativa da+b=5b+a

Elementoneutro g+0=g

—

Elemento simétrico a+(—a)=0

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

FFaian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 19/59 y

SUMA VECTORIAL

EXPRESION DE UN VECTOR EN COMPONENTES CARTESIANAS

Z,
A(XaYarZp)
a

OB =0A+ AB

B (Xg.Ye:Zg) a=AB =0B—-0A4

»
»

Restando los dos vectores:

d=AB=(x,—x )i +(yy—y,)j+(zz—2,)k

|(3| :‘AB‘ = \/(xB _xA)Z +(yB _yA)z +(ZB _ZA)2 |

FFaian
artamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 20/59 y
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FISICA

VECTORES

PRODUCTO ESCALAR
b 5

o I i |
o e anfip
#a #a

Producto escalar de los vectores unitarios del triedro:

COS &

ii=j-

§;€:§§E§£: ;ae':zr:::::da alas Ingenierias Aeronautica y Naval 21/59
PRODUCTO ESCALAR
Expresion en componentes cartesianas:
a=aji+a,j+ak, b=bi+b,j+bk
a-b=ab, +ab, +ab.
a-b ab,+ab +a.b,
COSQA = ——=7= —— —=

g dig
é%:ﬁ:eg;es ge;iscina Millén ' :":Sf-éﬂ :
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 22/59 ’
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FISICA

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

23/59

PRODUCTO ESCALAR
Propiedades:
Conmutativa: d-b =b-a
Distributiva: d-(b+¢)=d-b+ad-c
Asociativa respecto de escalares: (Aa) b= Aa- 5)
é%:ﬁ?g?sie;iscina Millan ,‘-:a;am

PRODUCTO ESCALAR
Aplicaciones:
Maodulo de un vector: |EI" =(a-a)"”

Perpendicularidad: a - b=0<alb

5 "y COS(X=@
Na A_.,b ” b‘
F) u  F) u P(6)=b|cosa =5 i

1| =1

El
a Piscina Millan

24/59

Proyeccién de un vector b sobre una recta orientada ii (P, (b)):

=

fFaisn
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FISICA VECTORES

PRODUCTO VECTORIAL
Maédulo: ’51 X 5‘ =|d| ‘5’ sing

Direccion: Perpendiculara a y b

Zixgl A
. (04
= i

a lbxé

Sentido: El de avance de un Sentido: El de avance de un_

—

sacacorchos al girar desde a hacia b sacacorchos al girar desde b hacia a

También puede ser escrito con la notaciéon: a A b

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

FFaian
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PRODUCTO VECTORIAL

Producto vectorial de los vectores unitarios del triedro:

. nez Saez
amirez de la Piscina Millan
ca

FFaian
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FISICA VECTORES

PRODUCTO VECTORIAL

Expresion en componentes cartesianas:

a=ai-+a,j+ak b=bi+bj+bk

T~

a,

b

Q|
X
SNy
[l

|- 1)'+2 Ayl 1)i+3 g 4 A‘;
b:f+( ) b:.1+(—) hob

X v

a,
b,

j k
a.l' a: = (_l)l+l
b_'i' b:

X

a,
b,

ixb=(a,b.—ab))i+(-1)ab, —ab)j+(ab, —ab)k

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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PRODUCTO VECTORIAL
Propiedades
Anticonmutativa: axb = —(b X 5)
Distributiva: ax(b+c)=axb+axc
é%:ﬁ:eg;es ge;iscina Millan ' e
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 28/59 y
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FISICA VECTORES

PRODUCTO VECTORIAL

Aplicaciones:
Paralelismo: axb=0<al|b

Area paralelogramo = 2 x Area triangulo

Q!

X

S
e

21|Ei‘h = |Ez’||5‘sina = ‘Ez’xg‘
2

\ l
\ 1
\ 1
Al '
\ '
Y, '
\ A
\ i
\ 1
\ 1
\ 1
N !
!
I

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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PRODUCTO MIXTO

TS~
/ ~-s
’ ~~.
/ -~
’ =
/ -7
/ -7
4 Pie /
/ - /
/ /
7" 4
/ 4 )/
/ ’ /
’ / /
/ ’ /
/
’ , /
/ ’
’
: olumen
’
’
/
7
’
/
’
’
/

del
Paralelepipedo

AN

-

§
T = Area
G-(bx&)=|d||bx¢|cosa = h|b x| = hx

Paralelogramo

nez Saez \
amirez de la Piscina Millan .
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FISICA VECTORES

PRODUCTO MIXTO

Propiedad Ciclica:

N\ _’A/\

G-(bxZ)=¢-(axb)=b-(Cxa)
N
Es cero si dos de los vectores son paralelos

Expresion en componentes cartesianas:

a X a v a z
a-(bxc)=1|b, b, b,
c, ¢, ¢,
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan .
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DOBLE PRODUCTO VECTORIAL

Sy

X C

ax(bxc)
contenido en el plano {5,6}
y perpendicular a a.

nez Saez
amirez de la Piscina Millan .
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FISICA VECTORES

MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO A UN PUNTO

Se define como el vector libre

;1./‘[ b . - —
’ M, =PAxa

B

‘M,,‘ = ‘ﬂ“ﬂsina =|d|d

El vector a puede aplicarse en cualquier punto de la recta
soporte sin que cambie el valor del momento

M, = PAxd=PBxa
Es nulo si P4 es paralelo a a

—

PA a
J.C. Jiménez Saez P A \
S. Ramirez de la Piscina Millan a
U.D. Fisical FFaian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 33/59 ’

MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO A UN PUNTO

—

M},zaxa

PA=xi +yj +zk a=ai+a,j+ak

i 7k
M,=|x y z
X V z
J.C. Jiménez Saez _
S. Ramirez de la Piscina Millan .
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FISICA

CAMBIO DE CENTRO
DE MOMENTOS
TEOREMA DEL CAMBIO DE POLO
M ,,...\
. P’
M,
a L
5 M, =PAxa
A /

—_— _—

M, =PAxa=(P'P+PA)xa=PPxa+PAxa
M, =PPxa+M,
31521'&7'12?5?& Ize;iscina Millan ,-‘-:a,'am :
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 35/59 ’
CAMBIO DE CENTRO
DE MOMENTOS
TEOREMA DEL CAMBIO DE POLO
Caso particular
M, =M, < PPxi=0 PP|a
ﬁ'.;alﬁ?caf la Piscina Millan .."‘:8;‘-5'(7 :
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 36/59 y
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FISICA

MOMENTO
AXIAL
MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO A UN EJE
Proyeccion sobre el eje del momento del vector con
respecto a un punto cualquiera del eje
M, =ii-(PAxad)=1i-M,
nz}
P A M,=|P4) (P4) (P4)
a. a, a,
éEf%%%sfi:lax::daa|as Ingenierias Aeronautica y Naval 37/59 Faf'am .

MOMENTO
AXIAL

MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO A UN EJE

No depende del punto P elegido sobre el eje para calcularlo.

a8 —

7 M, =ii-(0Axad) =

ﬁ-[(QP+PA)xa]

ycomoQP||i M =£z’-(17/4><5i)

e

Es cerosi # y d son paralelos o PA y a son paralelos
(la recta soporte corta al eje).

fFaisn

artamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 38/59
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FISICA VECTORES

SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

Para un sistema de n vectores: 4,, 4,, d;, ..., d, aplicados

en los puntos A;, A,, A,,..., A, de sus respectivas rectas
soporte, se define:

n
Resultante: R =d, +d, +d, +...+d, = »_d,
i=1

(Invariante vectorial del sistema de vectores)

Momento resultante respecto a un punto P:

—_—

M, =PAixa +PAxxa,+ PAsxa, +...+ PAn xa,

J.C. Jiménez Saez

n
M, = E PAixa,
S. Ramirez de IaePlscma Millan l:l

U.D. Fisica | FFaian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 39/59

SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

i=1

Momento respecto de un eje # (momento axial) que
contiene al punto P:

—

M,=i-M, =i P4xa,
i=1

nez Saez

Ramirez de la Piscina Millan = .

D. Fisica | fraian
part:
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FISICA

CAMBIO DE CENTRO DE
MOMENTOS DE UN SISTEMA

TEOREMA DEL CAMBIO DE POLO

VECTORES

M 0 n n

<
Il

— = g - i
0 MP+R><PQ i=1 I i=1

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

FFaian
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CAMBIO DE CENTRO DE
MOMENTOS DE UN SISTEMA

TEOREMA DEL CAMBIO DE POLO

Caso particular

a FFaian
artamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 42/59 y
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FISICA VECTORES

PAR DE VECTORES

Es el sistema formado por dos vectores del mismo mddulo,
pero opuestos (rectas soporte paralelas).

—

a |
—
ad,
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan a
U.D. Fisica | FFaiasn
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 43/59 y

PAR DE VECTORES

Su momento no depende del punto en el que se calcula pues
la resultante es cero.

—_

]\;[P = P4, xﬁl+@xﬁ2 =ﬂxél+%x(—&l)=
=(PA4,—PA,)xa, = 4,4 xq,

Ny
M,|=la||4A4 |sina =|a|d
J.C. Jim Saez
S. Ramirez de la Piscina Mill .
U.D. Fisica | fraisn
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 44/59 y
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FISICA VECTORES

REDUCCION DE UN SISTEMA DE VECTORES A UN PUNTO

Todo sistema de vectores deslizantes es equivalente
(puede sustituirse sin variar los efectos que causa) a la
resultante aplicada en un punto y al momento
resultante respecto de ese punto.

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | Faf'am
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 45/59
FUNCIONES ESCALARES Y VECTORIALES
Funcién Escalar
Correspondencia Univoca: 1 > A(t)
Funcion Vectorial t—> A (t)i + Ay(f)j + A, (t)k
Correspondencia Univoca: s ﬁ(t)
ﬁ.- ;aﬁlreg Iée la Piscina Milln L5

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 46/59
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FISICA

FUNCIONES ESCALARES Y VECTORIALES
Ejemplo: Curva en el espacio
Z
) P

0" e

T e
y®

X
F(0)=x0)i +y(1)] +z(Ok
é%:ﬁ?g?sie;iscina Millan .-":8!5‘!7

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 47/59

CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

Campo Escalar P(x,y,z) > U(x,y,2)
Correspondencia Univoca: P U(F)

Superficies equiescalares: superficies con U=cte=U;

Campo Vectorial
Correspondencia Univoca:

(x,9,2) > A.(x,y,2)i + A, (x,y,2)] + A4,(x,y,2)k
P A(F)

. nez Saez

Ramirez de la Piscina Millan .

D. Fisica FFaian
epart 4

artamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 48/59
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FISICA VECTORES

CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

Representacion: Lineas de campo, vectoriales o de fuerza.

) AQ)

A(P)
Q
P ///////,”—
Unidn de las sucesivas tangentes a los vectores campo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica |

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 49/59

fraian

REPRESENTACION DE SUPERFICIES

dS =ds n

\ %%:§%§%wﬁ
L S = jds

dl =dl 1

Superficies abiertas Superficies cerradas

Sentido positivo: avance de un Sentido positivo: hacia afuera
tornillo girando con el contorno

sz: normal local a la superficie
1 : tangente local a la curva

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | fraian
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FISICA VECTORES

REPRESENTACION DE SUPERFICIES
Ejemplo 7]

En superficies planas: S=S8i n=cte S | /

S=S8i+S,j+8k

S, es la proyeccion de la
superficie en el plano XY

Z /
J.C. Jim S \
S. Rami de la Piscina Millan a
U.D. Fisica | FFaiasn
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval 51/59 y

DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL
Dada la funcién vectorial: 2(1) = A ()i + A, ()] + A, (t)lg
Se define la derivada:

dA(t) _ A+ A= A0 _ . A@) - A1)
dt At— 0 At t—>t, z_to

En componentes cartesianas:

dA (1) _d4.@) - dA (1) Gy dA, (1) ;

J.C. Jiménez S .

S. Ramirez de la Piscina Millan .

U.D. Fisica | fraisn
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FISICA

DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL
= .
Derivada segunda: g Aft) _& | adl)
dt” dt| dt
Suma:  A(AW+BW) _ dA(®) | dB(1)
dt dt dt
Producto por un escalar: d(A4(1)) — @
dt dt
éEf%%%sfi:r:ﬂ::daa|as Ingenierias Aeronautica y Naval 53/59 I.'":S;‘-Sﬂ
DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL
Producto por una funcion:
d(A(t)A(1)) — (1) dA(t) " dA(t) E(z)
dt dt dt
Producto escalar:
d(A(1)-B(1)) _ dA(1) B+ Af(t).dﬁ(z)
dt dt dt
Producto vectorial:
d(A(t)x B(1)) _ dA (1) < By + A x dB (1)
J.C. Jiménez Saez dt dt N i
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FISICA

DERIVADA DE UNA
FUNCION VECTORIAL

CASOS PARTICULARES

VECTORES

Funcion Vectorial de direccion constante

A1)

A(t)i

dﬁ(ﬁ)z dA()u _ dA(1)

+ A(1) d—u
dt dt di dt

Y como d_u: 0 — dALf) = dA(t)zT[

dt dt dt

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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DERIVADA DE UNA
FUNCION VECTORIAL

CASOS PARTICULARES
Funcion Vectorial de médulo constante

A(t) = A (1)

d(A’) _ o _, d(A@)-A@) _

0
dt dt

—

d(g(”'g(”):qZZU)-dAU):jJZU)i_dEU)
dt dt di
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FISICA

VECTORES

INTEGRACION DE UNA FUNCION VECTORIAL

Integral indefinida:

B(1)= [ A()dt +C [dljfgz) A(1 )]

Integral definida:

h — ; I s
[ A@de=1im > AE)AL, & e(ty,t) y =1, 1, =1,
a ¥ —» 0 i=1

j A(t)dt = ( j A (z)dz)? + (j Avl_(t)dt)f + (j A (;)d;) 2

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisical FFaian
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INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea un campo vectorial V(x, V,2)

Se define la integral de linea:

Para una curva cerrada p e
se le llama circulacion: (JS(‘ V-dl siC esunacurvacerrada

nez Saez \

ez de la Piscina Millan .
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CIRCULACION DE UN CAMPO VECTORIAL
Propiedades
Curva C = Curva C; + Curva C,
B — — B - — B = =
j V.d :j V-dz+j V-dl
A A A
C 4 G
B> = A - -
j V.dl =- j V.di
A B
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