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Vectores

1.1. Definicion de vector

Las magnitudes fisicas vectoriales se pueden representar mediante los vectores. Los conceptos
de igualdad y adicion de vectores son esencialmente distintos a los correspondientes a los
escalares.

En este capitulo desarrollaremos distintos aspectos del calculo vectorial, que es la
herramienta matematica que nos permitira utilizar en fisica los vectores como representantes
de las magnitudes vectoriales.

2
Figura 1.1: Vector.

Los vectores admiten una representacion grafica muy adecuada para su manejo.
Geométricamente se representan mediante un segmento orientado cuya longitud es igual (en
una determinada escala) a su médulo. En el texto representaremos los vectores utilizando la
notacion de variable con flecha encima o utilizando dos letras maytsculas con flecha encima
cuando queramos designar origen y extremo.

WY
a=AA
Un vector queda perfectamente definido por las siguientes caracteristicas (véase Fig. :

= ORIGEN (0 PUNTO DE APLICACION): Punto A.

= DIRECCION: Coincide con la de la recta que contiene al segmento AA” (también llamada
recta soporte).

» SENTIDO: Coincide con el del recorrido desde A (origen) hasta A’ (extremo o afijo). Se
indica situando una punta de flecha en A"

» MODULO: Longitud del segmento AA’ expresado en una escala determinada.
Designaremos el médulo de un vector con el simbolo del vector encerrado entre barras.
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\ 1.2. Clasificaciones de los vectores

Desde el punto de vista de la fisica los vectores se pueden clasificar, atendiendo a sus
caracteristicas, en:

= LIBRES: Son aquellos vectores de los que se conoce su direccién, sentido y modulo,
quedando indeterminado su origen (y, en consecuencia, su extremo y su recta soporte). Son
ejemplos de magnitudes fisicas vectoriales que se pueden representar mediante vectores
libres: momento de un par, velocidad angular de rotacion de un sélido rigido, etc...

» DESLIZANTES: Son aquellos vectores de los que se conoce su direccién, sentido,
modulo y recta soporte, quedando indeterminado su origen (y, en consecuencia, su
extremo). Como ejemplo de magnitudes fisicas vectoriales que pueden representarse
mediante vectores deslizantes tenemos las fuerzas aplicadas a un soélido rigido.

= LIGADOS o FIJOS: Son aquellos vectores de los que se conoce su direccion, sentido,
modulo y origen (y, en consecuencia, su extremo y su recta soporte). Son ejemplos de
magnitudes fisicas que pueden representarse mediante vectores ligados: velocidad de una
particula material, aceleracién de una particula material, momento de una particula, etc...

Los vectores se pueden clasificar, atendiendo a las relaciones entre ellos en:

» EQUIPOLENTES: Dos vectores son equipolentes si tienen el mismo: médulo, direccion
y sentido y distinto origen.

= IGUALES: Dos vectores fijos son iguales si tienen el mismo: moédulo, direccion, sentido
y origen. Obsérvese que si dos vectores son iguales, necesariamente han de ser también
equipolentes, mientras que la afirmacién contraria no es cierta.

= OPUESTOS: Dos vectores de cualquier tipo (libre, deslizante o ligado) son opuestos
cuando tienen igual moédulo y direccion pero sentido contrario.

» COPLANARIOS: Los vectores de un sistema (de vectores deslizantes o ligados) son
coplanarios cuando sus rectas soporte estan contenidas en el mismo plano.

» CONCURRENTES: Un conjunto de vectores deslizantes es concurrente cuando sus
rectas soporte se cortan en un punto. Un conjunto de vectores ligados es concurrente
cuando su origen es el mismo.

1.3. Representacion vectorial de superficies

Se puede definir un vector area S asociado con cualquier area plana, de forma que S tenga
por moédulo el valor correspondiente a la superficie del area plana y direccion perpendicular a
ella. Queda indeterminado el sentido, que se debera elegir por convenio entre los dos posibles,
y el punto de aplicacion, que podra ser cualquiera de los puntos del area plana.

Fraian
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Un elemento de superficie, suficientemente pequeno para que pueda considerarse plano, se
puede representar mediante un vector ds , cuyo modulo es el area del elemento dS, su direccion
es la normal a la superficie y, por convenio, su sentido es el del avance de un sacacorchos cuando
se le hace girar segiin un sentido fijado para recorrer el contorno del elemento de superficie,
segtn se indica en la Fig. 1.2

Figura 1.2: Representacién vectorial de superficies.

Cuando se toma una superficie S limitada por un contorno C y se fija un sentido para el
recorrido de dicho contorno, y se divide la superficie en elementos dS, el recorrido del contorno
de estos elementos debe tener el mismo sentido que el recorrido del contorno C de toda la
superficie.

Si la superficie es cerrada, los vectores dS representativos de cualquier elemento de esta
superficie tienen, por convenio, el sentido positivo tomado de dentro a fuera del volumen que
encierra la superficie.

1.4. Aritmética vectorial

1.4.1. Suma vectorial

Figura 1.3: Suma vectorial.

Se define la suma de n vectores @; como otro vector é, llamado vector suma o resultante,
que se obtiene llevando, a partir de un punto, vectores equipolentes a los dados de forma que el
extremo de uno coincida con el origen del siguiente, siendo R el vector que tiene como origen
el origen del primer vector y como extremo el extremo del tltimo (Fig. [1.3(a)). Esta definicién
grafica de la adicién vectorial se conoce con el nombre de “regla del poligono”.

N\ =
‘Fraian
)
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Si lo que se pretende es sumar inicamente dos vectores, basta con llevar a un origen comun
vectores equipolentes a los dados (Fig.|1.3(b)). El vector suma es la diagonal del paralelogramo
construido sobre ellos. Esta definicion grafica de adicién de dos vectores se conoce con el nombre
de “regla del paralelogramo”.

Analiticamente, esta suma geométrica la expresaremos con la siguiente notacion:

—

R=d +a+ @t tdn=>d
=1

Propiedades

=,

ASOCIATIVA: G+ b+= (@+b)+c=a+ (b+07)
CONMUTATIVA: G+ b=b+a

Existe ELEMENTO NEUTRO. Se denomina vector nulo y se representa por 0 0 0. Cumple
a+ 0 = a. El vector 0 tiene modulo 0.

Existe ELEMENTO SIMETRICO. Se denomina vector opuesto de un vector dado @ y se
representa por (—a). Cumple @+ (—a@) = 0. El vector (—a) tiene el mismo médulo que el vector
a.

1.4.2. Diferencia vectorial

Figura 1.4: Diferencia vectorial.
Dados dos vectores, @ y b se define la diferencia de los mismos @ — b como otro vector ¢ tal
que sumado al vector b dé como resultado el vector a@. Su expresion es: ¢ = a — b.

Graficamente se obtiene sumando el vector @ con el opuesto del vector b (Fig. .

1.5. Producto de un vector por un escalar

El producto de un vector @ por un escalar k es, por definicién, otro vector de médulo |k||d],
direccién la misma del vector @ y sentido el mismo o contrario segin que el escalar £ sea positivo
o negativo respectivamente (Fig.|1.5]).

La interpretacion es la de sumar @ k veces o —d |k| veces segun que k sea positivo o negativo
respectivamente.

‘Fraian



FISICA 1 Teoria: Vectores 1.5

1.5.1. Propiedades
1) ASOCIATIVA RESPECTO DE LOS ESCALARES: \(3d) = (\3)d
2) DISTRIBUTIVA RESPECTO DE LOS ESCALARES: (A + g)d = A ga

a+
3) DISTRIBUTIVA RESPECTO DE LOS VECTORES: A(@ + b) = Ad@ + Ab

7 7
0 k<0

Figura 1.5: Producto de un vector por un escalar.

a/

> <

1.6. Versor (Vector unitario)
Se llama versor o vector unitario a un vector de médulo unidad. Dado un vector @ para

obtener un versor de la misma direccién y sentido basta con multiplicar el vector a@ por el

. . , . a
escalar correspondiente al inverso de su moédulo: 4, = ﬁ
a

Los versores se utilizan para representar una direcciéon y un sentido. Es decir, un vector a
siempre se puede escribir como el producto de su médulo por su versor asociado:

i = | i, (1.1)

De la expresion anterior se deduce inmediatamente el caracter adimensional de los vectores
unitarios.

1.7. Proyeccién de un vector sobre una recta orientada

P (a)

Figura 1.6: Proyeccién de un vector sobre una recta orientada. En el caso dibujado
esta proyeccién es negativa.

Una recta en el espacio representa una direccion y dos sentidos.

‘Fraian
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FISICA 1 Teoria: Vectores 1.6

Por “orientar” una recta entendemos elegir como positivo uno de esos dos sentidos, asociando
a la recta uno de los dos posibles versores que se pueden obtener de su direcciéon. Una recta
orientada se denomina eje (Fig. |1.6]).

La proyeccion de un vector sobre un eje es un escalar que se obtiene multiplicando el modulo
del vector por el coseno del menor angulo que forman el vector y el versor del eje. Este angulo
puede variar entre 0 y 7 y de su valor depende que la proyeccién del vector sea positiva, negativa
o nula. La proyeccién del vector a sobre el eje “e” se designard por: P.(a).

9) P,(kd) = k P.(@)

1.8. Triedro de referencia

Utilizaremos como triedro de referencia un sistema formado por tres ejes orientados,
ortogonales, que se cortan en un punto que denominamos origen del triedro de referencia. Cada
uno de los ejes orientados lleva asociado un versor. Un triedro asi definido recibe el nombre
de triortonormal. Los versores mutuamente ortogonales asociados a los ejes Oz, Oy v Oz se
designan por 1, U, y U, respectivamente.

Diremos que un triedro de referencia es “a derechas” (dextrdgiro) si, al hacer girar un
sacacorchos colocado en la direccion Oz desde 1, hacia @, por el camino més corto, el
sacacorchos avanza en el sentido positivo del versor u,. En caso contrario diremos que el
triedro de referencia es “a izquierdas” (levégiro). Mientras no se diga lo contrario todos los
triedros de referencia que utilizaremos seran a derechas y a los versores asociados (i, @, i)

los designaremos por i j’y k respectivamente (Fig. .

Z 4

2

=
Ny

o

Figura 1.7: Triedro de referencia a derechas.

‘Fraian
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1.9. Componentes cartesianas de un vector

Consideramos un triedro cartesiano de referencia y un vector genérico @ como se muestra
en la Fig. [1.8 El vector @ se puede obtener como suma de tres vectores: a,, d, y @, dirigidos
cada uno de ellos a lo largo de cada uno de los ejes del triedro. Es decir: @ = @, + d, + d..

Figura 1.8: Componentes cartesianas de un vector.

Como ya vimos (ec. [1.1]) un vector siempre puede expresarse como el producto de un escalar
por un versor unitario en su misma direccién. Asi:

- —

Uy = Qgt; Gy = QyJ; G, = ak

Sustituyendo,

—

= ayi + ay] + a.k (1.2)

Sl

Los escalares a,, a, y a, (que pueden ser positivos o negativos) se conocen con el nombre
de componentes cartesianas del vector a.

Si se cambia de sistema de referencia, cambia la representacion del vector, es decir, cambian
sus componentes, pero no el vector, que sigue siendo el mismo. Esto se conoce con el nombre
de invariancia ante cambios de sistemas de referencia. En otras palabras, un vector se puede
definir sin utilizar un sistema de referencia.

-

La anterior expresion || de @ en funcién de a,, a, y a, y de los versores ¢, j y k se conoce
como “representacién” del vector a@ en el sistema de ejes Ozyz.

Figura 1.9: Angulos directores.

‘Fraian
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FISICA 1 Teoria: Vectores 1.8

Otra forma de caracterizar analiticamente un vector cuando estamos utilizando un triedro
cartesiano de referencia es utilizando su modulo y los dangulos que el vector forma con los tres
ejes coordenados (Fig. [1.9).

Llamando « al angulo que forma el vector @ con el eje Oz, § al que forma con el eje Oy y
v al que forma con el eje Oz, sus componentes cartesianas se pueden expresar como:

a; = G COS
ay, = a cosf3

a, = a cos?y
El vector @ puede, entonces, escribirse como:
@=alcosa i+ cosf ]+ cosy k) (1.3)

Estos tres cosenos se conocen con el nombre de cosenos directores del vector @ y son las
componentes del versor asociado a dicho vector:

-
— B

@, = cosa i+ cosf3 ]+ COS’)/E

Los cosenos directores de un determinado vector no son, en consecuencia, independientes
entre si, sino que necesariamente deben cumplir la relacién:

cos’a 4 cos? B + cos?y = 1

Las suma y diferencia de dos vectores y el producto de uno de ellos por un escalar tienen una
expresion analitica sencilla e inmediata cuando se utilizan triedros de referencia cartesianos.

—

Sean dos vectores genéricos @ y b, cuyas expresiones en coordenadas cartesianas son:

= aJ—i— ay]_"—l— azE

QL

SHI
I

bai + by + bk

Las expresiones mencionadas seran:

G4 b= (ag+by)i + (ay +by)] + (a. + b.)k
@—b=(ay —bu)i+ (ay —b,)j + (a. — b.)k (1.4)

A = AaJ—i— )\ayj—i- )\azl;

‘Fraian
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FISICA 1 Teoria: Vectores 1.9

1.10. Expresién analitica de un vector en funcién de las
coordenadas de sus extremos

Suponemos conocidas las coordenadas cartesianas del origen A(z4, ya, z4) y del extremo
B(zg, yg, 2g) de un determinado vector ¢ = A

le

/ Ys—V4
X

Figura 1.10: Expresion de un vector en funciéon de las coordenadas de sus
extremos.

. o — . . . .
Consideramos los vectores @ = OA (con origen en el origen del triedro de referencia y

extremo en el punto A) y b=0 (con origen en el origen del triedro de referencia y extremo
en el punto B). Estos vectores serdn, expresados en el triedro de referencia (Fig. |1.10)):

a= fo+ ij—i- ZAE
b=xpi+ysj+ 2Bk

El vector ¢se puede obtener como diferencia de los vectores by @ (¢ = b—a). Asi, recordando
la expresion analitica [1.4] de la diferencia de dos vectores en coordenadas cartesianas se tiene:

-

&= (xp—wa)i+ (yp — ya)j + (28 — 2a)k (1.5)

La distancia entre dos puntos A y B es el médulo del vector ¢ que, expresado en funcion de
las componentes conduce a la conocida férmula

7 = (25— 24)° + (B — ya)* + (25 — 24)°

‘Fraian
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1.11. Angulo que forman dos vectores

Se define el dngulo que forman dos vectores (Fig. [1.11]) como el dngulo existente entre dos
vectores equipolentes a los dados con un origen comin, o lo que es equivalente el angulo que
forman rectas paralelas a sus rectas soporte, orientadas segiin los vectores, que se corten en un

punto.

Sy

Qi

Figura 1.11: Angulo que forman dos vectores.

1.12. Producto escalar

Dados dos vectores @ y b, que forman entre si un angulo «, se define su producto escalar
como el escalar que resulta de multiplicar sus modulos por el coseno del angulo que forman. Se
representa por @ - by se lee “a escalar b”.

@-b=|alb| cosa (1.6)

El producto escalar admite una interpretacion geométrica. Si recordamos el concepto de
proyeccion de un vector sobre un eje, el producto escalar es el producto del médulo de uno de

los vectores por la proyeccion del otro sobre él.

i-b=|d|P,(b) = |b| Py(@)

1.12.1. Propiedades

1) CONMUTATIVA: @-b=10b-a

2) DISTRIBUTIVA: G- (b+¢&) =a-b+a-¢

3) ASOCIATIVA RESPECTO A ESCALARES: (A@) - (8b) = \3(a@ - b)
4) |a| = (a-a)'”

5) Sia#0, b # 0, = 0 entonces @ es perpendicular a b.

‘Fraian
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1.12.2. Expresion analitica

En un triedro cartesiano de referencia, las expresiones de los vectores @ y b son:

-

= a,l + ayj—i— azlg ; b= bz;—i— byj—l— sz

QL

Por aplicacion sucesiva de la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que:

- —

ii=j-j=k-k=1 y i-j=j-k=k-i=0

se puede obtener la expresion analitica del producto escalar en coordenadas cartesianas:
a-b= azby + ayb, + a.b, (1.7)

Como todos los escalares, el producto escalar es invariante ante cambios de sistema de
referencia, es decir, la expresion analitica de @ - b no cambia al cambiar de sistema de referencia
a pesar de que si lo hacen las componentes de @ y las de b.

Consecuencia directa de la expresiéon [1.7] es la siguiente, que nos permite calcular
analiticamente el médulo de un vector en coordenadas cartesianas:

|d| = (a - &’)1/2 = (a,* + ay2 + az2)1/2 (1.8)

Es conveniente insistir en que las expresiones anteriores son validas UNICAMENTE para
vectores expresados en un sistema de referencia cartesiano (triortonormal).

El producto escalar también se puede utilizar para expresar analiticamente la proyeccion de
un vector sobre un eje:

P.(d)=a- u, (1.9)

En particular, las componentes cartesianas de un vector (proyecciones sobre cada uno de
los ejes coordenados de dicho vector) pueden calcularse como:

g = Py(@)=a-1
ay:Py(a):a'j
a,=P(@)=a k

Asimismo, de la propia definicion de producto escalar, se puede obtener el angulo a que
forman dos vectores @ y b, el cual, expresado en funciéon de las componentes de los vectores es

agzby + ayby, 4 a.b,

al [o]

Q. = arc cos

‘Fraian
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1.13. Producto vectorial

axb

Figura 1.12: Producto vectorial.

Dados dos vectores @ y I;, que forman entre si un angulo «, se define su producto vectorial
como un vector p, cuyo modulo p es igual al producto de los modulos de cada uno de los
vectores por el seno del dngulo que forman (p = |d ‘b‘ sin a), cuya direccién es la de una recta
perpendicular al plano que definen dos vectores equipolentes a los dados y con un origen comin
y cuyo sentido es el de avance de un sacacorchos cuando lo hacemos girar desde el primer vector
hacia el segundo por el camino més corto (Fig.|1.12). Se representa por @ X b y se lee “a vectorial
b”. También se utiliza la notacién @ A b.

a) b)

lgzaxa

b= s

Figura 1.13: Interpretacién geométrica del producto vectorial.

El médulo del producto vectorial admite una interpretacién geométrica (Fig. |1.13| (a)).
Coincide con el valor del area del paralelogramo determinado por dos vectores equipolentes a
los dados con un origen comin. También representa el doble del area del tridngulo determinado

por@, byd+b (Fig. (b))

1.13.1. Propiedades

1) ANTICONMUTATIVA: @ x b= —b X @
2) DISTRIBUTIVA: @ x (b+ &) =dxb+ax ¢

3)Siad#0, 57& 0, @xb=0 entonces @ es paralelo a b.

‘Fraian
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1.13.2. Expresion analitica

En un triedro cartesiano de referencia, la expresion de los vectores @ y b es

2+ayj —|—azk’
a,i + ayj +a.k

O“L @1

Por aplicacion sucesiva de la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que
ixj=k jxk=10kxi=]

-
)

iIXi=jxj=kxk=

o

y

Se puede obtener la expresion analitica del producto vectorial en coordenadas

cartesianas:
axb= (ayb, — aby) i+ (a,b, — azb,) j+ (azby, — ayb,) k
Esta ultima expresién puede escribirse en forma simbdlica utilizando la notaciéon empleada

para determinantes:

75k
axb=|a, a, a, (1.10)
b, b, b,

1.14. Producto mixto de tres vectores

Dados tres vectores @, b y € se define su producto mixto como el escalar resultado de
multiplicar escalarmente uno de ellos por el producto vectorial de los otros dos. Se representa

por a - (I; x ) y se lee “producto mixto a, b, ¢”.

bxé

—

b

Figura 1.14: Interpretacién geométrica del producto mixto

El producto mixto admite una interpretacién geométrica (Fig. [1.14). Su valor absoluto
coincide con el volumen del paralelepipedo determinado por tres vectores equipolentes a los
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dados con un origen comin. Como consecuencia, tres vectores son coplanarios cuando su
producto mixto es cero.

El producto mixto cumple la denominada “propiedad ciclica”:

-

G-(bxd)=¢ (@xb)=0b-(Zxa) (1.11)

Utilizando las expresiones en coordenadas cartesianas del producto escalar y del producto
vectorial se puede encontrar la forma compacta de expresar el producto mixto en coordenadas
cartesianas a partir de un determinante:

. Ay Ay Q
a-(bxéc)=|b, b, b, (1.12)
Ca Cy Cs

La propiedad ciclica se demuestra facilmente a partir de las propiedades de los
determinantes.

1.15. Doble producto vectorial

Dados tres vectores a, b y ¢ se define su doble producto vectorial como el vector que se
obtiene al multiplicar el primero por el producto vectorial de los otros dos. Se representa por

@x (bx?)

y se lee “doble producto vectorial a, b, c”.

1.15.1. Propiedades

1) @x (l; X C) esté contenido en el plano determinado por b y Cy es perpendicular al vector
d.

2) Verifica la propiedad:

=,

Ax(bxd)=0b(@- &) —c(@-b) (1.13)

Esta propiedad se puede utilizar para descomponer un vector segiin una direccién b y su
normal. Dicha normal se encuentra en el plano que forman el propio vector b con la direcciéon
dada ¢. Haciendo en la expresion || a = b y despejando ¢ queda:

b-¢~ bx(bx?)

b
TP Ik

(1.14)
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1.16. Momento de un vector con respecto a un punto

El momento de un vector @ (deslizante o ligado) con respecto a un punto O (Mp) es, por

definicion, otro vector Mo = 7 x @ siendo ¥ = OA un vector con origen en O y extremo en un
punto A cualquiera de la recta soporte del vector @ (Fig.[1.15]). El momento de un vector en un
punto es un vector ligado a dicho punto.

M

o

Figura 1.15: Momento de un vector respecto a un punto.

El momento no depende del punto A de la recta soporte elegido para calcularlo. EI médulo
del momento de @ con respecto a O (‘MO‘) se obtiene multiplicando el moédulo de @ por la

distancia méas corta entre su recta soporte y el punto O: ‘MO‘ = |a| |r] sina = |ad] d.
El momento de un vector con respecto a un punto sera nulo cuando: @ =007 =0 0 @ sea

paralelo a 7. Es decir, el momento de un vector no nulo solamente es cero si lo calculamos con
respecto al propio origen del vector o con respecto a cualquier punto de su recta soporte.

1.16.1. Expresion analitica

Sea un sistema cartesiano de referencia y, en ese sistema, a,, a, y a. las componentes del

"
vector @y z, y y z las del vector 7= OA, el momento del vector @ con respecto al punto O se
puede escribir de forma simbélica utilizando la notacién de los determinantes como:

B ik
Mo=rxd=| 2 vy =z (1.15)
ay a, a,

1.17. Teorema del cambio de polo

Este teorema relaciona los momentos de un mismo vector con respecto a puntos distintos
(Fig. |1.16]).
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“El momento de un vector a con respecto a un punto O’ (]\7[0/) es igual a su momento con
respecto a otro punto O, mas el momento con respecto a O’ de un vector equipolente al dado
aplicado en O”

— — _—_>
MO’ = MO + O'0xd (116)

Figura 1.16: Variables del teorema de cambio de polo.

Sabiendo que Mo = x d, Mo =1

X

|
l%l

- — —_>
Mo =(0O0O+7)xd=00xd+7xd=Mo+00xd

Conviene ahora analizar con cierto detalle las condiciones bajo las cuales el momento de un
vector con respecto a puntos distintos tiene el mismo valor.

— — —> - H - H —
Mo = Mo < OO0 xd=0<« OO0 esparaleloa d@ (con OO #0 y d#0)

Es decir, el momento de un vector con respecto a puntos distintos es el mismo, tinicamente
si esos puntos estan sobre una misma recta paralela al vector.

1.18. Momento de un vector con respecto a un eje

Figura 1.17: Momento axial de un vector.

Consideramos un eje e (orientado), definido mediante el versor ., un punto O cualquiera
sobre dicho eje y un vector a@. Se define el momento axial o momento del vector @ con respecto

N\ =
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al eje e (y se representa por (M.(@))) como el escalar que resulta de proyectar el momento del
vector a@ con respecto al punto O sobre el eje e (Fig. . Es decir, M, = P.(Mp) = Mo - U,.

1.18.1. Propiedades

1) El momento de un vector con respecto a un eje no depende del punto O del eje elegido
para calcularlo.

2) El momento de un vector con respecto a un eje es nulo si vector y eje son paralelos o se
cortan el eje y la recta soporte del vector.

La demostracion de estas propiedades se basa en las propiedades del producto mixto.

1.18.2. Expresion analitica

Si las componentes cartesianas de los vectores r o= OA ay i, son 1 = i + yj + zk‘
a = amz +ayj + azk y U, = uwz + Uy ] + uzk respectivamente, y recordando la definiciéon de
momento de un vector con respecto a un punto y de producto mixto, el momento axial se
puede obtener como:

M,=Mp-il,=(FXa@) le=|a, a, a, (1.17)

Particularizando para los ejes coordenados y recordando que los versores asociados a dichos
ejes x, y y z son i, J y k respectivamente se tiene:

x oy z
Mx:(FxEL)-Z: g Gy G, | =ya, — za,
1 0
Ty
My=<FX6)~j: ay a, a, |=za, —za,
0 1
r oy =z
MZ:(FXJ)-E: ag @y a, | =0, —ya,
0 0 1

Como puede observarse, las componentes cartesianas del momento de un vector con respecto
a un punto coinciden con los momentos de ese vector con respecto a tres ejes ortogonales que
tienen a ese punto como origen. La componente x del momento de un vector con respecto al

origen del sistema de referencia es, por definicion, la proyeccién sobre el eje x de dicho momento,
es decir, M,.
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1.19. Analisis vectorial

1.19.1. Derivada de una funcion vectorial de una variable real

Una funcién vectorial de una variable real, A(t), es un vector que toma distintos valores
para distintos valores de t. La variacién de una funcién vectorial cuando cambia la variable ¢
se puede producir en modulo, direccién y sentido.

Como en el caso de funciones escalares, se define la derivada de la funcién vectorial A(t)
con respecto a la variable escalar ¢ como

dA | Alt+ A — A

A= At A—0 At

Si utilizamos un sistema de referencia triortogonal donde la expresion de A(t) sea A(t) =
A, (t)i+ A, (t)7+ A.(t)k (hemos supuesto que los versores i, j y k no dependen de t), la derivada
queda:

dA . Alt+At)— At) dApo  dAy- A
ar A At TR TP

(1.18)

Como se ve la representacion del vector /T(t) en un sistema de referencia se realiza mediante
tres funciones escalares A, (t), A,(t) y A.(t) y las componentes de la derivada del vector A son

las derivadas respectivas de A,, A, y A, con respecto de t. Que la funcién A'(t) sea derivable
equivale a que lo sean sus tres componentes en cada punto.

Veamos a continuacion algunas propiedades de la derivacién de funciones vectoriales:
- Derivada de una suma/diferencia:

dB(t)
+
dt dt

jt (A0 + Bw) = dA(t)

- Derivada del producto de una funcién vectorial por un escalar constante o no:

A = cte ; Zf [)\ff(t))} = )\dillit)
A = A1) jt BAW)] = Adilﬁt) + gdfg

- Derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales:

jt [A(t)- B(t)] = d’flf) - B(t) + A(t) - zit

IS
~—
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- Derivada del producto vectorial de dos funciones vectoriales:

jt [At) x B(t)

dt

Una vez mas la regla es similar a la derivaciéon del producto de dos funciones escalares.
Conviene recordar, no obstante, que en este dltimo caso hay que respetar el orden al no ser
conmutativo el producto vectorial.

- Derivadas sucesivas: Las derivadas sucesivas de A(t) se definen de forma anéloga. Por

ejemplo,
@A d (dA
dt2 — dt \ dt
y lo mismo para la n-sima derivada, mientras se pueda definir.

1.19.2. Derivada de una funcién vectorial de direcciéon constante

Sea una funcién vectorial A(t) = A(t)@ con @ un vector unitario constante. El vector A(t)
se encuentra contenido en la misma recta definida por @ para todo valor de ¢. La derivada, que
es

dA  dA .
aa i ciaF A= Ag
a ar b

se reduce por tanto a la derivada de la funcién escalar por el vector #. Si A o su derivada son
positivos tienen el mismo sentido que @ y al revés.

1.19.3. Derivada de una funcion vectorial de moédulo constante

Una funcién vectorial fT(t) de modulo constante se puede expresar como

-

Alt) = ‘/_1" wa(t) con ‘A‘ constante.

Si consideramos fijo el origen del vector A, entonces su extremo se mueve sobre una superficie
esférica de radio ’A‘ La derivada de A es perpendicular a la propia funcién para cada valor de
t. En efecto:

-2
dA) a e dd
= == (A-A)=24.2=
0 dt? dt< ) dt
Luego o o
- dA - dA
A — =0 Al —
dt Y dt
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En particular, todos los vectores unitarios (de médulo constante e igual a la unidad) funcién
de una variable escalar ¢, i(t), cumplen todo lo expuesto en este apartado.

1.19.4. Derivada de una funcién vectorial en coordenadas polares

Una funcién vectorial 7(¢) contenida en un plano OXY se representa tinicamente mediante
dos componentes. Por ejemplo, en coordenadas cartesianas:

—

7= a(t)i+yt)]

X

Figura 1.18: Coordenadas polares.

&= Si fijamos el origen de 7(¢) entonces su extremo describe una trayectoria plana. En este caso
la derivada de 7 es tangente a la trayectoria en cada punto, como se ve facilmente a partir de
5] la definicion de derivada de un vector. Sobre esto volveremos a incidir en el tema de cinematica

e de la particula.

Ahora la variacién del vector 7 con t se debe a dos causas: cambio de médulo y cambio
de direccién. Para analizar estos efectos separadamente es conveniente utilizar (Fig. [1.18)) las
coordenadas polares radial y angular (o dngulo polar) (7,0) en vez de las cartesianas (z,y), dadas
por:

r=+vr2+y% rel0,o00]
(1.19)

0 = arctan g; 6 € [0, 2]
x

X

Figura 1.19: Unitarios radial y transversal de las coordenadas polares.

N\ =
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Definimos los vectores unitarios asociados a las variables r y 6 como sigue (Fig. : Uy O
unitario radial tiene la direccion de la coordenada r, sentido segtin valores de r crecientes y esta
aplicado en el punto que estemos considerando (|| = 1); @y o unitario angular (o transversal)
tiene direccién perpendicular a w,., sentido segtin valores de # crecientes y esta aplicado en el
mismo punto que u, (|ug| = 1).

Si el sistema OXY es fijo, los versores ¢ y 7 no dependen de t, pero u,. y iy si. Son funciones
vectoriales de médulo constante. Los valores de sus derivadas vienen dados por:

o di, i [ d8d,

A (1.20)
L diy _|dig|d, |d|dod,
Up = — = — = — = — -

O dt dt

seguin se comprueba facilmente en la Fig. donde se ha aproximado la longitud del vector
diferencial por la de un arco de circunferencia de radio unidad.

y-h ?’?6 (f s df)
N\, (t +dr)

Figura 1.20: Derivadas de los vectores unitarios en coordenadas polares.
La representacién del vector 7(t) en coordenadas polares viene dada por:
7= r(t)u.(t)

siendo r (componente radial) la proyeccién de 7 sobre .

La representacion en coordenadas polares de su derivada sera:
¥ = i, 4 ril, = i, + rhiy (1.21)
Es decir, las componentes radial y angular de la derivada de r son:
7 mide el cambio en modulo de 7

r@ mide el cambio en direccién de 7

Si imponemos la condicion de que la direccion de 7 sea constante e igual a i, fijo, entonces
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y si exigimos
7] =7 = cte = 7= rbiy

que es perpendicular a 7, como vimos en el apartado [1.19.3|

En el caso més general de una funcién /Y(t) = Aty en tres dimensiones siempre es posible
representar la derivada en dos componentes, una segin A (vector unitario #4) que mide su
cambio en modulo y otra segiin una direccién perpendicular a A (vector unitario ,) que mide
su cambio en direcciéon:

-,

A=Ady+ (A),a,

pero ahora la direccion de i, no es tan facil de determinar como en el caso plano. u, es
perpendicular a @ pero no esta contenido en un plano determinado. Este caso se tratara con
detalle mas adelante al estudiar las componentes intrinsecas del vector aceleracion.

1.20. Integracion de una funcién vectorial de wuna
variable real

Dada una funcién vectorial de una variable real A(t) decimos que existe otra funcién B(t),
a la que llamamos integral indefinida de A(t), si se cumple

dB -
2 Al
o (t)

y denotamos a B como
B= / Adt
Evidentemente, si B (t) es una funcién vectorial que cumple la definicién anterior, también

lo hace B (t) + C, donde C representa cualquier vector constante.

Para definir la integral definida en un cierto intervalo [t,, %] de una funcién vectorial A(t)
procedemos de forma similar al caso de funciones reales. Dividimos el intervalo [t,, %] en una
particion numerable de N intervalos [t;_i, t;] de “longitud” At#; = ¢; - t;_;, de manera que

N
ty —te = > At;. Sea & € (t;_1,1;), definimos
i=1

by N
/ Aydt = 1im S A(E)AL;

que es similar a la definicion de integral de Riemann salvo porque el integrando es una funcién
vectorial.
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Si la funcién vectorial A(t) esté representada en un sistema cartesiano de referencia y son
Ay, Ay y A, sus componentes en dicho sistema, la integral anterior se puede descomponer en
suma de tres integrales de funciones escalares

/: A(t)dt = </ttb Ax(t)dt> i (/ttb Ay(t)dt) 7+ </ttb Az(t)dt> K

ya que los versores de la base son constantes en el sistema de referencia utilizado. Estas tres
integrales, al ser de funciones escalares, cumplen todas las propiedades caracteristicas del calculo
integral.

1.20.1. Integral de linea de un vector

Se llama campo vectorial a la correspondencia entre cada punto de una regién del espacio y
una funcién vectorial que denotaremos por d(z, y, z). A cada punto del espacio le corresponde
uno y solo un valor de la magnitud vectorial.

Dentro de dicha regiéon se puede trazar una curva L que denominaremos trayectoria o camino
y se fija un recorrido sobre la trayectoria, digamos desde un extremo A hacia el otro B. Un
elemento dl es un vector elemental contenido en la trayectoria y cuyo sentido coincide con el
del recorrido.

Por definicién, se llama INTEGRAL DE LINEA del campo vectorial @ a lo largo de la
trayectoria L a la integral
B —

I' = a-dl
Ar

La integral de linea de un vector recibe el nombre de circulacién cuando la trayectoria L es
cerrada. En este caso, se utiliza la siguiente notacion

r:fa-df.
L

De la definicién deducimos que el valor de la integral de linea o circulacién cambia de
signo cuando se invierte el recorrido, pero no cambia su valor absoluto. Esta magnitud tiene
significados fisicos concretos que veremos mas adelante.

1.21. Introduccidén a los sistemas de vectores deslizantes

Se define un sistema de vectores deslizantes como un conjunto de n vectores {dy, ds, . . ., dy,}
tal que cualquier vector genérico @; de este sistema puede aplicarse en un punto cualquiera A;
de su recta soporte (Fig. |[1.21]).

Manejar un nimero grande de vectores puede resultar tedioso. Trataremos aqui la manera
de reducir el sistema a “algo” mas simple y cuyos efectos fisicos sean similares. Es decir,
encontraremos un “SISTEMA EQUIVALENTE”.
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Figura 1.21: Sistema de vectores deslizantes.

1.22. Primeras definiciones

,;'h‘:?f RESULTANTE: Definimos la resultante (ﬁ) del sistema como el vector obtenido al sumar
€ los n vectores que lo forman.

i=1

Figura 1.22: Momento de un sistema de vectores deslizantes.

MOMENTO RESULTANTE RESPECTO A UN PUNTO: Definimos el momento
resultante del sistema con respecto a un punto O (Mp) como el vector obtenido al sumar
los momentos con respecto al punto O de cada uno de los vectores del sistema (Fig. [1.22)).

MO:CTZMxd’1+(742x62+...+ﬁ4nxﬁnzzmixﬁi (123)
=1

.z 7 n — — — —>
También Mp = . r; x d; donde 7, =0A;.
i=1

‘Fraian
)



FISICA 1 Teoria: Vectores 1.25

La resultante (R) y el momento resultante con respecto a un punto (M) son dos vectores
que caracterizan al sistema en un punto O. Por su propia definicién, el momento resultante
depende del punto elegido para calcularlo, mientras que la resultante no.

S|

Figura 1.23: Reduccién de un sistema de vectores deslizantes a un punto.

En la figura el sistema se reduce a un punto P, a la resultante R ya M p vy aun punto ()
también a la resultante R y a un momento resultante M. Los tres sistemas son mecanicamente
equivalentes.

REDUCCION DEL SISTEMA A UN PUNTO: Todo sistema de vectores deslizantes
es equivalente (o bien, puede sustituirse sin variar los efectos que causa) por la resultante del
sistema aplicada en un punto y el momento resultante del sistema con respecto a ese punto

(Fig. [1.23).

1.23. Teorema del cambio de polo
Una vez calculado el momento resultante del sistema con respecto a un punto O, es facil

determinar el momento resultante con respecto a otro punto O’ sin necesidad de tener que
volver a repetir todo el proceso utilizando de nuevo la definicion [1.23].

a.

o 7 O

Figura 1.24: Variables de teorema de cambio de polo.

= n N n
Suponemos conocido: My = Ti X @; y queremos calcular: Mo = Y 7 x @;. Como
= i=1

ri=rp+7; v aplicando la propiedad distributiva del producto vectorial:
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pero ademas:

Mo =7 x R+ Mp (1.24)

“El momento resultante del sistema con respecto a un punto O’ (MO/) es igual al momento
resultante del sistema con respecto a otro punto O(Mp)mas el momento con respecto a O’ de
la resultante del sistema (R) aplicada en el punto O (7', x R)"

1.23.1. Casos particulares en que coinciden los momentos en dos

puntos
e A i, =0=0"=0
i)
g B) R =0

Cuando la resultante del sistema de vectores es nula, el momento del sistema con respecto
a un punto es independiente del punto elegido para calcularlo.

El ejemplo mas simple de sistema de vectores deslizantes con resultante nula es el conocido

como PAR DE VECTORES (Fig.|1.25)): “Sistema formado por dos vectores de igual médulo,
rectas soporte paralelas y sentidos opuestos™.

i 4 o
=
s
(-]
non
[
&
@hn
)
¢ O
£

Figura 1.25: Par de vectores.

Como ya hemos demostrado si R = 0 el momento resultante es independiente del punto
elegido para calcularlo [1.24].
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MO/:”/_’IOXR’—FMOZMO

Este momento vale MO = T X d; + Ty X dy que con d; = —dy y aplicando la propiedad
distributiva del producto vectorial:

— —

MO:(Tl—T2>XCL1:T21X6L1; o1 = T1 — 7o

cuyo médulo es ‘MO‘ = |F1a| |@1] sin p = |@1| d siendo d la distancia que separa las rectas soporte
de ambos vectores y ¢ el angulo que forman 73, y dj.

El par de vectores es un sistema caracterizado por ser equivalente a un momento de valor
conocido y aplicado en cualquier punto del espacio (vector libre).

Si disponemos de un sistema formado por un conjunto de pares de vectores, la resultante
(ﬁ) del sistema seguira siendo nula, e independiente del punto elegido para reducir el sistema;
cada uno de los pares es equivalente a un tinico vector momento que, como ya sabemos, es un
vector libre.

Asi, el sistema serd equivalente a un unico vector momento obtenido como suma de los
momentos de cada uno de los pares:
R=0; Mp= Z Mo,
i

El concepto de par de vectores es util para completar el significado fisico de las fuerzas
aplicadas a un sélido rigido. El principio de transmisibilidad permite tratar las fuerzas aplicadas
a un solido rigido como vectores deslizantes. Los efectos mecanicos de las fuerzas no cambian
si estas se trasladan a lo largo de su recta de accién (recta soporte). Pero, ;jqué ocurre si lo
que se pretende es trasladar la fuerza a un punto que no esté sobre su recta soporte (es decir,
paralelamente a si misma)?

_F 5

0
0

Figura 1.26: Reduccién de una fuerza a un punto diferente.

Supongamos un sélido sometido a una tnica fuerza F aplicada en el punto A (Fig. . Se
trata de aplicar la misma fuerza F en otro punto B del sélido de forma que los efectos fisicos
(mecénicos) sean los mismos que cuando estaba aplicada en A.

5
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Anadimos un sistema con resultante nula y momento resultante con respecto a cualquier
punto también nulo. Este sistema estard compuesto por dos vectores iguales y opuestos aplicados
en un mismo punto, en este caso el punto B. Considerando ahora el conjunto de las fuerzas
tendremos un sistema con resultante B = F aplicada en B y un par de momento M B =TpaX F.

Si en lugar de una tnica fuerza F hubiera n fuerzas, se puede seguir el mMismo proceso para
cada una de ellas y, en definitiva, el sistema seria equivalente a una resultante R = Z E, y un

momento resultante M B=>. M Bi-
i

C) 7, paralelo a R.

El momento resultante del sistema con respecto a puntos situados en una misma recta
paralela a la resultante (R) es el mismo.

La direccion de la resultante define rectas paralelas a ella y caracterizadas cada una por
el hecho de que el momento resultante del sistema es el mismo independientemente del punto
de la recta elegido para calcularlo. Dada una recta r; paralela a la resultante (é), el momento
resultante del sistema es el mismo con respecto a cualquier punto de esa recta. Para otra recta
paralela a ﬁ, ro ocurrird igual, aunque el momento no tiene por qué valer lo mismo.

Figura 1.27: Campo de momentos.
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