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Movimiento relativo

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior hemos estudiado el movimiento de puntos con respecto a un tnico
sistema de referencia. Trataremos ahora de generalizar lo estudiado para el caso de dos o mas
sistemas de referencia.

Suele ocurrir que la complejidad de un problema se reduce notablemente cuando somos
capaces de elegir convenientemente los sistemas de referencia y descomponer el movimiento
original en un conjunto de movimientos mas sencillos. En numerosas ocasiones se conoce el
movimiento de una particula con respecto a un cuerpo, también con movimiento conocido (por
ejemplo, un avién) y en el que podemos fijar un sistema de referencia que, al estar ligado al
cuerpo, se movera de forma conocida con respecto al sistema de referencia en el que queremos
estudiar el movimiento (por ejemplo, la tierra). Es en estas condiciones en las que serd aplicable
lo estudiado en este capitulo.

También nos sera de utilidad cuando estudiemos la cinematica de los solidos rigidos, ya que
identificaremos el movimiento de los sélidos con el movimiento de sistemas de referencia ligados
solidariamente a ellos.

Aplicaremos por tltimo los conceptos de movimiento relativo cuando tengamos necesidad
de aplicar las leyes de la dindamica en sistemas de referencia no inerciales, que seran definidas
convenientemente mas adelante.

Utilizaremos en todo el capitulo la denominacién sistema de referencia fijo y sistema de
referencia movil para referirnos al sistema de referencia con respecto al cual queremos estudiar
el movimiento (fijo) y al sistema de referencia auxiliar que nos ayudara a que el estudio resulte
més sencillo (mévil), pero no hay que olvidar que es una forma de hablar y que, en el estudio
cinematico, no hay ninguna necesidad de que exista algin sistema de referencia realmente fijo
(por otra parte cabria preguntarse {fijo respecto a qué?) y que basta con conocer el movimiento
de un sistema de referencia respecto a otro.

3.2. Derivada de un vector en dos sistemas de referencia
en movimiento relativo. Teorema de Coriolis.

Sean dos sistemas de referencia S y S’ cartesianos, con origenes O y O’ y ejes X,Y,Z y
XY’ 7’ respectivamente (Fig. |3.1]).
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.2

El triedro S’ se puede mover de forma cualquiera con respecto al S (es decir, O’ puede
desplazarse y los versores i, j’ y k' pueden cambiar su orientacion).

o

J

5' = MOVIL

S =FO

Figura 3.1: Sistemas de referencia fijo y mévil.

Ya sabemos que un vector es invariante independientemente del sistema de referencia. En
un instante determinado un vector @(t) tendra una representacién en S

d = a,i + a,j + a.k (3.1)
y otra en S’
a=ayi +a,) +ak’' (3.2)

Estas expresiones, en general, seran funcién del tiempo y variaran de forma distinta en cada
sistema de referencia. ;Existe alguna relacion entre estas variaciones con el tiempo del vector
a? Es lo que tratamos de determinar. El problema que hemos planteado es el de relacionar las
derivadas temporales cuando éstas son realizadas (observadas) por dos observadores situados
uno en cada sistema de referencia.

Para un observador situado en S’, derivar la expresion [3.2] resulta muy simple, pues solo
varfan con el tiempo los escalares a’;, a’, y a’,, mientras que los versores i, j" y k' son constantes.

da da'y~ dd'y da’, -
) T @t ad Tk (3.3)

S/

Los subindices utilizados en las derivadas (> nos sirven para indicar el sistema de
S/

referencia en el cual se estan realizando. En el caso de la variacién con el tiempo de funciones
escalares no existe ambigiiedad en cuanto al sistema de referencia desde el que se realiza la
derivada ya que ésta es la misma en cualquier sistema de referencia de acuerdo con el concepto
newtoniano de tiempo absoluto.
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.3

Si el observador esta situado en S, todo en la expresion [3.2] varia con el tiempo. Varian los
escalares (de igual forma que para un observador en S’) y también varfan los versores i, 5’ y

k' (no en médulo pero si en direccién).

da dd'y dd'y-, dd,-, , (di (df ik
=) = K = — — 3.4
<dt>5 ae a0 e ) )T ) (3:4)

Observemos que los tres primeros sumandos del segundo miembro de la expresion [3.4]
coinciden con el segundo miembro de la ec. [3.3]. Asi,

dd) <da> , (ﬁ) , (dj'> , (dE)
— | =5 ‘a5 | ta,l| =) ta | (3.5)
(dt s \dt), dt ), v\ dt ) dt |

Se trata ahora de calcular las derivadas de los versores del sistema S’ desde el sistema S. Hay
que determinar las tres componentes de cada uno de los tres vectores derivada. Es decir, nueve
incégnitas. Pero veremos enseguida que los vectores que estamos derivando tienen una serie de
caracteristicas (médulo constante y dngulo constante entre ellos) que restringen notablemente
este nimero de incognitas.

Imponemos primero la condiciéon de mddulo constante. Sabemos (apartado 1.19.3) que
la derivada de un vector de moédulo constante (en este caso unidad) es perpendicular al

di’ 5
propio vector. Si (dt) es perpendicular a i’ y recordando la definicién de producto vectorial
S

(apartado 1.13), necesariamente existird un vector p’ que multiplicado vectorialmente por i

—

-/
, . U . . .
dé como resultado su derivada <> .Y lo mismo ocurrird para las derivadas de los otros
S

versores, j' vy k.

di' S . di’ o
m SLZ = 39 = (p1,p2,p3) | ym S=p><z (3.6)
d—.*, ~ =2 ~
<dt> J—]/:>E|q_': (Q1>Q2aCI3)’ <t> :JX]/ (37)
S S
dk’ . . dk’ -
(dt) SL k' = 3r = (ry,re,13) | (dt) . =7 x K (3.8)

Al hacer estos tres productos vectoriales, nos damos cuenta de que en cada uno de ellos hay
un valor arbitrario (precisamente el de la componente del vector correspondiente p, ¢ o 7, en la
direccion del versor por el cual estamos multiplicando vectorialmente)

il rjow L
(dt> =\|p p2 ps|=p3j — Dk (3.9)
S 1 0 0
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.4

dj ' Zl ;, W = o
<dt> =|la @ ¢ |=-—@l+aqak (3.10)
s 0 1 0
iR A
: ] T 2T =791 — 11 (3.11)
Aoy s 10 01
j%; Las componentes que pueden tener cualquier valor son entonces pi, qo vy 73. Apliquemos
= ahora la condicién de que los versores 7', j' y k' son ortogonales,
G
1—?‘ P17 =77 =0
,::: derivando esta expresion con respecto al tiempo desde el sistema S se tiene:
@ (d@> a7 (CU) 0
e
= dt ) ¢ dt ) ¢
IE recordando [3.9] y [3.10] y efectuando los productos escalares resulta
@
o ps = as (3.12)
=22
F:;J y haciendo lo mismo para j' v K y para iy K llegamos a
5] G =r (3.13)
45
"B Recordemos que p; puede tomar cualquier valor, en particular podemos asignarle el
) correspondiente a ¢; y r1. También ¢y es arbitrario y le podemos asignar el mismo valor que ps
() y T2, ¥ lo mismo ocurre con r3 al que podemos asignar el valor obtenido para p3 y ¢3. Es decir,
o llegamos a la conclusion de que de las nueve incégnitas iniciales, solo hay tres independientes y
2l - = = . . .
E que los tres vectores p, ¢y 7 utilizados en las expresiones [3.6], [3.7] y [3.8] pueden ser iguales,
=5 ya que
: Pr=q1=T1;P2=¢q2=T2;P3 =(3 =173
&
&2
‘f‘ y por tanto,
g
55 A este tnico vector, cuya interpretacién fisica veremos més adelante, le denotaremos por €2
& y a sus componentes en S por {21, (s y 23, de modo que
@
-ﬁ_j‘:j
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.5

Sustituir las expresiones , y en nos permite obtener la relacion entre las
derivadas de un mismo vector efectuadas desde dos sistemas de referencia diferentes, también

llamado teorema de Coriolis, que es

da di ,
=) = (= G xa 1
(@), (@), ~x 029

Para un vector b de médulo constante y fijo en el sistema de referencia S’ (caso de los
versores ', j' y k') su derivada desde S’ serd nula y, por tanto, su derivada desde S es:

db I
(ﬁ)s_ﬁxb (3.17)

Recordemos que, por ahora, el vector 2 que aparece en la relacion || ni es conocido ni
tiene una interpretacion fisica. Resolveremos estos interrogantes en el siguiente apartado.

3.3. Relacion entre los vectores velocidad en dos
sistemas de referencia en movimiento relativo.
Composiciéon de velocidades.

Figura 3.2: Vectores de posicién de una particula P en los sistemas de referencia
fijo S y mévil S”.

Utilicemos dos sistemas de referencia como los descritos en el apartado anterior. Sean el
sistema S’ -que consideramos “moévil”- que se mueve con respecto al sistema de referencia S
-que consideramos “fijo”- y una particula material que tiene un movimiento cualquiera con
respecto a ambos (Fig. , y sean 7p el vector de posicion de la particula material P en
el sistema de referencia S, 75 el vector de posicién de la particula material en el sistema de
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.6

referencia S’y 7o el vector de posicion del origen O’ del sistema de referencia S’ con respecto
al sistema S.

Recordando la definicién de velocidad instantanea, la particula material tendra velocidades
Up v Up, medidas en S y S’ respectivamente, dadas por

drp
(1) o

dr,
= | =£ 3.19
P ( o >5/ (3.19)

A la velocidad vp de la particula material medida en S la llamamos “velocidad absoluta”.
A la velocidad vp de la particula material medida en S’ la llamamos “velocidad relativa”.
En general, utilizaremos el término “absoluto” para referirnos a cantidades medidas por el
observador en el sistema de referencia S y emplearemos el término “relativo” para referirnos a
cantidades medidas por el observador en S”.

"Ul

=

Conviene insistir en que el término “absoluto” es puramente de nomenclatura, sin que vp
sea una velocidad absoluta en el sentido de la mecénica newtoniana, ya que no conocemos el
movimiento del sistema S. Solamente cuando el sistema S fuese un sistema fijo en el espacio
absoluto podriamos utilizar dicho término con propiedad.

Se puede encontrar una relaciéon entre estas velocidades derivando, desde el sistema S, la
ecuacion que relaciona los vectores de posicion de la particula material en cada uno de los dos
sistemas con el vector de posicién del origen de coordenadas de S’ respecto de S, que es

— — —
p=To +7Tp

(i)~ (). (7)

dt ) dt ) dt )

Aplicando la ecuacion [3.16] queda:
dr’p dro dr'p -,
— | = — Q 3.20
(), (), + () v 62

dFy
dt

y resulta

N}

Teniendo en cuenta [3.18] y 3.1

y designando ( ) por Yo (que es la velocidad con
S

que se mueve O’ en el sistema ) resulta:

— —

p:UP+1_)'O/+Q)X7:VP (321)

7 7
El término d—f se obtiene entonces de sumar dos vectores. Uno de ellos d:) que
S s’

es nulo si el punto P esta fijo al sistema S’, es decir, si un observador ligado al sistema S’ ve el

‘Fraian
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.7

punto P en reposo. Eso significa que este término, al que hemos llamado ¢, mide realmente la
velocidad del punto P con respecto al sistema de referencia S’ y que en esta velocidad no influye
para nada en el movimiento de S’. El otro sumando, Q x 7, se obtiene de derivar los vectores
unitarios (;’, 7, K ) que definen en cada instante las direcciones de los ejes del sistema S’. Si
estas direcciones no variaran en el tiempo, es decir, si el sistema S’ no girara con respecto al S,
este término seria nulo. Si recordamos la expresion [3.52] vemos 5 que para que este sumando sea
una velocidad, Q) debe ser una velocidad angular de rotacion. Q) mide los cambios de direccion
de los versores de S’ con respecto a direcciones fijas cualesquiera (en este caso las i j, kde S ).

Podemos interpretar ya todos los términos de la férmula :
Up = velocidad absoluta (medida en el sistema S)

U = velocidad relativa (medida en el sistema S”)

Tor + € x 7» = velocidad de arrastre.

. Qué significa fisicamente la velocidad de arrastre? Volvamos al caso particular de un punto
@ fijo al sistema “mévil” S’ (Fig. [3.3). La velocidad relativa de @) (¢},) sera nula.
y g Q

Figura 3.3: Vectores de posicion de una particula @ fija en el sistema movil.

Uor es la velocidad con la que se desplaza el punto O’ (origen del sistema de referencia
movil §7). Es decir, estd midiendo la velocidad de “traslacion” del sistema mévil con respecto
al fijo. O x 7o mide la rotacién de @ alrededor de un eje que pase por el punto O’. Como @Q
estd fijo al sistema movil S’, este sistema gira alrededor de ese eje con esa velocidad angular.
Nuevamente nos damos cuenta de que el vector ) es fisicamente una velocidad angular de
rotacion instantanea del sistema maévil con respecto al fijo.

La suma de estos dos términos se llama velocidad de arrastre porque es la velocidad de un
punto con el movimiento del sistema maévil y, por tanto, como si estuviera ligado a éste. Hemos
descompuesto el movimiento completo (absoluto) de un punto P en dos: uno que llamamos
relativo y que es el movimiento que tiene el punto P con respecto al sistema de referencia movil
S’y otro que llamamos de arrastre que es debido al movimiento del sistema de referencia maévil
S’ con respecto al fijo S y que se puede obtener considerando el punto P fijo al sistema S”.
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.8

Asi, la expresion [3.21] también se puede escribir como

— = —
Vabsoluta = Urelativa + Varrastre

donde, recordando la nomenclatura utilizada se tiene que:

Ugbsoluta = VP T
dt )

- _ drp
Urelativa = Up =
dt )

— d'T_”O/ —
— — — —
Uarrastre = Vo' + 2 x 'p = ( + Q x Tp
S

dt

3.4. Relacion entre los vectores aceleraciéon en dos
sistemas de referencia en movimiento relativo.
Composicién de aceleraciones.

Manteniendo los mismos criterios que en el apartado anterior, llamaremos aceleracion
absoluta del punto P (y la designaremos por dp) a la variacion medida por un observador ligado
dvp

dt
aceleracion relativa (y la designaremos por @) a la variacién medida por un observador ligado

al sistema de referencia S del vector velocidad absoluta. Es decir, ap = < ) . Llamaremos
s

v,
al sistema de referencia S’ del vector velocidad relativa. Es decir, @p = <dtp> .
S/

Para encontrar la relaciéon entre ambas derivaremos con respecto al tiempo la expresion

[3.21] desde el sistema S

. dﬁp> (dﬁp> <d60,> (d L
ap=—1] =—] + + | = (2 x 7p) (3.22)
( at ), " \at ), \Car )T\ .

Aplicamos la relaciéon [3.16] entre las derivadas en dos sistemas de referencia y tenemos

(dvp> = (d””> O x (3.23)
S S’

dt dt

y también se verifica:
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.9

(3.24)

Hagamos algunas observaciones sobre los términos que aparecen en [3.24]. Se define la
aceleracion angular del sistema S’ respecto al sistema S como:

TN T \a) T
S S’

Las derivadas en Sy S’ son idénticas en este caso, ya que al cambiar de sistema de referencia
nos aparece el término €2 x €2 que es nulo. Esto significa que la aceleracion angular @ del sistema
de referencia S’ con respecto al S es la misma medida en un sistema que en otro.

g
Hay también un término ya conocido: <P> es la velocidad relativa de P. Asi, la expresién
Sl

dt
[3-24] queda:

—

d = s - -
<dt(Q X m) = (dt) X 7+ @ x T + @ x (O x ) (3.25)
S s

dl_)b/
dt

Sustituyendo [3.23] y [3.25] en [3.22] y llamando dor = (

) a la aceleracion de O’
s

medida por un observador ligado al sistema S tenemos
6p:c?’P—|—c7O/—|—o7><F'P+ﬁ><(ﬁxﬁp)+2ﬁx17p (3.26)

Identificamos el término correspondiente a la aceleracién relativa (aunque ya sabemos que
es, por definicién, @) haciendo nulos aquellos términos en los que intervengan movimientos
del sistema movil. Es decir, suponiendo nulos los términos correspondientes a la traslacion del
origen (@o) y a la rotacion de los ejes (todos aquéllos en los que aparezca ) o su derivada).
Asi, vemos que el tinico término no nulo es

v,
—/ P
dt )

Tratamos ahora de identificar cada uno de los sumandos correspondientes a la aceleraciéon
de arrastre. Recordamos que el concepto de arrastre va ligado inicamente al movimiento del
sistema de referencia maévil (traslacion del origen y rotacion de los ejes). Para ello supongamos
que la particula material no se mueve con respecto a S’. Asi, seran nulos aquéllos términos en

‘Fraian
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.10

los que aparezcan velocidades o aceleraciones relativas (7, o @p). La aceleracién de arrastre
serd entonces

— d = =
CLO/—FEXFIP—FQX(QX"_’IP)

donde claramente identificamos el término correspondiente a la traslacién del origen (do/) y
las dos componentes, transversal y normal de la aceleraciéon debida al giro de los ejes méviles,

ds2 =z
= X ey X (Q X FP) respectivamente.

El dltimo término que no queda englobado en ninguno de los anteriores es 20) x Up y recibe
el nombre de aceleracion complementaria o de Coriolis. Aparece por el efecto combinado del
giro de los ejes moviles y del movimiento relativo de la particula material con respecto a ellos.

Resumiendo, la expresion [3.26] se puede escribir también como

Qabsoluta = Qrelativa + Aarrastre + Qeoriolis

donde, recordando la nomenclatura utilizada

Agbsoluta = Ap = dt
S
—)/
. ., [(dvp
Qrelativa = Ap =
t ~

ds? - -
> = — —
Qarrastre = A0’ + % X 7rp+ Q x (Q X TP)
— = —
eoriolis = 281 X Up

Existe un caso particular interesante que sera estudiado con detalle en dinamica que es aquel
en el cual observadores situados en dos sistemas distintos que estén en movimiento relativo uno
con respecto a otro observan para una particula material la misma aceleracion. Es decir, cuando
dp = dp. De la ecuacién deducimos que esto solo ocurre cuando el sistema maévil §7 no gira
con respecto a S (ﬁ y su derivada son nulas) y ademads el origen O’ se desplaza con velocidad
constante (dor = 0). Es decir, cuando el movimiento de S’ con respecto a S es de traslacion
rectilinea y uniforme.

3.5. Composicion de rotaciones

Como hemos visto, el movimiento general de un sistema S’ de referencia respecto a otro S
viene representado por una traslaciéon de conjunto definida mediante los vectores velocidad y
aceleracion vo: y dos del origen de S, referidos a S, y por una rotaciéon instantanea, determinada
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.11

por el vector velocidad angular de rotacion 0 y por el vector aceleracion angular & del sistema
S’ respecto al sistema S (Fig. [3.4(a)).

Los valores de () y @ (con () no paralelo a @ en general) son tnicos para un unico sistema
de referencia S’ en cada instante de tiempo. Como un sistema de referencia suele estar ligado a
un solido rigido, lo anterior es aplicable a sélidos rigidos de la misma manera: un sélido rigido
solo puede tener una Unica rotacién instantanea respecto a un sistema de referencia S.

La situaciéon anterior es simétrica. Un observador ligado a S’ vera que el sistema S se mueve
respecto a €l con una rotacién instantanea con velocidad y aceleraciéon angular dadas por:

a.. —

S % s
s v, }\ o fijo

- o
al
! 0
o movil P
—-

» o
fijo (a) il {b)

Figura 3.4: Propiedades cinematicas relativas reciprocas entre dos sistemas de
referencia.

Sin embargo, esto no es cierto para la velocidad y aceleracién del origen. Es decir, no se
verifican las igualdades entre las siguientes magnitudes:

U+~ # —ior

La razén es debida al teorema de Coriolis, asi por ejemplo, para la velocidad:

—
o _ (do0
O\ a4t
S/
400" 400" L d0'0 L L =
’[70/: ?S: dtS/+QXOO/:_ dtS,+QXO /:—'l_}vO—QXO/O

Y para la aceleracion, teniendo en cuenta la expresion anterior queda:
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dU/

—/ O

do = (d)
t 5

. , d(Qx 00
— d/UO/ dUO’ = N d’U,O ( — .
;5 = = Q ;) = — | — _— Q /
o (dt )s (dt )S’+ e <dt S’+ dt o

S/

s

. (d00 . -
Gor = —dytd x 00 — (1 x )

—> — — —
C5 | X i = —dp—d x 00 26 x 7—G x (Q x 0’0
S/

En ocasiones, y por simplicidad, se suelen representar los vectores caracteristicos de la
rotacién de un sistema S’ (o de un sélido rigido) respecto a otro S en componentes mediante

Q= Qi+ Q)+ Q.k
ds

o = agt +ay) + ok

QL
I

donde hay que interpretar €2, €, y . como las componentes del vector velocidad angular
instantanea de rotaciéon, tnico, de S’ respecto a S y nunca como rotaciones independientes
aplicadas sobre el mismo sistema de referencia o sobre el mismo sélido rigido, segin sea el caso.
Las mismas consideraciones son aplicables para el vector aceleracion angular a.

No obstante, es posible definir sistemas de referencia moviles que incluyan los movimientos
diferentes de dos o mas sélidos rigidos y, en este caso, la rotacién del sistema vendra dada por
la composicion de las rotaciones de los sélidos cuyos movimientos incluye.

Figura 3.5: Composicién de rotaciones.

Considérense tres sistemas de referencia S, S’ y S”, cada uno de ellos ligado a un tnico
solido. Sean €2y y @; la velocidad angular y aceleracion angular de S’ respecto de S'y s y @
las correspondientes de S” respecto a S’ (Fig. [3.5(a)). Obtenemos a continuacion la expresion
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FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.13

de la velocidad angular Q y de la aceleracion angular & de rotacién de S” respecto de S (Fig.
3-5(b)).

La velocidad angular de la rotacion compuesta de S” respecto de S viene dada por
Q=0+,
por la definiciéon de vector velocidad angular.

La aceleracion angular la obtenemos derivando la expresion anterior respecto al tiempo en

Q2 d ~ = o A2, sy s, - =
(dt) <dt(Ql+Q2)> (dt) +(dt) (dt) +(dt) TR
S S S S S’

y como, por definicién
L (d B S, B Sy
a=|— a; = | — sy = | —=
dt ! dt ? dt
s S s’

—

&:&1+&2+91XQQ

S:

resulta

El término ﬁl X Qz representa la aceleraciéon angular de arrastre, que explica el cambio en
direccion de QQ debido al hecho de que es arrastrada por la rotacién Ql. No puede hacer variar
el médulo de €2, ya que es perpendicular a ella. Siempre tiene la forma “(velocidad angular que
arrastra) x (velocidad angular arrastrada)”.

El procedimiento anterior se puede aplicar a un numero cualquiera de rotaciones
independientes (es decir, que actian sobre sélidos con movimientos diferentes entre si pero
sometidos a ligaduras mutuas) en las condiciones especificadas.

3.6. Notacién numérica y notaciéon con primas

A continuaciéon se explica una notaciéon numérica méas sistematica a la hora de resolver los
problemas de movimiento relativo. Esta notacién es util especialmente cuando se necesitan usar
varios triedros de referencia para descomponer el movimiento tanto en el caso de la cinematica
de la particula como en el caso de la cinematica de solidos, que estudiaremos mas adelante, y
donde se tienen varios sélidos en movimiento relativo unos respecto de otros, por ejemplo, en
engranajes.

En la Fig. se muestra el sistema equivalente al de la Fig. y las variables que usa.
En la Fig. se representan tres triedros de referencia S, S7 y Sp. Ademads, para visualizar
mejor su movimiento, estos triedros se consideran ligados cada uno de ellos a un sélido, sélido
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que suele ser real en estos problemas. En el caso de la cinematica de la particula, el triedro
ligado a ésta (triedro Ss, y cuyo equivalente no aparece en la Fig. |3.2) queda indeterminado,
ya que, la condicion de que la particula esté fija en este triedro no lo determina univocamente.
No obstante, las variables cinematicas de giro y de movimiento del origen de este sistema Sy no
seran necesarias para resolver el problema. En el caso de la cinematica de sélidos, la particula
cuyo movimiento se considera es un punto del tltimo sélido y que, por tanto, es fijo en el sistema

Sy.

Figura 3.6: Notacién numérica con tres sistemas Sa(O2; X2,Ys, Zs),
S1(01; X1, Y1, Z1) y So(0; XY, Z).

Detallemos mejor la notaciéon numérica. En primer lugar se consideran unos ejes fijos
So(0; X, Y, Z) con origen en O (sistema equivalente al S de la Fig. . Tenemos a continuacion
un triedro en movimiento relativo respecto a Sy que serd el S;(Oy; X3, Y1, Z1) con origen en Oy
(sistema equivalente al S’ de la Fig. [3.2]). Respecto a este triedro tenemos un segundo triedro
en movimiento, el Sy(Oq; X5, Y5, Z5) con origen en Os. Este ultimo triedro no tiene equivalente
en la Fig. ya que, en el caso de la cinematica de la particula, la condiciéon de que ésta sea

fija en este triedro lo deja indeterminado.

@n
e

= . .

& En esta notacion definimos:

®

= ) . .y . . ,q. . .

p ] 7“5 como el vector de posicion del punto P fijo al sistema o sélido .S; relativo al sistema

de referencia S, por tanto, con origen en el punto O;.

5= o @’ como la velocidad o aceleracion, respectivamente, del punto P fijo al sistema o

fj B Vi Oy

& solido S; medido por el sistema de referencia S;

@ = &;; 0 @;; como la velocidad o aceleracién angular, respectivamente, del sistema o sélido
J S; medido por el sistema de referencia S;.
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Para ver la equivalencia con la notacién con primas utilizada en los apartados [3.3] y [3.4]
volvamos al caso de la Fig. 3.6 La particula P, que es fija en el sistema Sy, se mueve de
manera relativa respecto al triedro S; (sistema S’), y de manera absoluta respecto al sistema
So (sistema S). En la notacién con primas la velocidad absoluta de P es la velocidad relativa
de P respecto al sistema de referencia mévil S’(S;) méas la velocidad de arrastre debida al
movimiento de S’(S7) con respecto al sistema absoluto S(Sy) considerando la particula P fija
al sistema S’(S7), y por tanto, con su movimiento. De este modo la ecuacién resultante es:

—

p:UP—FUO/—{—CD)X?:’P (327)

siendo & la velocidad angular de rotacion de S7(S;) respecto de S(Sy), 7 €l vector de posicion
de la particula P relativo al sistema de referencia S’(S1) (el vector va del origen de S’(S;) a la
posicion de la particula P) y U la velocidad del origen del sistema S’(S7), O" = Oy, respecto
al sistema S(.Sp).

En la nueva notacion, la velocidad absoluta del punto P (Up) es la velocidad de ese punto
(fijo al sistema Sy) medido por el sistema de referencia Sy, y se denota por o, y su valor se
obtiene por la ecuacion:

donde:

» Wi = & es la velocidad angular del sistema S7(S’) medido por el sistema de referencia

So(S).

» 7L = 7 es el vector de posicién del punto P fijo al sistema S, relativo al sistema de

referencia S1(S”), y por tanto, con origen en el punto O; = O'.
» 7L = U es la welocidad relativa del punto P fijo al sistema Sy relativo al sistema de
referencia S;(S7).

= 7S = o es la velocidad del origen de coordenadas Oy (O, = O'), fijo al sistema o s6lido
S1(S7), medido por el sistema de referencia Sy(S5).

En esta notaciéon es facil comprobar que la velocidad de arrastre del punto P, o velocidad
de este punto como si estuviera ligado al sistema o sélido S; (es decir, no su velocidad real), se
puede escribir como:

— o —»Ol — —P
Uip = U + Wi X Ty (3.29)
con lo que la ecuacién [3.28] se puede escribir de forma mas compacta como:
—P

vy = o5 4+ vl (3.30)

Aqui se observa por tanto una de las ventajas de este método y es que permite configurar
simbolicamente mejor las ecuaciones, eso si, a costa de complicar su escritura.

‘Fraian



FISICA 1 Teoria: Movimiento relativo 3.16

De modo analogo se puede encontrar una equivalencia para la aceleracion absoluta de P
(dp), es decir, la aceleraciéon del punto P medida por el sistema de referencia S(.Sp) (sistema
absoluto). En la nueva notacién esta aceleracién se puede escribir como @k, (= @p). La expresion
para la composicién de aceleraciones en la notacién con primas vista previamente (ec. |3
es:

dp = dp + dor + A X Tp + & X (I X 7p) + 24 X Up (3.31)

mientras que en la notacién numérica que estamos estudiando en este apartado es:

ny = Ay + A7g + Qo X Ty + Wi X (ww X 7’21) + 2@ X Uy (3.32)

de donde:

» aF = a) es la aceleracion relativa del punto P, fijo al sistema o sélido S,, medido por el

sistema de referencia S;(.S”).
= @) = dor es la aceleracién del punto O1(0’), origen de coordenadas del sistema S (S”),
fijo al sistema o sélido S;(.S”), medido por el sistema de referencia Sy(S5).

= djp = @ es la aceleracion angular del sistema S;(S”) medido por el sistema de referencia

So(8).

Y los demaés términos ya han sido explicados en la expresién de la velocidad.

Nuevamente, en esta notacion la aceleracion de arrastre, o aceleracion del punto P no en su
movimiento sino como si siguiera uno en el que estuviera ligado al sistema 57, se puede escribir
como:

dfy = @S + 1o x 7 + G x (D10 x 73, (3.33)

con lo que la ecuacién queda:
asy = ah +aty + 2010 x 5 (3.34)
Por tanto, aunque en esta notacién la ecuacién se escriba mas laboriosamente, permite

trabajar con ecuaciones mas compactas y ordenadas simbolicamente.

En la notaciéon numérica, el movimiento absoluto sera el movimiento de S respecto a Si,
movimiento al que llamaremos de forma abreviada movimiento Ss/S, o simplemente 2/1. Por
su parte, el movimiento relativo sera el movimiento Ss/S; (0 2/1) y el de arrastre el movimiento

Sl/S(] (O 1/0)
Ejemplo:

Un ejemplo de resolucion de un problema de movimiento relativo utilizando estas notaciones
se muestra a continuacién. Consideremos el sistema articulado de la Fig. [3.7. En esta figura se
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muestra un brazo en forma de L (BDC) que gira en el instante mostrado alrededor de un eje
OY con una velocidad angular @ = wj (w > 0), y con aceleracién angular & = aj (o > 0). En
el extremo B del brazo hay una varilla BA articulada que gira libremente respecto del eje DB
del brazo con velocidad angular & = W'k (w' > 0), y aceleracién angular @ = o’k (o/ > 0).
Vamos a mostrar como calcular la velocidad y aceleracién del extremo A de la varilla en el
instante dibujado respecto al sistema de ejes fijos OXYZ también dibujado.

le
>0,

s

2
R

X

Figura 3.7: Brazo (BDC) en rotacién respecto a un eje fijo OY, con una varilla
BA fija y articulada en el extremo B del brazo girando respecto a
éste en torno a su eje DB. En la figura se dibuja el sistema fijo y la

e posicién de brazo y varilla en el instante de interés del movimiento.

@ Podemos definir dos triedros mas, ademas del fijo, cada uno de ellos ligado a un sélido
y, cuyo origen se encuentre preferiblemente en el eje de giro del mismo. En la notacion
numérica, el triedro fijo o absoluto lo etiquetamos como Sy(O = D; XY, Z). Los ejes mdviles
son: el S1(0y = D; X,,Y 4, Z;), con origen también en el punto D, ligado al brazo y por tanto
con velocidad angular &y = & y aceleracién angular @iy = & relativa al sistema Sy, y el
S2(0Oy = B; X5,Y 9, Zs), con origen en B, cuyo movimiento se puede relacionar méas facilmente
con el sistema S; utilizando los datos de velocidad y aceleracién angular &’ y @ del enunciado.
Teniendo en cuenta la rotacion de la varilla respecto del brazo, se tiene que la velocidad y
aceleracion angular del sistema Sy relativo al sistema Sp es: Wy = &' v da; = @' Tal y como
hemos dispuesto el sistema S1, su origen O; = D carece de velocidad o aceleracion respecto
q del sistema Sy, es decir: 75 = 0y @} = 0. Ademds, si necesitdramos fijar espacialmente los
&) triedros podemos suponer que en el instante en el que se pide resolver el problema, instante de
interés, los unitarios de los tres triedros coinciden.

Teniendo en cuenta lo anterior, las velocidades y aceleraciones absolutas de A (respecto al
sistema fijo, movimiento 2/0), en ese instante, son, ecs. [3.28] y [3.32]:

A
Vg = U + U + Gro X 7y = 05 +wj x DA

- > 1A 2=
gy = oy +a 5 +@10 X7 +E10 X (wlo X 7"10) +2@10XTY, = a9 +ay ><DA+w]>< (w X DA)—l—ng X Th,

N\ =
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Para calcular las magnitudes relativas: #5, y @b, a partir de datos del enunciado debemos
tener en cuenta que:

-O bien que el movimiento de A respecto del brazo es un movimiento circular con velocidad
y aceleracion angulares &' y @ respectivamente, es decir, que (ecs. [3.52] y [3.53]):

v =& x BA=uwk x BA

dg = @ x BA+@ x (& x BA) = o'F x BA+ ki x (wF x BA)

-O bien que el punto A es un punto fijo al sistema 2, y por tanto, cuya velocidad y aceleracién
es la de arrastre de dicho sistema. Ademéas debemos considerar que la colocacién del sistema
Sy es tal que su origen Oy = B carece de velocidad y aceleracion respecto del sistema Si, es
decir: 792 = 0y @9? = 0. En este supuesto, aplicando las ecs. y , se tiene:

S —
—A —A /
T = T 4 Ty X Ty = Gy X 7y = W'k x BA

- - - —
g = Gyp + Aoy X Ty + Wy X (6321 ><77§42) =d'k x BA+wk (w’k: xBA)

que son idénticas a las anteriores. En este ultimo supuesto, el sistema S3 en el que la particula
se encuentra fija, y que no ha sido definido previamente, queda indeterminado.

El resultado final es por tanto:

- = - - = - = - - - -
dj = o'k x BA+w'k x (wk x BA) + aj x DA + wj x (wj x DA) + 2wj x (w'k x BA

La notaciéon con primas permite resolver el problema sin hacer uso de una notacién tan
recargada. Consideremos los mismos sistemas de referencia anteriores, el fijo S = Sy (con origen
O=0y=D),el =25 (conorigen O’ = O = D) yel S” =5, (con origen O" = Oy = B). El
sistema S’ tiene una velocidad angular & y una aceleracién angular & relativa a S, y el sistema
S7” tiene una velocidad angular &' y una aceleracién angular &’ respecto de S".

Las velocidades y aceleraciones absolutas de A, en ese instante, son, ecs. [3.27] y [3.31]:

- =
Ua =04 +00 +d X7y =04 +wjx DA (3.35)

G = Ay +ao+aAXT+DX (D X 7y) 420X Ty = @y+ajx DA+wjx <w X DA)+2wj><17’A (3.36)

Aunque ya lo hemos indicado previamente, el lector debe notar que al colocar el origen de
los sistemas de referencia en los ejes de giro de los sélidos, conseguimos que estos origenes no
tengan velocidad o aceleracién respecto al sistema absoluto anterior, es decir, el origen de S’
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O’, respecto del sistema S (o = 0y dor = 0), y el origen de S”, O7, respecto del sistema S’
(Tpn = 0y dpr = 0). Al igual que en la resolucion con notacién numérica faltaria por calcular
los términos relativos. Podemos igualmente recurrir al hecho de que el movimiento de A es
circular, o podemos hacer uso de la ecuacién de transformacion de velocidades del sistema S”
(relativo) al sistema S’ (absoluto), es decir:

dy=ady+dp, +a xy+d x (& x )+ 20 x )y =’k x BA+ W'k x (w'kaA)

donde hemos tenido en cuenta que el punto A es fijo en el sistema S” (vy = 0y @4 = 0).
Sustituyendo en las ecuaciones [3.35] y [3.36] se llega a idéntico resultado que por el método de
notacién numeérica.

Obsérvese que en el método que usa primas las variables simplemente van incrementando el
numero de estas conforme se van introduciendo sistemas de referencia. Este hecho le hace més
simple de aplicar aunque dichas variables no recojan toda la informacién que tienen las variables
del método numérico, informacién que queda en manos del buen entender del estudiante y no
del papel.
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