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INTERACCIONES BASICAS DE LA NATURALEZA

Interaccion | Intensidad | Alcance Sentido Fuente
(relativa)
Fuerte Fuerte (1) |Corto Atractivo o Estabilidad del
10-15 m repulsivo nucleo
(a muy cortas
distancias)
Electromagnética | Fuerte (10-?) | Largo Atractivo o Carga eléctrica
repulsivo
Débil Débil (10-12) | Corto No aplicable | Reacciones
<1017 m entre particulas
Gravitatoria Débil (10-49) | Largo Atractivo Masa
S‘i;aﬁg;e Ize;iscina Millan 71159 FS!EM‘!
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LEYES DE NEWTON

Dinamica: Estudia la relacion entre el movimiento de un
cuerpo vy las causas del mismo.

12 Ley: Principio de Inercia
Particula libre:
Particula que o bien no interacciona con el resto del
Universo o bien todas sus interacciones se cancelan.

F_; - 6 . —7
_________________ o BT Si S es inercial (SRI), una

SE— particula libre tiene aceleracion
nula

Sistema de referencia S
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LEYES DE NEWTON
12 Ley: Principio de Inercia
Todos los cuerpos perseveran en su estado de reposo o de
movimiento rectilineo y uniforme salvo que se vean forzados a
cambiar ese estado por fuerzas impresas.
Toda particula libre permanece en reposo o en movimiento
rectilineo y uniforme en un sistema inercial (SRI).

—_—

Ley de Inercia: p=mv, =cle

e

Cantidad de movimiento

S inercial
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LEYES DE NEWTON

12 Ley: Principio de Inercia

S’ es también inercial
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LEYES DE NEWTON
22 Ley: Principio de Proporcionalidad

En un sistema inercial, el cambio de movimiento es proporcional
a la fuerza impresa y se hace en la direccidn de ésta.

I}

ﬁzd—pzmd
dt

p es la cantidad de movimiento o momento lineal

M es la masa inercial

d_es la aceleracion

F'es la resultante de fuerzas y depende en el caso mas
general de la posicion, velocidad de la particula y del tiempo

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez
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LEYES DE NEWTON
3% Ley: Principio de Accion y Reaccion

Para toda fuerza de accion ejercida sobre un cuerpo hay
siempre una fuerza de reaccion (ejercida sobre el cuerpo
causante de la accion) igual pero de sentido opuesto.

Ejemplo &
Tierra Fuerzas de Atraccion Fuerzas de Repulsion
Gravitatoria en el apoyo de tipo
TG mner Sher Electromagnético
S. Ramirez de la Piscina Millan FS!E‘F]
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LEYES DE NEWTON
32 Ley: Principio de Accion y Reaccion

—

Matematicamente, para dos particulas 1 y | Fl.f.

a. =0

=-F,

Ley de Accion y
Reaccioén
. . dp. dp. dP -
+m.a. = p’-i—p’: =0
| dt dt dt

La cantidad de movimiento ]3 del sistema aislado formado
por | yj se conserva.

. Jimén nez z Lorenzo

.C. Jiménez Séaez

.Ra mlre z de la Piscina Millan
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LEYES DE NEWTON
32 Ley: Principio de Accion y Reaccion

Las fuerzas de accion y reaccidon pueden ser colineales
(principio fuerte) o no colineales (principio debil)

F,

\4

et
\\
0]

Principio débil:
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Principio fuerte: (7, — F)XF =0
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FUERZAS

La fuerza es la cuantificacion numérica que modela el
concepto fisico de interaccion.

2 —
d’r V(7o

dl‘2 F (1,

Ecuacién Diferencial ﬁ’(iﬂ',{i, [)=m 1 > 7 (1)

N

. Valores Iniciales
Ejemplos:
» Fuerzas centrales (centro de fuerzas): fuerza gravitatoria entre
masas siendo una mucho mayor que la otra.
» Macroscoépicas o de contacto: rozamiento, reacciones en los apoyos.

» Fuerzas de inercia: dependen del estado de movimiento del
observador.

e la Piscina Millan - -
] 15/159 Faian
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FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

Ley de Gravitacion Universal

Todos los cuerpos se atraen entre si
mediante fuerzas directamente
proporcionales al producto de sus masas e
inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia que las separa.
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FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

Ley de Gravitacion Universal

G ~6.67x10" Nmkg™

- m,m, mm, (r,—r) m,m

1 e -1 __ l 2 2 l — il 7 e

F 3 =—-G——=(% —F) — =G — > U,
7 -7, 7 -7 1% =7

Las masas M; y M, son masas gravitatorias.
Experimentalmente no se han encontrando diferencias
respecto de las masas inerciales.
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FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

La fuerza resultante sobre una masa m; debida a un conjunto
de masas M, donde i=1,..., N es:

~ N N
Fi =3 F, =) -G~ 1)

i=1 i=1 ‘}" = }"_
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FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

Campo gravitatorio:

Mide como el cuerpo modifica el
espacio (fuerza sobre la unidad de
masa)

L m L
g,(r;)=-G — (7, - 1)
Y.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | 19/159 Fraian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

M;, Ry: Masa y Radio de la Tierra

Campo gravitatorio terrestre:
Aproximacion de particula sobre la superficie

J.C. Jiménez Saez

l m ‘
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FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

F,—F|=R, +h=R, (1+R—)

m

T
M. m M. ]
m:_G_. !_. 2 :_mG j 2
- R (1+Ah/R)) g
meMr__ 1 meMraaf iy tyy y-mei
R (1+h/R,) \R; R 'R, R
i <<1
E.éj.:r]i?n:netoszezo r E_
S. Ramirez de la Piscina Millan Faisn >,
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FUERZAS

INTERACCION GRAVITATORIA

??

= —m(G R2

;V_J
g

[g] = L T? (dimensiones de aceleracion)

En las proximidades de la superficie de la Tierra:

M; = 5.98-10%* kg es la masa de la tierra

R; = 6.37-108 m es el radio de la tierra

g =aceleracion de la gravedad terrestre
g=9.8ms?

F. Jiménez Lorenzo
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FUERZAS

INTERACCION ELECTROSTATICA

Todos las cargas se atraen (Q,0, <0) o se
repelen (4,0, >0) entre si mediante fuerzas
directamente proporcionales al producto de
sus cargas e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia que las separa.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jim’énezSéezl ) .
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FUERZAS
INTERACCION ELECTROSTATICA
»
oL a9 o 1 a9, B-R)_ 1 49
Fi—)E_ - _.3("3_;’1)_ A = i
Are, |7, - | dre, |7 —i| |hn—F|  4ne, |F, -7
I :

j.éJiTéngz Losrgnzo 4_‘ ~ 9 d IOJ ijc_z
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FUERZAS

INTERACCION ELECTROSTATICA

La fuerza resultante sobre una carga q; debida a un conjunto
de cargas (; donde i=1,..., N es:

F=3h =3 L
énez Lore | | i=l 473'80 ‘r - ,‘

U.D. Fisicall 25/159 Fcaian
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F. Jiménez Lorenzo i=l

FUERZAS

INTERACCION ELECTROSTATICA

Campo electrostatico:
Mide como el cuerpo
modifica el espacio (fuerza
sobre la unidad de carga)

s 1 .
E\(F)) = L7 - %)
dre, F_;_ﬁ‘
Producido en 7 : E(F) = ZE(r) 24 | 9, | (F—i;'.)
ey \r —r
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FUERZAS

REACCION EN APOYOS

Fuerzas de contacto

Particula sobre superficie:

Fuerzas de Accion y Reaccion

Sin rozamiento Con rozamiento
S[I)?a;:\sllr:: Ide la Piscina Millan 27150 f’ta,‘af—! .
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FUERZAS

REACCION EN APOYOS
Fuerzas de contacto

Particula sobre curva:

Fuerzas de Accion sobre la particula

Sin rozamiento Con rozamiento
§:§a’;?s|’ir(e:§|<1ela Piscina Millan 28159 f’:S.‘S(—! .
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FUERZAS
ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

Se opone al movimiento relativo de dos cuerpos en
contacto. La fuerza se encuentra en el plano tangente.

Los coeficientes de rozamiento no dependen del area
de la superficie de contacto

Los coeficientes de rozamiento dependen
sensiblemente de la naturaleza de las superficies de
contacto

La forma de las superficies de contacto, a escala
microscopica, tiene gran importancia en el rozamiento

a Piscina Millan - -
) 29/159 Fkaian
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FUERZAS
ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

Rozamiento Estatico:
No existe velocidad relativa entre los objetos en contacto

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Sée:

Z
S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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FUERZAS
ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

Rozamiento Estatico

Fr.|< N, p, =coeficiente de rozamiento estatico

La direccion y sentido vienen determinados por el resto
de fuerzas aplicadas

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 31/159 Fraian
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FUERZAS

ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

Rozamiento Estatico
N FE 4N F + N

‘ Fre ‘ _Fr ‘

Solo en el caso limite de inicio de movimiento se conoce el
sentido de la fuerza, que es opuesto al posible sentido de

movimiento
F‘RL

:ﬂeN

Fr, : fuerza de rozamiento limite que permite el reposo
relativo, valores de F mayores inician el movimiento relativo

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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FUERZAS
ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

Rozamiento Dinamico:
Existe velocidad relativa entre los objetos

+ N

— V

Frag = HgN,,  py <, Fra ‘

Es proporcional a la reaccién normal y el coeficiente de
proporcionalidad es el coeficiente de rozamiento dinamico
o cinético

5. Ramirez de Ia Piscina Milén KL
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FUERZAS
ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

Rozamiento Dinamico

La direccion y sentido es contraria a la de la velocidad relativa:

m + N

Efed = dN_ Frg ‘
-

|

Los coeficientes de rozamiento no dependen del area en
contacto sino de la naturaleza de las superficies en contacto.

—

En el movimiento en un fluido: F, =—yv

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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FUERZAS
ROZAMIENTO (Modelo Coulomb-Morin)

CASOS CASOS
R R
ESTATICO | DINAMICO ESTATICO, DINAMICO
1
MGN _________ 1 :
I I
UgN 777777 7 l
l I
I I
. l l
45 | !
R F R F
(a) (b)

La dependencia de la fuerza de rozamiento con la fuerza
aplicada F se ilustra en la figura.

Los coeficientes de rozamiento no tienen dimensiones.

Se comprueba experimentalmente que u, 2 y,

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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FUERZAS
MUELLE IDEAL
v LEY DE HOOKE
A LO
AN K=constante elastica
y X L,=Longitud natural
I X . F_=K(x-Ly)>0 2
d”x
WV~ -K(x-L)=M
; (x—L,) 7
Y X
_x
1 F,.=K(Ly-X)>0 2
WA~ m —K(X—LO):M f
F. Jiménez Lorenzo g dt
J.C. JiménezSéez_ ) » X
5 e e s 6158 Raiar,
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FUERZAS

MUELLE IDEAL
CASO ESTATICO

L, (longitud natural) M A
1

>
L

M, |
| K('xl _Lo)

AN W | Fy,
Y X4 Mlg
L v
T+ Fpp —K(x,—L,)=0

X
T . N,-M,g=0
M, | I'-M,g = 0
famezlo l M,g
S[I)?a;:\sllr:: Ide la Piscina Millan 371159 f‘:a,‘af—! .
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FUERZAS

MUELLE IDEAL
CASO ESTATICO

La fuerza de rozamiento estatico debe verificar: ‘F:R.gl = JUQINI

Si el sistema esta a punto de moverse: erel == elNl

El signo lo determina el sentido de movimiento

El valor minimo del coeficiente de rozamiento estatico para la
situacion de equilibrio es, entonces:

‘ R el
F. Jiménez Lorenzo ﬂ e 1 -
J.C. Jiménez Saez N ]
S. Ramirez de la Piscina Millan =t
1 Faian -,
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FUERZAS

MUELLE IDEAL
CASO DINAMICO

L, (longitud natural)
> al M AN]
[ M —b K(x,—L) ! T
LT
AWM —ﬂ ﬁ a, w,N l
Y X
1 M N, -Mg=0 Mg
2
X T—u,N—-K(x—L,)=Maq,
Condiciones iniciales: T
X(0) =% v,(0)=V>0 |
Y2(0) =Y,  Vi(0) =-V,(0) M, |
Ligadura: a, =—a !
F.Jimégngmrgnzo | i Ir-M,g=M,a, M,g
éc Ril'n?fgfﬁf la Piscina Millan fcaian
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FUERZAS
MUELLE IDEAL
CASO DINAMICO

M, v
HWNM\F El sentido del rozamiento
y X, M, se op.one gl .s.entldo de la
velocidad inicial V.
X

En el caso de V = 0O (y que el sistema se halle estatico) se
debe suponer un sentido para el rozamiento y probar que la
aceleracion resultante se opone a éste.

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t

U.D. Fisicall 40/159 Failan
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

FAIAN - ETSIAE



FISICA |

DINAMICA DE UNA PARTICULA

RESOLUCION DE LA ECUACION

UN GRADO DE LIBERTAD

d’x

F(x,v,t)=m
(x,v,7) o

Yy A
\Y
(8}
_’-
——
F
>
L *o = X

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
U.D. Fisica | 41/159
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Faisn

RESOLUCION DE

HABCUACION  EUERZA CONSTANTE

4 =—i=cle
m dr’

F d*x E
m

Por integraciones sucesivas:

Id[ﬁlzij.df s =S
dt m

i m

jdx:j(fmcl]dz - xzzirz+C1f+C3
m m

Condiciones iniciales: v, = V(t=0) = C; ; X, = X(t=0) = C,

F Fo,
V=y,+—t x:x0+voz‘—|—2—t
m

F. Jiménez Lorenzo m

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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RESOLUCION DE
LA ECUACION

FUERZA FUNCION DEL TIEMPO

d’x 1
=—F(
dt*>  m ®
Por integraciones sucesivas:
dx 1
=—=—|F@)dt+C
' dt mJ. ) ]

x:Ivdt:I{ijF([)dI+Cl]dt+C‘?

Conocida la funcion F(z), quedan determinadas las
soluciones «x(z,C,,C,) y v(t,C))

Aplicando las condiciones iniciales %>V, se obtienen C,,C,
y queda determinada la solucion x(¢),v(¢)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan - -
U.D. Fisica | 43/159 N=1=Im
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RESOLUCION DE
LA ECUACION

FUERZA FUNCION DE LA VELOCIDAD

Fv)=m— = = =—t+C,
dt F(v) m F(v) m

dv dv 1 dv |
= |

Realizada la integracion se obtiene v = f(¢,C))

dx
v="b S x:If(t,Cl)dt+C2

De nuevo las condiciones iniciales nos permitiran
determinar C,,C,

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez )

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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RESOLUCION DE
LA ECUACION

FUERZA FUNCION DE LA POSICION

d av dvd d
F(x)_—-m—v y con L By queda F(x)dx=mvdy
dt dt dx dt dx
Integrando
1
1, . dx 2 % |42
— = ] ; =—=74| — ! :
2n7v IF(x)dx+(] = v = _Ln(jf(x)dx+(])}
d
x4 :I al 7 +C,
2 2
b(jF(x)qu)}
Las constantes de integracion se obtienen como de costumbre
é‘%JEe??saeél’scfinaMilllén B B 451159 FS!S(‘! :

LEY DE LA DINAMICA EN SISTEMAS DE
REFERENCIA NO INERCIALES (SRNI)

P S’ noinercial  En el sistema inercial (S):

—

F = ma,
Un observador en el sistema no inercial S’
S inercial (SRNI) mide la aceleracion relativa a .

La relacidn entre aceleraciones es:

—

= — =1 2 Y1 o
a, =ap+a, +axr,+Qx(Qxr)+2Qxv,

A~ dQ..
Con Q=0 7 = — 55
—Ragg Y = g
F. Jimé L
ol 4
i;a’;?slirs:rlela Piscina Millan 46/150 f‘:a.‘a.‘—! .
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LEY DE LA DINAMICA EN SRNI
FUERZAS DE INERCIA

Es decir:;
' - — —~ ~. . —f N
F—ma,, —moxr, —mCx (Qx 7, ) =2mx v, = ma,
Y llamando:

=—mad,, —ma X, —mQx(Qxr,) —2mQxV,

|

inercia
S’ no inercial
Queda:
F+F 7
inercia P

F. Jiménez Lorenzo S InerCIaI

J.C. Jiménez Séezl ) . P -
S[I)?a;:\sllr:: Ide la Piscina Millan 471150 !__Sl,ar—, ;
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LEY DE LA DINAMICA EN SRNI
FUERZAS DE INERCIA

La ecuacion de la dinamica en un
) S’ noinercial ; : :

sistema no inercial se plantea con
la aceleracion relativa. Y a las
fuerzas reales aplicadas hay que
anadir las fuerzas de inercia.

S inercial

F + Ei?@i’cm

_ =2

La fuerza de inercia no es una fuerza real pero influye en el
movimiento como si lo fuera.

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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LEY DE LA DINAMICA EN SRNI
FUERZAS DE INERCIA

P S’ no inercial

T A
I+, =md,

S inercial o _
Coriolis 0 complementaria

. I

— — = ~ 2 Y 2 Y
F, =—ma, —maxr, —mQx(Qxr,)—2mQxv,

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 49/159 Faian

LEY DE LA DINAMICA EN SRNI
FUERZAS DE INERCIA

Fuerza debida al arrastre del movimiento del sistema movil

- o — A S —~ ~_ =
E_ . =—-ma, —maxr,—mQx(2xr,)
traslacion \ \
no uniforme

transversal o azimutal centrifuga

\

giro no uniforme del sistema movil

del origen

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEY DE LA DINAMICA EN SRNI
FUERZAS DE INERCIA

—»’_—»’+_;f

u, S’ no inercial
F ——mQx(sz Y=mY U, ——1 v
centrifuga 1 %1 1 1
}" 1
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jlm’énezSéezl ) . P -
S.A;alg?slir::rie la Piscina Millan 51150 ‘L,_Sl,ar—, ;
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aerondutica y Naval

EJEMPLOS DE FUERZAS DE INERCIA

S’ no inercial Coche en movimiento rectilineo de
traslacion con aceleracion a

coche
g " ~ Sistema no inercial S’ ligado al
coche
5 coche, 8y =A:pche
S inercial
N —Mg =0 N-Mg=0
En S: R Fuerza de inercia En 5™ T R
" B . \ < (ﬁl >
F ——Ma(,. Ma(). F
,'J:élei?eZ Losrgnzo R = Mac()chc R - Ma()' = 0
3[}?’?’1@ ld e la Piscina Millan 521150 Fraiam
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DINAMICA DE UNA PARTICULA

EJEMPLOS DE FUERZAS DE INERCIA

+.. . Individuo (particula) en reposo sobre
& |S’ no inercial : : .
un disco que gira en ese instante con

aceleracion angular e, y Sin &2

Sistema no inercial S’ ligado al
disco, & = Qiscq

Fuerza de inercia

O. . FR(? FRG St dQ -
S inercial N ). N  F'=-M—=xr
S- EnS’: dt
En S: /
~ V‘/[&R
Mg &
_F}ic Ma{:anwu sal _FRG t MCL'R = 0
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saezl ) . N—M :O N_M :O
S[I)? I;n zlde la Piscina Millan g 53159 g FS!S(‘! :
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aerondutica y Naval

EJEMPLOS DE FUERZAS DE INERCIA

0 1S’ noinercial  Individuo (particula) en reposo sobre
un disco que gira con velocidad

angular constante @,

Sistema no inercial S’ ligado al
disco, 2 = @ieco

Fuerza de inercia

5 ». N
- EnS’ = MQX(QXI)
S inercial F N
Re
EnS: MOR
Mg
~ _F, + MOPR=0
FR(. Maf -adial Re
ES'T‘fn”ffe“’éZZZ" N N—-Mo =0 N-Mg=0 =
Ug{’;nre |CI @ Precina Hilan g 54/159 g ffaisn
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EJEMPLOS DE FUERZAS DE INERCIA

Particula sobre un disco que gira con

velocidad angular constante @, ¥
gue se aleja del centro con velocidad

constante V' siguiendo un diametro

A Ay . .
2 1 S’ noinercial

Sistema no inercial S’ ligado al

0 disco, Q2 = Oyisco unerzas de inercia
S inercial EnS’: F'=-MQx(QxF) )
En S: F'=-2MQxV

~u,N+MQ*y = Md

“HAN =M RN _piomav=0 &

—R=Ma, e ; N-Mg=0 4, N My
N - Lﬂ/{g O AN Mg Mgv “N2MOQY
L e \ . Kdiar>

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

TRIEDRO TERRESTRE

O - 2r I
@ T 365dx24h/1dx3600s/h _ -
€ O
m?n — 2 IO rad S ———————————— d{'a
D=1510"m 7
TIERRA
€. = 27 _ 27 S’ no inercial
da T Ahx3600s/h oL
Q, =73 10”°rads™ S inercial
R, =6.4-10°m

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TRIEDRO TERRESTRE

ol

ano

|-ma, |=mQ, D=m6-10"ms™

ano

.-~ TIERRA
S’ no inercial

soL Distancia al eje de rotacion, particula sobre la superficie

S inercial

’—mﬁ X (f)_a,m X Fi)’: mQ? rl < mQ;mR,‘,. =m3.6-107°ms™

dia dia" L —

<m5-10°ms? con v, =340ms"

7

Particula a la velocidad del sonido

|_2m (Qdm X {5;’)

Todos los términos son pequefios comparados con g

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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PENDULO DE FOCAULT

F=(R, +h)i, =(R, +h)(sin i +cos Ok’

==y r

Vp, =V,(COS gof’ + sin @E’)

- . < Fuerzas aplicadas y de inercia:
Q dia dia k f \/ —
Jfc cEE S —-mgu,
A 7p
Z’h @
~ ~ I\ __ 2 o7
.} —mQy, x(Q,, x7) =m(R, +h)CL, sinbi
TIERRA —2mQ , xv, =-2mQ . v cosej’
S’ no inercial /

S inercial con origen en el centro de la tierra /

Coriolis le impide mantener el plano de movimiento X’Z’

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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IMPULSO MECANICO DE UNA FUERZA

f:jfﬁdr

1

PERCUSION

Impulso mecanico producido por una fuerza instantanea

P= 1r0+AIﬁdz‘ con At—>0

Ly

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 59/159 !’*8!8(‘! )

IMPULSO MECANICO DE UNA FUERZA
PERCUSION

Una percusion supone una discontinuidad en el momento
lineal, pero no en la posicion.

P

v(t, +Ar)

V()

% ty+tAt — _ .
Plty) =], F dt =p(t, + A= p(t,)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | 60/159 =1=la

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

FAIAN - ETSIAE



FISICA | DINAMICA DE UNA PARTICULA

IMPULSO MECANICO DE UNA FUERZA
PERCUSION

Cuando una percusion actua sobre |
una particula se debe cumplir con F
buena aproximacion que:

a) La duracioén sea casi nula, At=(
(At=0 en el caso limite ideal).

b) El cambio de velocidad de la
particula sea casi instantaneo.

- ty t ttAt t
c) La posicion de la particula no
cambie apreciablemente en At
S‘i;alg?siir::rjeIaPiscinaMiIIén 61159 FS!S(‘! :

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Vi
------------------------------- &— ! B
S inercial S inercial ¢
F. Jiménez Lorenzo
J.C.JiménezSéez_ ) - —
S. Ramirez de la Piscina Millan !__Sl,al,—, :
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TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO
PRINCIPIO DE CONSERVACION

La cantidad de movimiento de una particula en un SRI
se mantiene constante si el impulso mecanico de las

fuerzas es nulo

Si 1 =0= p(t)= p(0) = cte

S inercial
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan - -
U.D. Fisica 63/159 Faisn
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TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO EN UN SRNI
En un sistema no inercial:

.~ = - t 1y -

I'=T+1I, =" Fdt+["F, dt=p;- p/=mv,—my,
f 4

PRINCIPIO DE CONSERVACION

La cantidad de movimiento de una particula se mantiene
constante si el impulso mecanico de las fuerzas (reales y
de inercia) es nulo:
Si I'=0=p'(t)=p'(0)=cte

V(1) =v'(0)
oO—

V(0)

O——>»

S’ no inercial

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan =t
U.D. Fisica | 64/159 Fraian °
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MOMENTO ANGULAR O CINETICO EN UN PUNTO

Se define el momento cinético (0 momento angular) de una
particula material respecto a un punto A como el momento
respecto a A de su vector cantidad de movimiento.

Consideraremos un SRNI, si el sistema es inercial basta
anular los términos asociados a las fuaerzas de inercia.

> !

LA

—_ —=f —f == =

! i — — —y —f v
— — — r)_r N
L, =APxp =(r,—r,)xmy P TN
A | 7,
—iv’ : //

N > R R U
LA Lv’ y LA J_(I’}:—V/; ‘rA//4>
S’ no inercial

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Derivando respecto del tiempo en S’:

4l d(rf’ )>< mv' + (Fy —F;)x — p’

dt dt dt
AL ., dp
dt"’z—vAxmv + (Fp — )><

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Si el punto A esté en reposo en el SRNI: ¥/, = 0

dZ

=(r,—7r )x——(r —r') (F+F)=

Momento de la fuerza (F + F,) respecto del punto A.

Ramirez de la Piscina Millan - -
D. Fisica | 67/159 Faian
partamento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aerondutica y Naval

TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Es decir, con respecto de un punto en reposo A:

de i
[
'\

Momento de fuerzas reales y de inercia

PRINCIPIO DE CONSERVACION

—_—

Si M, es cero, el momento cinético L, se conserva.

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S.Ra mre de la Piscina Millan =2
UD. Fisica | 68/159 N=1=Im
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO
PERCUSION

Una percusion supone una discontinuidad en el momento
cinético . ~
p. V(t,+A) dL)

1 :' =7 x(F+F)
{;-r(to) df

Lo(ty+Aty) - fo+Ar % 5
| dLy = (""" 7 (F +F,)dt

Lo(ty) ly

—

L (t,+At)— L. (t,) =7, x P

amirez de la Piscina Millan

isica | 69/159 ‘L:S"am )

N -
L L =APx p' = (7, — 7)) xmv
_F:‘;--; \{)-r
S p . .
/ I =I' i, =(APxp) i,

’no inercial

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO RESPECTO A UN EJE FIJO

Derivando respecto del tiempo:

& -

e

dL, _d@,-L,) du, I+
dt dt dt dt
dui

Como el eje esta en reposo en el SRNI: d; =0

dL’
Y: g =|(F -F)X(F+F) |1 =M -
d ¢ ue (i A + 1 ue A ue
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan - -
U.D. Fisicall 71/159 Fraian
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO RESPECTO A UN EJE FIJO

El cambio en el momento cinético respecto a un eje en
reposo en un SRNI es igual al momento dinamico de las
fuerzas reales y de inercia respecto a ese eje

dL!

=M
dt

PRINCIPIO DE CONSERVACION

Si M=0 = L(@)=L(t=0)=cte

. énez Saez
amirez de la Piscina Millan =t
isica | 72/159 = =]a
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FUERZAS CENTRALES

Una masa M (o una carga () conservan su momento cinético

en un campo creado por otra masa M (u otra carga Q) de
masa muy grande comparada con la primera:

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 73/159 f’a-‘af—! )

FUERZAS CENTRALES

La recta soporte de la fuerza pasa por un punto fijo FM
llamado centro del campo.

Mm (’7m _"FM)

oo [ [ 5
‘Fm—VM’ ’rm FM‘

FMm = -G

M puede considerarse fija (punto fijo):

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TRABAJO DE UNA FUERZA

curva C E

. 7, — =
C 1, . ‘ 7% N
Wab _—I F-dr L dr||v
s

Integral de linea de la fuerza:

OW =F -dr = |F||dF|cos@ — W =F v di

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 75/159 f’a-‘af—! )

TRABAJO DE UNA FUERZA
PROPIEDADES

cC _ C
Wab _ Wba
En general, para dos caminos distintos:

C C
Wabl = Wab2

Para una curva cerrada: q‘)é‘W # 0

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TRABAJO DE UNA FUERZA
La ecuacion de dimensiones Sl del trabajo es
[W] = [F][r] = (LMT2) (L) = L2 M T2
y la unidad correspondiente se denomina Julio (J)

1J=1Nm=1m2kg-s?

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 77/159 !’*8!8(‘! )

POTENCIA MECANICA

La potencia mecanica es una magnitud escalar
que tiene en cuenta simultaneamente el trabajo
realizado por una fuerza o sistema de fuerzas y el
tiempo empleado en realizarlo

. . , AW oW
Potencia instantanea: F, = lim =
At—0 /At dt
ow - dr - _
Para una Unica fuerza: P, = —t: F-—t: F-v

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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POTENCIA MECANICA

La ecuaciéon de dimensiones Sl de la potencia es
[P]=[W][t]" = (L2M T2) (T)" = L2M T3

Su unidad se denomina vatio y es igual a
1W=1J-s1=1m?kg-s3

Otras unidades de potencia son
1kgm-s1=9.8W
1CV=75kgm-s!'=736 W =0.736 kW
1HP =746 W

a Piscina Millan - -
79/159 Fraian

|
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

Para una particula material de masa m
F-dr = m— vdt = mdv-v=\| md
[ Fear = [ D= [ = [ ma %

Se define la magnitud fisica energia cinética como

1

2
E.==my

n aez

z de la Piscina Millan =t
80/159 N=1=Im
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

5 ,
Es decir, S Tl

G 1 2 ] 2

w =MV, —omv, =AE,

x

“El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas
gue actuan sobre una particula material, en un sistema

de referencia inercial y entre dos instantes t, y {,,, es
igual a la variacion de la energia cinética de la
particula en ese intervalo"

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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CONSERVACION DE LA ENERGIA CINETICA

Si el trabajo realizado por la resultante de las fuerzas que

actuan sobre una particula es nulo entre dos instantes t, y {,,,
entonces su energia cinética es la misma al principio y al final
del intervalo, pero puede variar a lo largo de &l.

Si la resultante de las fuerzas que actuan sobre una particula

es nula entre dos instantes t, y t,, entonces su energia
cinética se conserva

Si el trabajo realizado por la resultante de las fuerzas que
actuan sobre una particula es nulo en todo instante entre dos

tiempos 1, y 1, entonces su energia cinética se conserva

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | 82/159 Fraian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

FAIAN - ETSIAE



FISICA | DINAMICA DE UNA PARTICULA

TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA EN SRNI

Si el sistema de referencia en el que se mide la energia
cinética es no inercial (SRNI), en la resultante de las
fuerzas hay que incluir las fuerzas de inercia y calcular su
trabajo:

1 1
W+W, = Emvgz —Emv(’f = AR

C
Trabajo de las fuerzas de inercia
alrr'n"ryez de I;a Piscina Millan f’ta,‘af—!

isica | 83/159

F
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA EN SRNI

W+W, = %mv,’f - %mvc'f = AE!

“El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas (tanto
reales como de inercia) que actuan sobre una particula
material, en un sistema de referencia no inercial y entre dos
instantes t, y t,,, es igual a la variacion de la energia cinética
de la particula en ese intervalo"

Noétese que el trabajo de la fuerza de Coriolis siempre es nulo:

["—2m(@xv)-di" = [ " -2m(Cuxv")-v'd1 = 0

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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CONSERVACION DE LA ENERGIA CINETICA EN SRNI

Si el trabajo realizado por la resultante de las fuerzas
(reales y de inercia) que actuan sobre una particula es nulo
entre dos instantes t, y t,,, entonces su energia cinética es

la misma al principio y al final del intervalo, pero puede
variar a lo largo de él.

Si la resultante de las fuerzas (reales y de inercia) que

actuan sobre una particula es nula entre dos instantes t, y {,,,
entonces su energia cinética se conserva

Si el trabajo realizado por la resultante de las fuerzas (reales
y de inercia) que actuan sobre una particula es nulo en todo

instante entre dos tiempos t, y 1, entonces su energia
cinética se conserva

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez
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FUERZAS CONSERVATIVAS

Curva C,

CurvaC,

Sistema S

Existen fuerzas para las que el trabajo entre dos puntos a y b
es el mismo para cualquier trayectoria que conecte esos dos

puntos (el trabajo NO depende del camino).

A tales fuerzas se les llama fuerzas conservativas y verifican

que:

Wi =w3:VcurvasC yC, entrer, yr,
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FUERZAS CONSERVATIVAS

Curva C

Sistema S

Una fuerza es conservativa si el trabajo a lo largo de

cualquier curva cerrada C es nulo.
Por tanto, se cumple:

<j>ﬁ-df»'=0 VC
]

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan - -
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Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

ENERGIA POTENCIAL

En este caso, se puede definir una funcion de la posicion
E (7 )llamada Energia Potencial tal que:

W, =—(E, (1) E, (7))

La energia potencial esta definida salvo una constante

arbitraria.
En los campos electrostatico y gravitatorio de fuentes

finitas se suele tomar energia potencial cero en el oo.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan =t
88/159 N=1=Im
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ENERGIA POTENCIAL

Como consecuencia, una fuerza es conservativa si existe
una funcion energia potencial Ep (7) tal que la fuerza es
el gradiente de la energia potencial:

dE, =-F-di < F =-VE, (gradientedeE))
Wﬂ(f; = r;: C F ’ di_; = 'L:(‘—VE}) ) d}_; = J‘J,;: _dE})
W, =—(E,(#)-E, (%)) =-AE,

Calculo de la energia potencial:

Ep(F):Ep(FO)—.[Foﬁ-dF

ENERGIA
POTENCIAL , ,
ENERGIA POTENCIAL ELASTICA
F —
E (r)=E (r —I F-dr

Y ,P)=E &)~

szK(X'LO) 0

'_ ——

WV~

E (F)=E (L)~ LO —K (x—Ly)-dx

» I 2
Ep(r) = Ep(x) = §K(x—L0)

1 1 )
Energiade lamasam: E = Emv2 +5K(x—LO)’
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ENERGIA

POTENCIAL . .
ENERGIA POTENCIAL ELASTICA

Integrando la ecuacion del movimiento

F=K(x-L) ol
—K(x—L))=m—
AW~ (=ky) dt

X “ax X

—K(x—L)dx = m@dx = m@vdz‘ =mvdy
dt dt

1 ) |
——K(x-L +Cte=—myv
5 ( o) )

F. Jiménez Lorenzo
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ENERGIA
POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL GRAVITATORIA

r v
E,(F)=E,(%) - LO F-dF = E () - Lo =5

F=7y* [F—7]

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA
POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL GRAVITATORIA

(r=ry)-dr=(r—1,,)dr-r)=

| L 1 a0 & @ s = L
zid((’”_?ﬂw)'(r‘_’ﬁw ))=5d(|r_’tw| )=|f”—lf,1,[’d(|r—ff,w |)

rf’M d([F—7y|)

E (¥) = GMm 5
5 77|

E (F)=-=

V—"ry

F. Jiménez Lorenzo
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ENERGIA
POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL GRAVITATORIA

La fuerza se obtiene usando el gradiente: F = —VEP (7)

E_(7)
. M
Potencial Gravitatorio: V(r)=-G =P
Y

W = —-mAV

El campo gravitatorio es un campo radial:
Sélo depende de la distancia a la masa.
Evidentemente es conservativo.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA
POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL GRAVITATORIA

Aproximacion de particula sobre la superficie terrestre:

0
—"—

Ep () = Ep (%) - Lb F-dr = Ep (z,) - '[-"0 mg(—k)-dek = mgz — mgz,,

La energia aumenta si nos alejamos de la tierra.

Z Vv La fuerza se obtiene usando el gradiente:
/ﬁ ) O, )
77777777 Y F = -VE (V)Z— kz—mgk
p 0z
Si[?alg?sl'ir::rjeIaPiscinaMiIIa’n 95/159 FS!S(‘! :
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ENERGIA
POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL ELECTROSTATICA

0
E (F)=E (F)—rﬁ-dF=E <°O>—IF L Qg 7o) ..
R S A ey =
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ENERGIA
POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL ELECTROSTATICA
(F-F,)-dF =(F-7,)-d(F-F,) =

:%d((F—FQ)'(F—FQ))=%d(|’7—’7@‘2):‘F_F9|d(|’7_’7@‘)

Qg [ d(rF7)

E (r) =-
p (r) drey Jo ‘}_; }7. 2
0
B L Qg
E (F) = —
P 47[80 ‘r—}ﬂQ‘
E.éJiTenez Losrenzo
E;[Eaim:niz:iae}::r:::jllilj:daaIas Ingenierias Aeronautica y Naval 97159 ‘L:SIISI(—, .
ENERGIA

POTENCIAL

ENERGIA POTENCIAL ELECTROSTATICA

La fuerza se obtiene usando el gradiente: F = —VEP (7)

| 0, E,(7)

Potencial Electrostatico: V' (7) = — =
Are, ‘F_FQ‘ q

W = —qAV

El campo electrostatico es un campo radial:
So6lo depende de la distancia a la masa.
Evidentemente es conservativo.

F. Jiménez Lorenzo
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ENERGIA MECANICA

Sobre una particula material pueden actuar fuerzas
conservativas ( F.) y fuerzas disipativas (F}).

—

FZE""E)

Aplicando el teorema de la energia cinética:

W, = j F-di = AE,

’b = — f‘i} =% - ji’) = _—

W, = Fo-di+| Fy-df =—AE,+[F,-dr = AE,
§i[§a¥‘§gieEeiscma::il"énd alas Ingen s Aerondutica y Naval 99/159 fja!am .
ENERGIA MECANICA

h = .
(Wab )D = J.; FD - dr
(W), =AE.+AE,=E, (7,)-E, (7,)=AE,
Energia mecanica |
2
E,=—mv + E,
3553? s i Kaian>
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TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA

El trabajo de la resultante de las fuerzas disipativas que
actuan sobre una particula material, en un sistema

inercial y en un intervalo de tiempo (t,, t,) entre dos
posiciones es igual a la variacion de la energia mecanica
de la particula en tal intervalo

CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA

Si sobre una particula no actuan fuerzas disipativas,

F, =0, entonces IV, =0, y la energia mecanica se
conserva
S[I)?a;:\sllr:: Ide la Piscina Millan 101159 FS!E:‘(‘!
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TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA EN SRNI

En un Sistema de Referencia no Inercial:

WD +W[ — AEC’ +AE;) = Ef;1(i7[))_Ef:?(}7c?) — AE}Z?

El trabajo realizado por la resultante de fuerzas
disipativas mas las de inercia es igual a la variacion de
energia mecanica del sistema.

Principio de Conservacion:

Si el trabajo de fuerzas disipativas y de inercia es cero se
conserva la energia mecanica.

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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TRABAJO DE LA FUERZA CENTRIFUGA CON Q
CONSTANTE

Caso flconstante:
ﬁc = —m(Q x (QxF"))

—

=Qx7#: dii =Qxdr

F -di' =—-m(Qxii)-dr' =—m(dFi' x Q) -ii = m(Qx dr')-i

F -dr'=mu-du

. Ramirez de la Piscina Millan =1
D. Fisica | 103/159 Faian
partamento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aerondutica y Naval

TRABAJO DE LA FUERZA CENTRIFUGA CON Q
CONSTANTE

m 5

W = jmu . i = j — md(ii - a’)_—mj d(u)——-u -t

f_
ro=r "sin @

En este caso, se podria considerar que el
trabajo deriva de una energia potencial:

Energia potencial centrifuga:

- E ()= ‘S)XF' = Q 7
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez )
S. Ramirez de la Piscina Millan =1
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TRABAJO DE LA FUERZA CENTRIFUGA CON Q

. _ .., CONSTANTE
1 ~ ? 4 i B LI 4 - "
Q 2 T Integrando la ecuacion de movimiento
. i de una particula en una guia:
F __\ p . g
Coriolis >~ 7! F . dV 2
! r centrifuga 1 '
| aa m = mQ r
PN % dt L
KX,

J.mvldv’l = .[szrl’v’ldz‘ = ijzrl’dri

1 , 1 2
—2—mvi‘ = EmQZVL‘ + Cte

La fuerza de Coriolis y la reaccion normal a la guia no
realizan trabajo. Ambas son perpendiculares al dr’

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO BAJO FUERZAS CENTRALES

La recta soporte de la fuerza pasa por un punto fijo
llamado centro del campo o de fuerzas.

S inercial

M, =FxF=0= 1, =cte
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MOVIMIENTO BAJO FUERZAS CENTRALES

FUERZA RADIAL CENTRAL

Si la fuerza depende solo de la distancia a un punto la
fuerza se denomina radial.

Ejemplos:

Campo gravitatorio y electrostatico entre dos 0 mas masas
siendo una de ellas mucho mayor que el resto. El centro de
masas coincide aproximadamente con la posicion de la
masa grande.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER

En el sistema solar, donde la masa del sol es mucho
mayor que la masa de cualquiera de los planetas, el sol
constituye el centro de un campo de fuerzas central al
que estan sometidos los planetas.

El momento cinético de cada planeta con respecto al sol
se conserva

- L, =Fxmy=cte

do

2
F. Jiménez Lorenzo En pOIareS: r —_— = Cte

J.C. Jiménez Saez dt
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER

v planeta
<

Es decir, ¥ y v definen un plano perpendicular a ESO,que
contiene a la orbita del planeta lo que implica que la
trayectoria del planeta es plana

12 ley

"Las orbitas de los planetas son elipses, en uno de
cuyos focos esta situado el sol"

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER

Velocidad areolar

_ dA
areolar dl‘

El moédulo del producto vectorial 4%

es el area del paralelogramo

V

d A =1—|de;‘»'|—> dA )
) .

de—rdt

dt

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER

L. .
a4 _ 1_|;: % fjl = | “”| — cte Lavelocidad areolar de
dt 2 2m los planetas es constante
/Area de la elipse
dA4  |Ls dA wrab - 2mmab
el e A _A_mab_ ;) 2mrab

dt 2m dt T T T

22 ley

"El vector de posicion de cualquier planeta con
respecto al sol barre areas iguales en tiempos iguales”
(la velocidad areolar es constante)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER
32 ley

“Los cuadrados de los periodos de revoluciéon son
proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de
las elipses que describen los planetas”

= cle

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER

Para una orbita circular se demuestra facilmente;

M m

_ _ m
F o= manorma! F =G 2 )
R
2
2
anormal = w R o = T

G—:m — R - = = ¢cle
R

N}
=
Q
<

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez \

S. Ramirez de la Piscina Millan = :
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LEYES DE KEPLER

Apoastro m‘

VMax

Xmin- Distancia minima entre los cuerpos

Xvax: Distancia maxima entre los cuerpos

Vvax- Velocidad de traslacion maxima (en el periastro)

Vhin- Velocidad de traslacion minima (en el apoastro)

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez \

S. Ramirez de la Piscina Millan =1
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LEYES DE KEPLER

Una demostracion mas general de la 32 ley:

VMax
Apoastro m‘ \ Peiiastro
2 i oo

—_—

Como ya sabemos: L, =r xmy = cle

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | 115/159 Fraian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

LEYES DE KEPLER

En particular, calculandolo en el apoastro y en el periastro:
min

‘Lsal‘ = mvmianax - vaaxx

Con el teorema de la energia mecanica, encontramos una
relacion entre las velocidades:

2yt = GM)| -

Max min
X

v

X

min Max

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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LEYES DE KEPLER

i 2 X, X .
ES deCII’ (vmmx;\mr) — (2GM)£ Max*¥min ]
X +X

Max min

, Xy X .
Para el calculo de —“—""— recordamos algunas
X + X

Max min

caracteristicas geométricas de la elipse:

X min = 4a—-c
2
— ‘xMa.\'xmr'n — (a B C)(a s C) _ b
XMax = a-+¢ g - -
, , , X FXoo.  (ate)¥{a=c) 2a
b =a" -c
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Séezl ) . \("
S[I)?a;:\sllr:: Ide la Piscina Millan 1171159 ]":8,‘8(-! .
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LEYES DE KEPLER

2 . bg
Es decir: (1/*W.‘,,)cﬂ,l,ﬂx)2 =2GM 5% — ‘L;‘ = m\/ZGM —
a

Como ya sabemos por la 22 ley: ‘Lw,

lgualando estas dos expresiones del moédulo del momento
cinético:

F. Jiménez Lorenzo

a> GM
J.C. Jiménez Séez

T> 4r°
S. Ramirez de la Piscina Millan
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ECUACION
Y
T L X K = constante elastica
L, = Longitud natural
V- 07 -ONS
"X
Y _ 2
F_=-K(x-L,)<0
m ‘( o) —K(x—LO):mdf
el dt
X X
Cambio de variable: s(t) = x(t)-L, = —Ks5=m CZ{ f
1
d’s K
—+—s5=0
F. Jimé L dt m
é%{r?rzirég?sae;iscinawllén 1191159 Fraiam
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE MUELLE IDEAL

(MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE)

(longitud natural)

Lo

IS I ) 2 i ]
(@) S O s>0 s<0 O

Si no hay rozamiento, el origen de la elongacion esta en la
posicion de equilibrio

2

_ /K

F=-Ks = d—f+£520—>S=ACOS — 11—
dr m m

A y @ se determinan imponiendo las condiciones iniciales

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ECUACION
Con a.)(,=\/E=2—7r
m 15
2 2
4 f+KS:O—>d f+(0§S=O
dt m dt
7

Ecuacion del oscilador armonico

s
% +w s =0

amirez de la Piscina Millan . =1
isica | 121/159 l" aglanr
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

SOLUCIONES DE LA ECUACION

La solucion general es de la forma:

s(t) = Asin(o,f + @)
Otras posibles soluciones:

Recordando que: sin & = cos (a ~ %)

s(t) = Acos(w,t + @)

Recordando que: cos(a + ) =cosa cos f —sina sin [

s(1) = Asin(w,t)+ B cos(w,!)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

NOMENCLATURA
s(t) = Asin(w,t + @)

x(t)=L,+ Asin(w,t + @)

x(1) — Elongacion

E, — Longitud natural

A — Amplitud

o, — Pulsacién o Frecuencia angular
7 — Faseinicial

w,t+¢ — Fase

EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

CINEMATICA DEL MOVIMIENTO
x(t)=L,+ Asin(w, + @)

La amplitud A y la fase inicial ¢ vienen determinadas por las
condiciones iniciales del movimiento: X, y V,

X, =L, + AAsin(¢); v, =w,Acos(p)

Resolviendo:

% @
2 _ 2 0 . _ 0
A" =(x, - L))" +—; tan(@)=(x,—L,)—
a){) vO
F. Jiménez Loren:
J.C.JiménezSéez_ ) o \ i~
3[!)?61’:1;:; Icle la Piscina Millan 1941159 FS!S(‘! :
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

CINEMATICA DEL MOVIMIENTO

Al ser un movimiento rectilineo, velocidad y aceleracion seran
tratados como escalares con signo.

x(t)=L,+ Asin(wy + @)

Derivando la ecuacidon horaria obtenemos la velocidad:
x(t) = Aw, cos(w,t + @)
y derivando de nuevo, la aceleracion

X(1) = —Aow; sin(o,t + @)

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan - -
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

CINEMATICA DEL MOVIMIENTO

Movimientos periddicos

Diremos que el movimiento de una particula material es
periddico cuando su estado cinematico (posicion, velocidad
y aceleracion) se repite a intervalos regulares de tiempo.

Desde el punto de vista matematico, una funcién f de una variable
escalar t es periddica si existe un valor particular y unico T de la variable
que verifica f(t+T)=f(t) para cualquier valor de t dentro del intervalo en
que esta definida la funcion f.

Fisicamente el movimiento de una particula material sera
periodico cuando lo sea su ecuacion paramétrica temporal.

Es decir, la funcion x(t) debe ser tal que x(t) = x(t+T).

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan =t
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

CINEMATICA DEL MOVIMIENTO

Se puede comprobar facilmente la periodicidad del
movimiento y obtener que:

x(t)=x(t+T)

L,+Asin(o,jf+ @)=L, + Asin(o,f + o, + @)

27
0, =25 < T =—
a,
w,=2rf
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Séezl ) . P -
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

CINEMATICA DEL MOVIMIENTO

2

PERIODO: T
0)0

Tiempo que debe transcurrir para que se repita el estado
cinematico del movimiento.

FRECUENCIA: f=-4=%2

T 2

Numero de veces que se repite el estado cinematico por
unidad de tiempo. Es la inversa del periodo.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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GRAFICAS

Espacio - Tiempo: x(1) = L, + Asin(w,t + @)

L 2K-1)T ¢
- @,

Maximos y minimos: x,,, =L, A en

Ordenada en el origen: x(1=0)= L, + Asin ¢
Xt

L,+ A
L,+ Asing

F. Jiménez Lorenzo J(JU il A
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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GRAFICAS

Velocidad — Tiempo: x(7) = Aw, cos(w, + @)
_(K-DT ¢

Maximos y minimos: x,,,. = tfAw, en

Ordenada en el origen: x(f=0)= Aw,cos ¢
V A

A@ ) [ ormmmmm

Aw,cos g

-~ Vv

SV 1) S /U S S —

F. Jiménez Lorenzo
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GRAFICAS

Aceleracion — Tiempo: ¥(¢) = —Aw; sin(o,t + @)
o 2K-1)T o

4 @,

;s . - . sz 7)
Maximos y minimos: X,,,, = FAw, en

Ordenada en el origen: (= 0) = —Aw,_ sin ¢
aA

2
A g

—Aw; sin ¢

2
Jiménez Lorenzo - A a)() ---------------------------------------------------
C. Jiménez Saez \
amirez de la Piscina Millan =1
isica | 131/159 Fkaian
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

GRAFICAS

a v Caso p=7r/2

IR ANV

-/A\a)o2 'Aa)o -A ———————————————————————————————————————————————————————

x(t)=L,+ Asin(w,t + @)
x(t) = Aw, cos(w,t + @)

. e 2 .
X(t)=-Aw; sin(o,t + @)
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez \
S. Ramirez de la Piscina Milla —_ .
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ANALISIS DEL MOVIMIENTO

Podemos analizar los diagramas de
movimiento para ver cual es el
comportamiento de la particula

material en cada parte del movimiento,
dividiendolo en cuartos de periodo

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 133/159 Fkaian

EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ANALISIS DEL MOVIMIENTO
Primer cuarto de periodo

velocidad nula
x=Ly+A medulo de la aceleracién maxima (negativa)

modulo de la velocidad creciente (negativa)

L,+A>x>1L, - g _ .
modulo de la aceleracion decreciente (negativa)

modulo de la velocidad maxima (negativa)

x =1L, 5
» aceleracion nula
F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Rami de la Piscina Milla — .
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ANALISIS DEL MOVIMIENTO
Segundo cuarto de periodo

| |
| | |
x=L,—A4 x=1, x=L,+4

modulo de la velocidad maximo (negativa)
aceleracion nula

L,—A<x<L, m(?dulo de la velocidaq’decrec_iente (neggtiva)
modulo de la aceleracidn creciente (positiva)

_ 4 Vvelocidad nula
modulo de la aceleracion maximo (positiva)

amirez de la Piscina Millan - -
isica | 135/159 Fkaian
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ANALISIS DEL MOVIMIENTO
Tercer cuarto de periodo

velocidad nula

x=L,—A __, ., o "
0 modulo de la aceleracion maximo (positiva)

L,—A<x<L, mc?dulo de la velocidatlj’creciente. (positiva). .
modulo de la aceleracidén decreciente (positiva)

modulo de la velocidad maximo (positiva)

x =1L, .
- aceleracion nula

F. Jiménez Lorenzo

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Milla = .
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EL OSCILADOR
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ANALISIS DEL MOVIMIENTO

Cuarto cuarto de periodo

| | |
| | |

b ol TS

modulo de la velocidad maximo (positiva)
0 aceleracion nula

modulo de la velocidad decreciente (positiva
L()+A>x>L0 P . s . (p . )
modulo de la aceleracion creciente (negativa)

velocidad nula

x=L,+ 4 . . o :
modulo de la aceleracidon maximo (negativa)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ANALISIS DEL MOVIMIENTO

La velocidad es nula en los puntos extremos del
movimiento (X=L,%A).

El médulo de la velocidad es maximo en el origen (X=0).

El mdédulo de la aceleracion es maximo en los puntos
extremos del movimiento (X=L,A).

La aceleracion es nula en el origen.

La aceleracion siempre apunta hacia el origen del
movimiento.

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA MECANICA

En funcién del tiempo:

E (z‘)——(x(t) E, J* —mA o, sin’ (ot + @)

E=E +E, E(t):%mAza)g:cte

Ramirez de la Piscina Millan —_ o
D. Fisica | 139/159 N=1=Im
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EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ENERGIA MECANICA
También:
2
Ey=m2t LK (x, - L,)’
2 2 E=cte=E,
{
E@) = 20 (x(t) L)
2m
2
vo 1 2 p(t)
m—+—K(x,—L,) (ﬂﬂ L)
2 2 o 2m

FAIAN - ETSIAE



FISICA | DINAMICA DE UNA PARTICULA

EL OSCILADOR
ARMONICO SIMPLE

ENERGIA MECANICA

p2 +(‘x_L0)2:]
2mE, 2E,/K

"_V_J \"_'\/‘_/ A
b2 2 p

Elipse

Elipse de energia
constante E

¢ Jménes Lorenzo | t Curva X(t)

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA MECANICA

El tiempo que tarda la recta OQ en recorrer las elipses es el

Mismo:
T,=2rx, /ﬁ
K

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA MECANICA

Se comprueba sustituyendo las funciones solucién que el
promedio temporal de energia cinética y potencial son
iguales en un semiperiodo, como ya sabiamos:

1 o+To/2 2 1 to+T,/2 ] 5
—j m~— di —K(x-L,) dt =

T, /2 2 T 28 2
M g2l
_Ia)(} _5 p,max

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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PENDULO SIMPLE
F(t)= Lii V(1) = LOu, d(t)=Lbi,~ L6,

= —cosBu, +sinbu,

. =sinfu, +cosbu,

22 ley de Newton:

mLO = —mg sin 6
mLO* =T (60)—mgcosb

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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PENDULO SIMPLE

Si las oscilaciones son pequeﬁe}V Angulo maximo
L (longitud hilo) >> L&, (amplitud) o 4, << 1

Haciendo el desarrollo en serie:

3
sin6’=6’-9—+...'—~6’
31

cos@=1—9;+,,,:1_9;
2! 21

mLO = -mg0

2
mLO* =T(0)-mg(l- %)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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PENDULO SIMPLE

d+50=0
L

u, Y recordando las ecuaciones del
movimiento armoénico simple:

0 =0 sin(o,f+ @)

2

@Dy = 4| — Se obtienen de las
L condiciones iniciales

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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EL OSCILADOR
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PENDULO SIMPLE

Y La tension no hace trabajo puesto que:
?///////////////////////// __;( T d F _ 0
L cos 6

AE =AE,+AE, =0

Ep=0 E:%mL292+mgh

I .
F = EmLZQZ +mgL(l-cos@) =cte

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez

S. Ral mlre z de la Piscina Millan =1
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ARMONICO SIMPLE

PENDULO SIMPLE

2 2
Y como: 0039-1—9—+ 1—9—

E=2120% 4+ 2 g19% = 1262 + 25 (1.6)
2 2 2 2L

Energia de un oscilador armoénico de constante K=mg/L y
longitud natural nula

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | 148/159 Fraian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

FAIAN - ETSIAE



FISICA | DINAMICA DE UNA PARTICULA

EL OSCILADOR ARMONICO
AMORTIGUADO

ECUACION

En el oscilador armoénico simple se suponia que no existian
fuerzas de rozamiento y que, por tanto, la oscilacion se
mantenia de forma indefinida.

En realidad la amplitud de la oscilacion va disminuyendo
gradualmente hasta que se anula.

Una buena aproximacion, en la mayoria de los casos, es
suponer que la fuerza de rozamiento es proporcional a la
velocidad.

F=-2mpBv

[ =Coeficiente de amortiguamiento

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan - -
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ECUACION

d’x
m
dr*

dx
—+K(x—-L,)=0
7 ( o)

Cambio de variable: s(t) = x(t)-L,

N\

2
d’s d
o7 — + w)s =0
Frecuencia propia del oscilador @, = , f
F. Jiménez Lorenzo
J.C.JiménezSéez_ ) - —
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SOLUCIONES DE LA ECUACION

SOBREAMORTIGUADO

w; < B*: No hay oscilaciones

AMORTIGUAMIENTO CRITICO
ol =B s(t)=(c, +c,t)e”

INFRAAMORTIGUADO
s(t)= A,e " sin(Qt + @)

o > f’

0 ) 2 2 2
Q° =wy-pf
Hay oscilaciones de menor frecuencia que @, y amplitud
decreciente
Si[?alg?sl'ir::rjeIaPiscinaMiIIa’n 1511159 f‘:a,‘af—! .
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AMORTIGUADO

GRAFICAS

Mov. sobreamortiguado

v

Mov. critico

B

Mov. infraamortiguado

t

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA

Pérdida de energia rapida
El bloque se detiene sin oscilar

AE =W _ <0

roz

Fuerza de rozamiento comparable a la del muelle
El bloque realiza oscilaciones

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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EL OSCILADOR ARMONICO
FORZADO

ECUACION

El oscilador armonico amortiguado sometido a una fuerza

periddica externa de frecuencia @; y amplitud F, se conoce
como oscilador armonico forzado

F(t) = F,cos(o 1)

d’s d

as . p2s = Lo
o + 20 " + @,8 = " cos(w ;1)

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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SOLUCIONES DE LA ECUACION

Solucion particular de la ecuacion valida para tiempos
t>>1/p

W

s(t)=f(@)+ Asin(w, t+¢) [f({t)——50

Sustituimos en la ecuacion para calcular Ay @

(L) —i >Asin(a)fz‘+g0)

a Piscina Millan . =1
) 155/159 Fkaian
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SOLUCIONES DE LA ECUACION

2 g . 1“1
A(wy —o,)sin(o,1+@)+2pw, cos(w, 1 +¢)=—cos(w 1)

m

A(w, —w7)cos(p) - 24w, sin(p) =0

407 - 02)sin(p) - 2450, cos(p) = L2
| ' m

—

mA(w, — ;) = F,sin(p)

24fw , = F, cos(@)

méne ez \
amirez de la Piscina Millan =1
Fisica | 156/159 Failan
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SOLUCIONES DE LA ECUACION

Es decir:

F. Jiménez Lorenzo
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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FORZADO

SOLUCIONES DE LA ECUACION

a .
Introduciendo el cambio de variable: z=— ¢ =—

- 1 1-2z7
¢ 2q z

F[J

2
®,m

F, 1

A=
w;m \/(1~~,2'2)2 +4q°z°

h(z)=

F. Jiménez Lorenzo
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FORZADO

RESONANCIA

Crecimiento cuando @; — @, (Z —1)
El crecimiento es mayor a medida que w,> £ (q<<1)

La transferencia de energia es
optima en resonancia cuando la
frecuencia de la fuerza aplicada
es proxima a la frecuencia
propia del oscilador y es
maxima para un rozamiento
minimo.
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