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FUERZAS Y MOMENTOS APLICADOS SOBRE UN SR

Las fuerzas que actuan sobre un solido rigido cumplen:

EL MODELO DE FUERZA PUNTUAL

A pesar de que muchas fuerzas se trasmiten sobre una
superficie de contacto, es posible reducirlas a una unica
fuerza, o a una fuerza y un momento, con un punto de
aplicacion bien determinado.
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FUERZAS Y MOMENTOS APLICADOS SOBRE UN SR

LA LEY DEL PARALELOGRAMO DE SUMA
VECTORIAL

El efecto que producen varias fuerzas sobre un soélido es
igual al que produce su suma vectorial, consideradas
como sistema de vectores deslizante.

EL PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD

El efecto de una fuerza sobre un sdlido rigido no cambia
si desplazamos el punto de aplicacion a lo largo de su
recta soporte.
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FUERZAS Y MOMENTOS APLICADOS SOBRE UN SR

Las fuerzas exteriores que podemos considerar
aplicadas sobre un solido son:

* Fuerzas a distancia, tales como el peso o acciones
electromagneéticas.

 Fuerzas y momentos directamente aplicados o de
contacto con otros sistemas.

* Fuerzas y momentos de reaccion en apoyos.
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FUERZAS DISTRIBUIDAS DE FORMA CONTINUA

—_—

dF . .
Resultante: R = IdF
r
@) Momento resultante en el origen O:
M, =|7xdF
El sistema de fuerzas se reduce M, R
en el origen a la resultante y al
momento resultante 0O
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REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS

Las fuerzas que actuan sobre un soélido rigido se comportan
como un sistema de vectores deslizantes. El sistema de
fuerzas se puede reducir en un punto A a un sistema
equivalente constituido por la fuerza resultante ( R) y por el
momento resultante (M ).

R

J.C. Jiménez Saez |
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INVARIANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS

La resultante es el invariante vectorial.
f( Existe otro invariante.

MAzﬁxA'A+MA.
FA

M, |/ A'A|R—>RxA'A=0>M,=M,
VA

A

El momento resultante de un sistema respecto de puntos
situados en rectas paralelas a la resultante es el mismo
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INVARIANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS

M. R

B

La proyeccion en la direccion de la resultante del momento
resultante del sistema es siempre la misma

independientemente del punto con respecto al cual se haya
calculado dicho momento.

m es un invariante del sistema de vectores (invariante escalar)

J.C. Jiménez Saez
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MOMENTO MINIMO

El momento resultante se puede descomponer
siempre en dos vectores: una componente paralela
y otra perpendicular a la resultante.
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MOMENTO MINIMO
m./ MB My =M, R
, % ji=m
My =i+ My, =|M,|=|m+M,,|=m*+M;, >m

El mdédulo del momento resultante es siempre mayor o
igual que su proyeccion en la direccion de la resultante.

m es el vector momento minimo

J.C. Jiménez Saez
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EJE CENTRAL

Eje Central: Lugar geométrico de los puntos del espacio con
respecto a los cuales el momento resultante del sistema es

el vector momento minimo.
Es condicion necesaria para que exista que la resultante sea

distinta de cero.

+ EJE CENTRAL

—_— III,,’ /
M, ,
,/,II, 7 / et
SO .
v ,/, o 3 — m — m —
M y M p f R
A /P
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EJE CENTRAL

Si P es un punto del eje central, entonces: M ,, || R

—_ — —

M,=M,+RxOP=M,—7xR

M})xﬁ:() —)]\Z()xﬁ—(?x}d{)x}%:()

0=—(F-R)R+(R-R)¥ +M, xR
/

P
/ — . - — —
EJE CENTRAL 3 BxM, (F-R)R
R R R
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EJE CENTRAL
7R
R

R’xﬂ?f(,+(;-'-1"é)

. R . ,
= 2 . —
P 2 B Introducimos el parametro A: A

Ecuacion vectorial 7V = ———
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TORSOR EQUIVALENTE

El sistema de vectores se reduce en un punto P del eje
central a la resultante y al vector momento minimo.

El conjunto de ambos vectores recibe el nombre de
Torsor Equivalente.

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan = .
17/90 IN=]l=]a

U.D. Fisica |
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

CASOS ESPECIALES DE
SISTEMAS DE FUERZAS

FUERZAS CONCURRENTES

Las rectas soporte de todas las fuerzas pasan por un
mismo punto llamado punto de concurrencia C.

o R 'EC
F I
I 7 El momento resultante respecto
! 2 al punto C es nulo, por tanto, el
Ai\ ,' A momento minimo es nulo.
CY?
1
l . V4
I El Eje Central pasara por el punto C.
[]
fraian
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CASOS ESPECIALES DE
SISTEMAS DE FUERZAS

FUERZAS COPLANARIAS

Todas las fuerzas estan contenidas en el mismo plano.

| R p La resultante esta contenida en el plano.

M,
ﬁl I/EC
;b
Al
O

/
/A2

El momento resultante respecto de un
punto del plano es perpendicular al plano.

Por tanto, el momento minimo es cero.

El Eje Central también esta contenido en el plano.
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CASOS ESPECIALES DE
SISTEMAS DE FUERZAS

FUERZAS PARALELAS

Las rectas soporte de todas las fuerzas son paralelas entre si

EC: La resultante es paralela al sistema de vectores
A, A : R
. g : El momento resultante es perpendicular a la
K 2 resultante.
1) Por tanto, el momento minimo es nulo.
|
|

El Eje Central es paralelo al sistema de fuerzas.
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CASOS ESPECIALES DE
SISTEMAS DE FUERZAS

FUERZAS PARALELAS: CENTRO

Si P pertenece al eje central (momento minimo nulo):

EC.
AR |5 G =M. +RxOP
| | g 0=M,=M,+RxOP=
- }-;', n 3 LAY -
A B =Y P xF+Y Fx0P
u } ,L i=1 i=1
*p .
| Como: F = Fy
1 1
n n .
() Fr)xu+ux) FOP=0
i=l i=1
J.C. Jiménez Sa’ezl ) N
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CASOS ESPECIALES DE
SISTEMAS DE FUERZAS

FUERZAS PARALELAS: CENTRO

i}«;ﬁ—iﬁ;oﬁ x1i =0
i=] i=]

Para que se cumpla la ecuacion anterior debe ocurrir:
O bien 1)

h_"':l

n

.Q n n Z .
I [ZEE-ZEOP] O:OP—L:OC
— ; i=1 i=1
! J *pP=C 2.F

i=l
Ecuacion del eje central: OQ =0C+ Au

i
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CASOS ESPECIALES DE
SISTEMAS DE FUERZAS

FUERZAS PARALELAS: CENTRO
O bien 2)

DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

i FF— Z FOP | =kii
i=1 i=1

Ecuacion del eje central:  OQ = OC + Au

C es el centro del sistema de vectores. Si cambia la
- direccion de U, el centro del sistema es el mismo.

S. Ramirez de la Piscina Millan
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CENTRO DE GRAVEDAD

Sobre grandes masas, el campo gravitatorio es un campo

central reducible a la resultante aplicada en un punto del eje
central.

Eje Central

J.C. Jiménez Saez
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CENTRO DE GRAVEDAD

En la aproximacion de vectores paralelos no uniformes, el campo
gravitatorio es un campo de vectores paralelos reducible a la
resultante aplicada en un punto del eje central. Un punto siempre
de este eje es el CENTRO, llamado centro de gravedad (CG).

im |7 )
N

Eje Central
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CENTRO DE GRAVEDAD

e

Eje Central

<«

(r)rd
=Ug(?)deﬁ Rog = flg i
M | ; ! J.g(f_;)dm

El centro de gravedad es el mismo independientemente de la
orientacion del sélido (véase sistemas de vectores deslizantes)
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CENTRO DE GRAVEDAD

En la aproximacién de vectores paralelos uniformes, el campo
gravitatorio es un campo de vectores paralelos reducible a la
resultante aplicada en un punto del eje central. Un punto siempre
de este eje es el CENTRO, llamado centro de gravedad que

coincide en este caso con el CM.

0 g )
| =

Eje Central
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CENTRO DE GRAVEDAD

| &

Eje Central

,[ rdm El centro de gravedad
Row = M R, coincide con el CM.
- . d M
é?ﬁ::rr:}f;zeczjeslaae;iscina Millan =
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ECUACION DEL MOVIMIENTO DEL CM

De manera analoga a un sistema de particulas se verifica:

m P _ g
dt ext

Ecuacion de movimiento del CM:

—

MA.,, =F

ext

Cantidad de movimiento del SR: P = J. dmv = MV,
M

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
U.D. Fisica |

o , , 29/90 ‘fraian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

ECUACION DEL MOVIMIENTO DEL CM EN UN SRNI

V. . L
Md(;tM =F_ +F=F

Ecuacion de movimiento del CM en SRNI:

—

MA,,, = F

Cantidad de movimiento del SR en SRNI:

p=|dmv=Mv,,
M

amirez de la Piscina Millan
isi
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ECUACION DEL MOVIMIENTO DEL CM EN UN SRNI

Resultante de fuerzas de inercia en un sistema no inercial
con aceleracion del origen a,,, de velocidad angular QQ y
aceleracion angular & :

F, = dF,
M

~

—J.M(EZ'O +§x?+ﬁx(ﬁx?’)+2(ﬁxf}))dm

Fy==M (dy+ G x Rep +Qx(Qx Rep ) +2(QxV,,))

J.C. Jiménez Saez
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TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

@: M dV("M

dit di F,., (Suponemos un SRI)

[ =[F,di=p,-p

El impulso total de las fuerzas exteriores sobre un solido
rigido es igual a la variacion de la cantidad de movimiento
en ese intervalo.

Principio de conservacion
Si I = 0, la cantidad de movimiento del sistema p se
conserva.

J.C. Jiménez Saez
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TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO EN UN SRNI

d_p: M Wew =F,, +F =F
dt dt |

= 1, — - -
i = ) Fdt = p, — p,

El impulso total de las fuerzas exteriores y de inercia
sobre un sadlido rigido es igual a la variacion de la cantidad
de movimiento en ese intervalo.

Principio de conservacion
Si / = 0, la cantidad de movimiento del sistema p se
conserva.

J.C. Jiménez Saez
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U.D. Fisica | 33/90 fraian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

MOMENTO CINETICO DE UN SR

do al sélido)

S inercial o no

— ! —
Utilizando el sistema S’ ligado al sélido: ¥ =¥ —r,

V=V, +dx(F-F,)

||
<
n T
_|_
o
X
N|

J.C. Jiménez Saez
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MOMENTO CINETICO DE UN SR

-

L, Ir xdm(vV,+oxr') = (J.dmr)va +J.dmr x(x7")

M M

M A(1X1_5A

A debe ser un punto en reposo (v, =0)

oel CM (%26)

—

L, = [ dm#x(&x#) = [ dm(||
M

S R mlre z de la P a Millan

o—(0-7)F)

U.D. Fisical| , , 35/90 ‘Feaian >
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MOMENTO CINETICO DE UN SR

L J. am(r o, —(xXo,+ye,+z'0,)x)i +
+IM dn(r“o,-(Xo, +yo,+ze,)y") j +

+IM dm(Fw, — (X o, +y o, +7'0,)z) K
L), =(], dn —x*)w, ~([, ), ([ =)o,

irez de la Piscina Millan
ica
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MOMENTO CINETICO DE UN SR

Momento de inercia respecto del eje X’

Ls= j.d)"n(a?ﬂ”2 —x') = Idm(y’z +z) =1,
M M

Productos de inercia

—B.y :_J.dmx’y’zjlz 5 T Z_J dmx'z' =1,
M M

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOMENTO CINETICO DE UN SR

—_—

A debe ser un punto en reposo o el CM: L, =7A X0,

(L, (I, -P, -P, \o,)

Xz X
LA}” = —R}{\_r ]yr _})yrzr a)yr

\L z ) \_})z'x' —k ],’

Tensor de Inercia calculado en A
(Simétrico e independiente del tiempo al obtenerse en S’)

—

En general, L, y @ no son paralelos

38/90
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MOMENTO CINETICO DE UN SR

Ejes principales de Inercia: [, =0

En un sélido homogéneo con tres planos de simetria
ortogonales, la interseccion de los planos es un eje

principal, y la interseccion de los ejes es el CM.

En ejes principales para el CM (centrales):

o EY, By, 70
Loy =100 +1.,0,]+1.,0,k

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Si A es un punto fijo (continuamente en reposo) o el CM:
dL,
dt

S

= [ (F-F)x(dF,, +dF)= [ (dM,,,+dM, ) =M,
M M
I_:A :MA_C;X]—}A +7A E)

Utilizando el sistema S’ ligado al sélido:

- dL dL -~ — do -
A A
M, = = +oxL, =1, —+@XL
A A A A
dt ).\ dt ), dt

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO

Principio de Conservacion:

Si el momento resultante es nulo, el momento cinético
del sélido se conserva.

Analogamente a un sistema de particulas se tiene:
Z_:A :Z() _@XMI?(‘M

EA = (}_é(‘M —FA)XMV('M +E('M

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL
MOMENTO CINETICO

ECUACIONES DE EULER

Tomando ejes principales de inercia y el CM (A=CM):

= S =7 = 7
L(-M == ]('Xra)xrz + ](vyra)yrj + ](vz!a)zrk

dL,. do. - do, - do. -
—M |\ =], —=i'+l., —=j+I.,—=Fk
dr ), dt Tt Codt

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL
MOMENTO CINETICO

ECUACIONES DE EULER

DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

do.,
I..—=+({.,—1I.)o,0,=M,
2 - )0, Q.

!

r

dao.,
](' ! T + (](‘x' . ] 'z )a)x' a)z' o M

dt =

do.,
]("z’ 7 + ([('y' n ]('x' )a)y’a)x' = M('z'

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DEL
MOMENTO CINETICO

ECUACIONES DE EULER

Tomando ejes principales y un punto fijo Q (A=Q):

i dL, dL, - do =

= = °Cl +oxL, =1, -—+wxL,
Cold ) ) < 8 g ’

—

— _'? _:’ _.’
Ly=1,0i+l,0,j+], 0k

Se obtienen idénticas ecuaciones a las anteriores

J.C. Jiménez Saez
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TEOREMA DEL
MOMENTO CINETICO

ECUACIONES DE EULER

do,
dt

]er +([£Zr_[Qy:)a)Zra)yr =Mer

do.,
I, —+(,

Oy df Ox' _[Qz')a)x'a)z' — M

0y

do.
er 7 + (]ny - ]er )a)yr a)xr — M

0z

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA CINETICA DE UN SR

Ec%idmvz=%ﬂ£dm(@+a‘>x?’)-(@+caxf')=
T . am, . _.;
— d V_A . d 4 '
(,{[ m) > +V, ((UX(},[ mr))1+f£—2 |a)><r|

5‘w

Si A es un punto en reposo (V, = 6), oel CM ( Idm?':ﬁ )
J o

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA CINETICA DE UN SR

.

Llamando: D=aoxr' =v—-v,

@xF[ = D-(@xF) = @-(Fx D)= &-(F x (7 ~¥,))

Es decir:;

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA CINETICA DE UN SR

Si A=Q es un punto en reposo (v, = 0), laenergia
cinética es la de rotacion alrededor de ese punto.

1

E, =My, +%@-(J:w dm(F ~F)x(V-¥,))

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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ENERGIA CINETICA DE UN SR

Si A es el CM, la energia es suma de la energia cinética
de traslacion del solido mas la energia cinética de
rotacion alrededor del CM

EC:lMVfM+lc?)- Idm(?—]_i"(.fw)x(ﬁ—ﬁm) =
2 J 2 M ‘

l 2 1 — i = —

=§MV(YM+560- idm(r—R(‘M)xv

\ Veus I dm(F— R, ) =0
M

1 |
E =—MV’ D
— | + = a) b \
C 2 CM 2 M
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan E
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA PARAEL CM

De manera idéntica a un sistema de particulas tenemos:

Rey =, = E 2% =2 l 1
Wen = L—?— F-dRc), = _LD F Ve dt = EMV(?M - EMVCZMO

CMy

Resultante de fuerzas aplicadas
y de inercia

»

S (inercial o no)

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan
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DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

i dt M dt 27 Ut ),

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

Llamaremos Ifj a las componentes del tensor de inercia:

o) el ) 2oz (3 T3l -

dw, = do, - do,
=y | — I,0,= : I ,0,= 1L,
7\ @ LT ~\ dt )T ~\ dt ),

Por la simetria del tensor y su independencia del tiempo:

.| 9L :[d_w] .5A=(d£] i
C. sménez séez dt S dt S’ dt S =

a Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

dt, d 1. , . (dL gLl L L -
C=—(CMV)D+a | —E | =— (M) +d- (M, +M
dt dl(2 A) [ dt )S dt(2 A) ( ext A 1,4)

Consideremos que A es fijo o el CM, aunque mas adelante
veremos su aplicacion a cualquier punto:

1 Ib — T S
AE = ACMV})+ [ 6 (M, + M, )i
f(i‘

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

—

Si A=Q es un punto fijo del sélido (v, = 0 ):

Iy _,

AE, =" d-Mydt =W, =W

t Mg

El cambio de energia cinética es debido al momento de
fuerzas reales y de inercia calculado respecto del punto fijo.

amirez de la Piscina Millan
isi
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

. /) 5 =
SiAesel CM: d : :Z(%MI/(%M)_FQ)'(M&‘{('M+M]('M)

dt
E a: =
ddt"zF-V. +&-M,,
AE =["F V., di+ [ My dt =Wey +W,, =W

El camblo de energia cinética es debido al trabajo de la
resultante de fuerzas reales y de inercia aplicadas en el

CM mas el trabajo del momento de dichas fuerzas
calculado respecto del CM.

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan E
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

Para cualquier otro punto P, reduciendo alli el sistema
de fuerzas:

I, — — 1 - —
AE, = ["F -V, di+[" &-Mg,dt
L, L,

Usando el campo de velocidades y el teorema de
cambio de polo:

AE. j ., +a)><PC)dz+j &-(M , + F x PC)dt

a Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

Es decir:;

AE, :j”’ﬁ-deHj’”@-A?f,,de”’ﬁ-(@xP—(F)dzm-(FxP—c?)dz

a a

0

AE. = j Fdt+[" & M,dt =W

a

Puede darse el caso de que cambie el punto del sdlido
al que reduzcamos el sistema para calcular el trabajo,

en este caso la formula sigue siendo valida siendo P un
punto diferente del sélido en cada instante.

J.C. Jiménez Saez
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

Ejemplo: Trabajo del rozamiento estatico en rodadura

Ip Iy

W, = [ Fe ¥ di oM, di =
! !

——
a 0 a 0

ap

El punto P del sélido es diferente en cada instante.

Principio de Conservacion:

Si el trabajo de la resultante y el momento resultante de
fuerzas aplicadas y de inercia en un punto es nulo, se
conserva la energia cinética.

SiW=0=E_ =cte

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

Equivalencia con un Sistema de Particulas:

dE 2 — 95 o
d; = _(_MV(TM )to-(Myy, + M)
dE. . =
=— =MV )+o- | F x(dF +dF
~ dt(2 ) j ( D
dE, d 1 _ ] 5 ~ =
o df(Z c;w)"‘J.dF (oxF)=— (EMV(M)‘FidF'(V_VEM)
R(.UP!
AE, = [ F-dR., +|[dF-(dF -dR.,)
i é("_u a M
(- Expresion analoga a la N T
AE‘(:J‘J‘dFdF de un sistema de W = ZIF
J.C. Jiménez Séez - Mr, partl’CUIaS =1 .
EEEE:I:eI(: ;F; AMpII"a:daaIasIngenierl’asAeronéuticayNavaI 59/90 FE”EH_, )

TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA

Distinguiendo las fuerzas aplicadas (exteriores) conservativas
del resto:

N .
: : H'J
.[ exti ]/‘I
:I !G

AE =W - AL

c disipativas p

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA
14 =AE_+ AEP

disipativas

Energia mecanica: £ = E_ + Ep

W,

Isipativas = AEm
El trabajo de las fuerzas disipativas es igual al incremento
de la energia mecanica

Principio de Conservacion:

Si el trabajo de las fuerzas disipativas es nulo, se
conserva la energia mecanica.

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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TEOREMA DE LA ENERGIA MECANICA

Energia potencial de un sélido en el campo gravitatorio terrestre:

Z s

7 Consideramos la aproximacion de
vectores paralelos uniformes

>
»

B, :Idmgz:gjdmz:MgZCM
M M

El incremento de energia potencial es positiva al alejarse de
la Tierra. Hemos considerado el origen en la posicion z=0

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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APLICACION AL MOVIMIENTO PLANO

Se verifica queﬂla vglocidad angular es paralela a una
direccion fija (k' = k) y la velocidad de todas las particulas
del sdlido es perpendicular a la velocidad angular:

Seccion Central &
gj) V,-&=0 VP

La velocidad de las particulas
es paralela al plano X'Y".

Y1
5 X"’ (ligado al sélido)
S inercial o no

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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APLICACION AL MOVIMIENTO PLANO

Seccion Central -
(18

Mg| | ] R,

A

L
,/S’ (ligado al sélido)

S inercial o no

Para el movimiento del CM tenemos:

J.C. Jiménez Saez

MA., =F — F,=0 (-Mg+R.=0)
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APLICACION AL MOVIMIENTO PLANO

Seccion Central

A debe ser un punto en reposo del CB
solido o el CM

it I R,
L,=1, 0 f
Mgl | ] R,
Movimiento plano: AL
./S’ (ligado al solido)
o, =0, =0

S inercial o no

LA = _erzra)zrl" . })y.rzfa)zfj’ + IZ;C()Z:k'

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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APLICACION AL MOVIMIENTO PLANO
o _(dL,
d

+oxL,
S’

—_—

wxL,=-o; P,.J + ; P,,z

2 _ N
_Pr'z'az' + }Dy'z'a)z' - MA g

2
_Pylzrazr - erzra) P M

2 4y" % Ecuaciones de Euler

.o =M

Z Z AZ’

/
A debe ser un punto fijo del sélido (continuamente
en reposo) o el CM

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan
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APLICACION AL MOVIMIENTO PLANO

EcleijFla*)-ZA
2 2

Seccion Central -
()]

(i) r Y 7 1
L = _erzfa)zrl - Pyrzra)zrj + ]Zra)sz

—_—

2
'LA _a)zrlzr

Ry
AL 2 1
./S’ (ligado al sélido)

E=MX“+—].0
5 9 T

Q!

S inercial o0 no

A debe ser un punto en reposo del sélido o el CM

74
S. Ramirez de la Piscina Millan
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APLICACION AL MOVIMIENTO PLANO

Para el CM:

I Iy 143

AE, = | F -Vey,dit + [ &- My dt = | F Ve dlt + j o.M, .df

f f

a da a

Para un punto fijo del sélido Q:

“ do
AE =J.Ct)Z,MQZd[= IMQZ.dQ—) 0, =—
{ 2]

dt

a a

o @ angulo girado en torno al eje 7’

S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO PLANO
CON PUNTO FIJO

DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

PENDULO FiSICO

Solido rigido que oscila sin rozamiento bajo la accion de la
gravedad alrededor de un eje fijo en el plano XY.

M, =di x(~-Mg)j =—-Mgdsin 0k

ii, =—cos@j +sin0i
........ >X ]:'a — —Mgd Sll’l 9
d’e :
i L2l Mgdsing =0

Oscilaciones pequefias: @, << 1

)
— a) —
0 =0, cos(at+p) 0

U.D. Fisica |
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MOVIMIENTO PLANO
CON PUNTO FIJO

PENDULO FiSICO

Es necesario aplicar las ligaduras a través de los campos de
velocidades y aceleraciones para calcular reacciones:

El CM describe un movimiento circular.

Rii +Ryii,+MgcosOu —Mgsinbi,=MA,.,

S ——

¥ear = &ox0C — V(.M =od u,

Z(_.M =d'x5€+a3x(a3xO—C")

—

A ad u °d i
J.C. Jiménez Séez CM u 2] @ u r
S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO PLANO
CON PUNTO FIJO

PENDULO FiSICO

Las reacciones en el punto O no producen trabajo puesto que

se encuentran aplicadas en un punto fijo, ni tampoco momento
en ese punto.

AE, =AE,+AE, =0

El sistema de fuerzas paralelas gravitatorias se reduce
para solidos sobre la superficie terrestre a una unica

fuerza aplicada en el CM de valor Mg.

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan E
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MOVIMIENTO PLANO
CON PUNTO FIJO

PENDULO FiSICO

pm=H ~dm g ) dr——jjdmgdy— jdnzg(yb ¥.)
b

Y i R,

Peso

Wheo = —Mg(Yryp —

(Ma)_

Origen de energia potencial

A E,(Yoy) =mg(d+1X,),, Yy, <0

,(0)=mgd( )
J.C. Jiménez Saez .
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MOVIMIENTO PLANO
CON PUNTO FIJO

DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

PENDULO FiSICO

Para el CM:

1 1
E= Em Vi, + EICM:'wz +mgd(l-cos@)=cte

Para el punto fijo O:

I = %102,602 +mgd(l1—-cos@) = cte

J.C. Jiménez Saez
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MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

Relacionamos las velocidades y aceleraciones de los

puntos C (centro geométrico, que puede coincidir o no con
el CM) y P (punto de contacto):

/ / Seccion central

I:’\_, &n V, =V.+@&xCP=(v.+oR)i

G, =ad.+0xCP+dx(&xCP)=(a.+aR)i +®*R |

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan .
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DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

—_— —

Vs :v(.+(?)xa5:(v(.+a)R)f¢6

Siv,#0:

El disco desliza, y |la fuerza de rozamiento es dinamica:
F,, = u,N y con sentido opuesto a la velocidad del punto P.

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

— —_— —

Vp. =V, +a)x§":(v(, +wR)f:6

a,=(a.+aR)i +o’R j=w’'R |

Si v, =0:

El disco rueda: v, =—@R a, =—-aR
y la fuerza de rozamiento es estatica, |FRe <u,N.
Su sentido puede ser cualquiera de los dos.

amirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

El sentido y
positivo de giro | «
es el antihorario

Ecuaciones para el CM: MA.,, =F ; MA,, =F

) },‘

Si el CM coincide con C se tiene que: £, =—Mg+ N =0

Ecuacion de rotacion alrededor del CM:  [.a =M, ..

El sélido debe ser simétrico respecto del plano XY para que: P\
mantenga el movimiento plano pues no hay momentos en X e Y.
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica | 77/90 ‘Fraian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

=P, =0yse

MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

Punto instantaneamente en reposo (no fijo)

L, = ([ dm#)x¥, + [ dm? x(@x7) = ([ dmF)xv, + L
M M M I

IP-a)

oy

- L — L .
M, = aL, =M PCxa, + i + X
dt ), d ).,

ado al sélido) Para el movimiento plano:

2 _
_Bcrzrazr + Pr ra) fy; o— MPX'

yz oz
_P ' ra P P N ra) fi — M '
yz 7z Xz g Py
—_— —_—
—
la.+M(PCxa,)- k=M,
J.C. Jiménez Saez “ - <
S. Ramirez de la Piscina Millan .
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MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

o

El sentido positivo de Y4 Mg
giro es el antihorario 5|+ .

— R
e

P
Si el CM coincide con C se tiene que:

PC| a,

Y la ecuacion de rotacion alrededor de P es:

L.a=M,
z Pz
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan = .
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MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

Parael CM: AE_ = J.ﬁ : V(.Mdz‘+j&)M(.M:,dt

a

Iy Iy
Para el punto P: AE_ = _[F -V, dt +I oM, .dt =W
it {

o

El trabajo de la fuerza de rozamiento dinamica es negativo
ara que el sistema pierda energia. = -

bara g P Sl Al

En el caso estatico el trabajo del rozamiento es cero, pues

v, =0 (el rozamiento no crea momento en P).

—

—
F v =0
J.C. Jiménez Saez Re P
S. Ramirez de la Piscina Millan = .
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MOVIMIENTO PLANO DE RODADURA

Dependiendo de las Condiciones Iniciales se presentan dos posibilidades

Voo = —O,R Veo # OyR
C puede ser o no el CM /
o Fry=m,N
Re —
Opuesta a v,
Resolucion Resolucion /
Se debe Comprobar: Correcto Siempre que:
V. #—0WR
|FRc| < ‘ULN ¢
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan E
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MOVIMIENTO PLANO
DE RODADURA

CILINDRO HOMOGENEO DESLIZANDO CON POSTERIOR RODADURA
MOVIMIENTO DE DESLIZAMIENTO

171’0 = (V(‘MO 2 a)oR);
C=CM) l

‘Vpo I/('MO a _a)OR

El rozamiento dindmico es opuesto a v,

La distribucion de masa es simétrica respecto al plano X’Y’

Px':' i R;":' =0

]
](‘M:' = EMRz

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO PLANO
DE RODADURA

DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

CILINDRO HOMOGENEO DESLIZANDO CON POSTERIOR RODADURA
MOVIMIENTO DE DESLIZAMIENTO

(c=cm)  MA.,, =—F

Rd
0=N-Mg

FRd — /‘dN

o Ioy@ =(CPx Fy) =Ry, N
Condiciones Iniciales 1 sentdoposivdo i
V('M (=)= V(”M(}; o(t=0)=w es el antihorario

0

Integrando las ecuaciones con las condiciones iniciales:

2u .8t
Ve =Vewo = #481 D=0, — }3

74
S. Ramirez de la Piscina Millan
U.D. Fisica |
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MOVIMIENTO PLANO
DE RODADURA

CILINDRO HOMOGENEO DESLIZANDO CON POSTERIOR RODADURA
MOVIMIENTO DE DESLIZAMIENTO
Instante t; en el que se produce la rodadura:

Vo (1) =Van 0(t) =

s — CMO
V(‘Ml__a)lR —> L=

Si V., es positiva, el sdlido gira en el sentido contrario al
dibujado para @, (w;<0).

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan
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MOVIMIENTO DE DESLIZAMIENTO

Para el CM:

Vou | ]

EC = M +E](,MZ,CU2

Teorema de la Energia Cinética en el CM:

AE, = | (=p1,N) Ve dt + | &X(=p1,NR)dlt

ly Ty
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MOVIMIENTO DE RODADURA

Se supone un sentido para la fuerza de rozamiento estatico
(la resolucién determinara si Fr,> 0 0 < 0).

MA.,, =—Fy, 0=N-Mg

](“Mz'a = (CPX ﬁ:’{e)z' = _RFRe

Ligadura de rodadura: 4., = —Ra

Tras resolver las ecuaciones se debe comprobar que:

|FRe nd /ueN

Nota: también sirve la ecuacién de momentosenP: [, . a =M ,, =0
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Teniendo en cuenta que después de resolver las ecuaciones

previas tanto la aceleracion lineal del CM como la aceleracion
angular son nulas:

Ve @) =Vey,  0(1) =0, A('M =0 a=0

Dos posibilidades:
®<0 ®>0
/ S Tl\ /

o[ R
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t b '(h

AE, = |F-V,dt+|oM, dt=0 SI:’\ ,
W—J x )
IR Fy.
Vow 1 2
Parael CM: E =M —* +El(.M L@
1
Para el punto de contacto P en reposo: £, = —I,,,:.a)2
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EQUILIBRIO: REACCIONES EN APOYOS EN EL PLANO

Un solido rigido se halla en equilibrio cuando la resultante de
fuerzas aplicadas y de inercia es cero, y el momento
resultante respecto a un punto cualquiera es cero.

( F’ son fuerzas aplicadas y de inercia)

- — (Por el teorema de cambio de polo el
F =0 MA =0 punto de calculo del momento A es
indiferente al ser la resultante F=0)

Yo

s s

Reaccidn con linea de

Solido con Sélido en apoyo sin accion conocida
rodamiento ideal rozamiento
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NN

Solido sujeto a Sadlido sujeto a Reaccion con linea de
cable ideal varilla ideal accion conocida

- \&
_

Sélido sujeto a Ree?c’:cnon con.clllnea de
. . dacclon conocida
pasador sobre Solido sujeto a
ééﬁ;mf;;cziesge;iscina Millan en ranura lisa -
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