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Dinamica del sélido rigido

@ 8.1. Propiedades del campo vectorial de momentos

El principio de transmisibilidad permite tratar las fuerzas aplicadas a un sélido rigido como
vectores deslizantes. Los efectos mecanicos de las fuerzas no cambian si estas se trasladan a lo
largo de su recta de accién (recta soporte). En el capitulo 1 vimos cémo un sistema de fuerzas
Bz se podia reducir en un punto a la resultante y a un momento resultante. Si redujésemos el
sistema a otro punto la resultante no variaria, no asi el momento resultante que verificaria el
teorema de cambio de polo (ec. [1.24]):

ﬁi MO’ = MO + 0'0 x E (81)

T Figura 8.1: Campo vectorial de momentos y resultante.

5 Esta ecuacion da una distribucion espacial de momentos tal que el momento resultante del
2% sistema con respecto a puntos situados en una misma recta paralela a la resultante (ﬁ) es el
n mismo. La direccion de la resultante define rectas paralelas a ella y caracterizadas cada una por
an el hecho de que el momento resultante del sistema es el mismo independientemente del punto
7 de la recta elegido para calcularlo.

Dada una recta r; paralela a la resultante (ﬁ), el momento resultante del sistema es el
mismo con respecto a cualquier punto de esa recta (Fig. . Para otra recta paralela a R, 1o,
=4 ocurrird igual, aunque el momento no tiene por qué valer lo mismo que para los puntos de la
s recta ry.
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FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.2

8.2. Momento minimo

—
Si observamos la expresién [8.1] nos damos cuenta de que el término O’O x R es un vector
siempre perpendicular a la resultante R. Es decir, su proyeccion en la direccién de ésta es nula.

Esta observacién nos conduce a una interesante conclusion si proyectamos en la direccion de la
resultante los tres vectores de la igualdad [8.1]. Esta es que:

“La proyeccion en la direccion de la resultante del momento resultante del
sistema es siempre la misma independientemente del punto con respecto al
cual se haya calculado dicho momento”

Figura 8.2: Momento minimo.

La proyeccién del momento resultante del sistema en la direccion de la resultante (Fig. [8.2))
es un invariante del sistema que llamaremos momento minimo y que designaremos por la
letra m.

m = Mo - (8.2)

| T

Existird en particular una recta paralela a Eenla que el momento resultante del sistema
tenga de médulo || y de direccién y sentido la de la resultante. A tal momento resultante le
llamaremos vector momento minimo:

m = m— (8.3)

Hay dos formas de comprobar que efectivamente || es el médulo minimo que puede tener
el momento resultante del sistema con respecto a cualquier punto:

1?)

MO‘ cosa = PR(]\7[O)

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.3

_ Pr(Mo)
COs v

ol

(‘Mo‘)min = (COS Oé)méx = o = 0,7’(’

La direccion y sentido del vector momento minimo es la de R y, por tanto, su valor escalar
debe coincidir con m.

s
=T

Figura 8.3: Proyeccién del momento en la direccion de la resultante.

24) Si descomponemos Mo en dos direcciones (Fig. , una paralela a B (Py) y otra
perpendicular a ella (Np), se cumplira:

MO:ﬁo—l—ﬁO

[Mo| = \/P3 + N& = \/m? + N > ||

es decir, (’MO’)min = |m|.

8.3. Eje central

El eje central de un sistema de vectores deslizantes es el lugar geométrico de los puntos
del espacio con respecto a los cuales el momento resultante del sistema es el vector momento
minimo.

Recordando lo estudiado en el apartado anterior, esta definicion es equivalente a:

“el eje central es el lugar geométrico de los puntos del espacio con respecto a
los cuales el momento resultante del sistema es paralelo a la direccion de la
resultante”.

‘Fraian
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FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.4

En la propia definicién de eje central va implicita la necesidad de que la resultante del

=

sistema (R) sea no nula para que el eje central exista como tal.

Demostraremos a continuacién que, si se cumple esta condicién (R # 0), el eje central existe
y es una recta.

8.3.1. Determinacién geométrica

Se trata de encontrar una recta paralela a la resultante y que cumpla la condicién de que
el momento resultante del sistema con respecto a cualquier punto de esa recta esté contenido
en ella y sea, por lo tanto, paralelo a la resultante.

—- e

R ey

Figura 8.4: Determinacion geométrica del eje central.

Sea, MQ el momento resultante del sistema con respecto al punto (). Descomponemos este
vector en otros dos, uno paralelo a la resultante (1) y otro perpendicular a ella (Ng) (Fig.|8.4).
ASi, MQ = T?L —+ NQ.

Trazamos la recta QF, perpendicular al plano definido por la recta paralela a R que pasa
por @ y Mg. El punto E debe estar a una distancia (d) de @ tal que |Ng| = Rd y ser tal que

el vector Cﬁ forme con R y ]\7@ un triedro a derechas (NQ =R x QF).

Se puede comprobar facilmente que una recta paralela a la resultante y que pase por F es
el eje central del sistema.

8.3.2. Determinacion analitica

Ecuacién general

Sea un sistema de referencia OXYZ en el que la resultante R y el momento resultante con
respecto a un punto (), Mg, vienen representados por:

R = R,i+ R,j+ R.k

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.5

siendo Q(7g,vg,%g). Suponemos que el punto P(z,y,z) es un punto del eje central. Por el teorema
de cambio de polo [8.1]:
Mp = MQ + ’FPQ X R

donde:

2 = i

o Pro = (xg — )i + (yo — y)j + (2 — 2)k

-

= Mp = (Ma. + (Ru(yq — ) — Ryl — 2))i + (Mg, + (Ru(zq — 2) — Rulwg — 2))j+

5 -

= (MQZ + (Ry(.fEQ o :C) o Rx(y@ N y))k

@) La condicion que deben cumplir los puntos del eje central es que M p sea paralelo a ﬁ, es

decir:
Mg + (R=(yo —y) — Ry(2 — 2)) _
R,

.
i

_ Mgy + (Re(2g — 2) — R.(2g — 7))
Ry

21
e

-
A=

,.,
o7 (8

f
3
[+

|V
d

_ M. + (Ry(2q — ) — Re(yq — 9))
R R,

In

Si hubiéramos elegido como punto @) el origen O del triedro de referencia, zg=yg=29=0,
nos quedaria la ecuacién

Mo, — R.y+ Ryz Moy — Ry.z+ R~ Mo, — Ryx + Ryy (8.4)
R, B R, B R, '

=H

= H o cemy
Biica
e 5 Rt N

!

Ecuacion vectorial

£y
=

=y

i oo .-'-\: Pt
L0 Q@

) FEE A
SISt WiE

Figura 8.5: Variables de la ecuacién vectorial del EC.

Ny >
‘Fraian
)



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.6

Sea R la resultante y MO el momento resultante con respecto al origen de un sistema
coordenado OXYZ, para un sistema de vectores deslizantes (Fig.|8.5]). Por el teorema de cambio
de polo [8.1] sabemos

M p= MO —r X é

Si P es un punto del eje central, entonces Mp | R y,
O:Mpri:J\ZfOxﬁ—(Fxﬁ)xﬁ

Aplicando la propiedad del doble producto vectorial de ec. [1.13]

—

0= Mo x R— (7 R)R+ (R-R)F

donde el extremo del vector 7 = i + yj + 2k recorre todos los puntos del eje central y tiene
origen fijo en O. Introduciendo el pardmetro A como

_R-7 _ Ra+Ry+R.:z

A -
R~ R+R+R

donde A es un numero real y puede tomar cualquier valor, y despejando 7, resulta

— —

. RXMO

0| =

que es la ecuacion vectorial del eje central.

El primer término del segundo miembro representa el vector que con origen en O tiene por
extremo el punto del eje central mas proximo a O. Es perpendicular a la resultante y su modulo
es igual a la minima distancia entre el eje central y el origen O del sistema coordenado. El
vector de posicion de ese punto del eje central se obtiene para A=0.

El segundo término representa todos los posibles vectores paralelos a la resultante al ir
variando el parametro A. La suma de ambos términos proporciona el vector de posiciéon de los
puntos del eje central desde el sistema de referencia OXYZ.

8.4. Invariantes de un sistema de fuerzas

Hemos visto que en un sistema de fuerzas (vectores deslizantes) existen magnitudes
caracteristicas que no cambian al cambiar de punto (como la resultante ﬁ) y otras que si lo
hacen (como el momento resultante M p). Decimos que una magnitud de un sistema de fuerzas
(vectores deslizantes) es invariante si no cambia cuando cambiamos de punto (es un concepto
distinto del de invariancia vectorial general).

Todo sistema de fuerzas tiene un nimero infinito de magnitudes invariantes, pero en el caso
general solo existen dos invariantes independientes.

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.7

Ya hemos demostrado que el escalar m (momento minimo) no depende del punto O elegido
para calcular el momento resultante del sistema. Es un invariante llamado invariante escalar.

También la resultante (ﬁ) del sistema es un invariante, en este caso un invariante
vectorial. Es necesario observar que, aunque el vector R no depende del triedro de referencia,
si lo hacen sus componentes. Es decir, el vector ﬁ, aun siendo el mismo independientemente del
triedro de referencia elegido, tendra distintas componentes en cada uno de ellos. Por ejemplo
en dos sistemas S y S’ diferentes se tendra:

R=R,i+R,j+Rk=R,+Rj+RN
El moédulo de la resultante no depende, evidentemente, del triedro de referencia.

R=(R:+ R+ R)'?=(R2+ R+ R

8.5. Torsor equivalente

Ya vimos que en el caso més general un sistema de fuerzas (vectores deslizantes) es
fisicamente equivalente a la resultante aplicada en un punto y al momento resultante del sistema
con respecto a ese punto. Y que gracias a esta caracteristica simplificAbamos desde el punto de
vista matematico la operacién con estos sistemas.

Apoyandonos en el concepto de eje central podemos avanzar un paso mas en esta
snnphﬁcamon Si el punto @ elegido para reducir el sistema es un punto cualquiera del espacio,
R y MQ tendran, en general, moédulos no nulos y direcciones arbitrarias.

|
=

EJE CENTRAL

Figura 8.6: Torsor equivalente.

Sin embargo, si el punto P pertenece al eje central, ambos vectores (ﬁ y M p) tendran la
misma direccién y Mp tendra por valor escalar el momento minimo m. Nos encontramos con
un conjunto especial de vectores (Fig. que llamaremos TORSOR:

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.8

“Conjunto de dos vectores (ﬁ Y Mp) a los que queda reducido un sistema
general de vectores deslizantes cuando para esa reduccion se elige un punto
del eje central. Estd caracterizado porque R es paralela a Mp y |Mp|=m

Resumiendo, en el caso mas general (ﬁ - Mp # 0, es decir, R # 0, Mp #0y R 1o es
perpendicular a Mp) el sistema se reduce a su torsor equivalente aplicado en un punto del eje
central.

Analizamos los casos particulares en que R - Mp = 0:

a) R=0 y Mp # 0. El sistema se reduce a un momento resultante Mp que es siempre el
mismo con respecto a cualquier punto del espacio.

b) R # 0y Mp =0 (en algin punto P). El sistema tiene momento minimo nulo (m=0) y se
reduce a la resultante R aplicada en cualquier punto del eje central. Dicho eje es en este caso
la recta paralela a R que pasa por P.

c) R #0y Mp # 0y R perpendlcular a Mp. El sistema tiene momento minimo nulo
(m=0) y se reduce a la resultante R aplicada en cualquier punto del eje central (y a Ry Mp
perpendiculares en cualquier punto que no pertenezca al eje central).

c) R=0y Mp=0 (en algun punto P). El sistema es equivalente al vector nulo.

8.6. Sistemas de fuerzas distribuidas de forma continua

4

b)
Figura 8.7: Reduccién de un sistema de fuerzas distribuido de forma continua.

En el estudio del sélido rigido se nos presentard el problema de tratar sistemas de fuerzas
(vectores deslizantes) infinitesimales en médulo, distribuidos de forma continua sobre un cierto
volumen, superficie o linea.

Sea un volumen V tal que sobre cada uno de sus elementos dv, cuya posicion estd
determinada por el vector de posicién 7 respecto a un punto de referencia O (Fig. [8.7)), esta
aplicado un diferencial de fuerza dF'.

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.9

Podemos utilizar el mismo tratamiento empleado en sistemas de vectores deslizantes sin
mas que sustituir las sumas a todos los vectores del sistema por integrales realizadas sobre todo
el volumen V en el que estan definidos los diferenciales de fuerza distribuidos dF'.

En consecuencia:

é:/ﬂ? N%:/Fxﬁi (8.6)
1% 14

y el sistema equivale, en cada punto O, a la resultante R y al momento resultante Mo. Esto
simplifica el problema al calculo de estas dos incégnitas vectoriales incluso en los casos en que
no sepamos nada acerca de como es la distribucion de fuerzas dF sobre los puntos del volumen
V. que es lo que sucede en la mayoria de los casos.

En los puntos del eje central el sistema se reduce al torsor equivalente:

é:/dﬁ : =0 R (8.7)
1%

y en los casos mas simples en los que el momento minimo es nulo, se reduce tnicamente a la
resultante R en tales puntos.

Todo ello es aplicable de la misma manera si en lugar de tratar con una distribucién de
fuerzas infinitesimales en un volumen V nos referimos a una superficie S o a una linea L.
En particular citaremos dos ejemplos: el concepto y definicién de centro de gravedad, que se
estudiard mas adelante, y el modelo de fuerza puntual para explicar la interaccién por contacto
entre dos solidos (Fig. [8.8]), que vamos a considerar a continuacién.

oy
F -

Mo

a) b) c)

Figura 8.8: Reducciéon de un sistema de fuerzas distribuido de forma continua
sobre una superficie.

En mecanica se plantea a menudo la cuestion de interpretar, de forma matematicamente
simple, como se produce la interaccion por contacto entre dos solidos, como ocurre, por ejemplo,
cuando un taco golpea a una bola de billar, o cuando un sélido apoya sobre una superficie. En
ambos casos el contacto no se produce solamente en un punto, sino en una cierta area de contacto
S. Ademas, en general, no conocemos la forma en que se distribuyen las fuerzas de contacto
sobre tal superficie S ni disponemos de modelos precisos que nos aproximen tal distribucién.

Faian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.10

Para resolver el problema asignamos a cada punto del area de contacto ds un vector fuerza
dﬁ, que sabemos que se ha de comportar como vector deslizante, como esté experimentalmente
comprobado que sucede con las fuerzas aplicadas sobre un sélido rigido (principio de
transmisibilidad de las fuerzas que actiian sobre un sélido). Elegimos un punto de referencia O,
que en general y por simplicidad se tomara como perteneciente a la superficie S, y sustituimos el
sistema de fuerzas de contacto distribuidas sobre S por su sistema equivalente en O, constituido
por:

ﬁ:/dﬁ MO:/deﬁ (8.8)
S S

De esta manera hemos reducido la explicacién de la interacciéon por contacto a la fuerza R
aplicada en O y al momento ]\7[(), que son las dos tnicas magnitudes que necesitamos utilizar en
el tratamiento del problema y que no requieren, como se ha justificado, el conocimiento preciso
de la distribucién de fuerzas por contacto.

Aun se puede simplificar mas el problema si reducimos el sistema a un punto F del eje
central, en cuyo caso la interacciéon por contacto equivale al torsor del sistema aplicado en F
y constituido por R y el vector momento minimo m = Mp. Ademas, en la mayor parte de las
situaciones que consideraremos el eje central cortard a la superficie S en un punto. Es maés,
generalmente trataremos problemas en los que el momento minimo que representa la interaccion
por contacto es nulo y, en consecuencia, el sistema se reducird inicamente a la resultante R
aplicada en el punto del eje central que intersecta a la superficie de contacto. Se reduce asi el
estudio de fuerzas distribuidas, en general de forma complicada y desconocida, sobre un area S
al caso més simple de tratar una fuerza R aplicada en un punto de la superficie de contacto.

8.7. Casos particulares de sistemas de fuerzas

8.7.1. Sistema de fuerzas concurrentes

Figura 8.9: Sistema de fuerzas concurrente.

Un sistema de fuerzas (vectores deslizantes) es concurrente cuando las rectas soporte de
todos los vectores fuerza del sistema pasan por un mismo punto (Fig. . Si este punto es el

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.11

punto C (de concurrencia), el momento de cada uno de los vectores del sistema con respecto a
ese punto es nulo y, por tanto, lo serda el momento resultante del sistema. Es decir, el sistema
tendra momento minimo nulo. En general, el sistema tendra resultante no nula y, el eje central
sera una recta paralela a la resultante que pase por el punto C.

Aplicando el teorema del cambio de polo, ec. , se puede deducir el teorema de Varignon:

“El momento resultante de un sistema de fuerzas (vectores deslizantes)
concurrentes con respecto a un punto es igual al momento de la resultante
supuestamente aplicada en el punto de concurrencia’

8.7.2. Sistema de fuerzas paralelas

e

Figura 8.10: Sistema de fuerzas paralelas.

Un sistema de fuerzas (vectores deslizantes) es paralelo cuando las rectas soporte de todos los
vectores del sistema son paralelas entre si (Fig.|8.10)). En general, el sistema tendré resultante no
nula. El momento minimo del sistema sera nulo, ya que el momento resultante del sistema con
respecto a cualquier punto es perpendicular a la direccién a la que son paralelos los vectores del
sistema y, por tanto, a la resultante. Como consecuencia de lo anterior, el momento resultante
del sistema con respecto a un punto es igual al momento de la resultante aplicada en el eje
central con respecto a dicho punto.

Centro de un sistema de fuerzas paralelo y ligado

Dado un sistema de N vectores fuerza paralelos y ligados {FQ} aplicados en los puntos A;
y cuya direccién viene determinada por el versor u, el momento resultante del sistema respecto
al origen de un triedro de referencia sera: .
Mo =Y 7 x F,

=1

y el momento con respecto a un punto cualquiera vendra dado por el teorema del cambio de
polo: MPZM0+R»XO?:M0+ZEXO—}%
i=1

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.12

Como ya hemos visto, el momento minimo es nulo y, por tanto, si el punto P es un punto
del eje central, debera cumplirse Mp = 0. Es decir:

F;-x@:o

1

i X Fi +
1 i

n
1=

n

% Sustituyendo F, = Fi (donde F; es la proyeccién sobre la recta orientada que definen los
@ vectores paralelos, es decir, F; = F; - @) se tiene:

n n
&=l

=3 ZFiFixﬁjLUxZFiO?:O
=1 =1

& Es decir

(Zm—zmcﬁ> X i =0 (8.9)
i=1 i=1
Para que este producto vectorial sea cero, debe cumplirse:

(ZE@—ZEﬁ%:ﬂ<)<ZE@—ZE5®H6=O (8.10)
=1 =1 =1 i=1

Examinaremos ambos casos por separado.

Figura 8.11: Eje central de un sistema de fuerzas paralelas.

Como P es un punto del eje central, la ecuacién de este eje queda ahora perfectamente

determinada (Fig. [8.11)):
00 = OP + \ii
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FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.13

Observamos que si los vectores ]31 son ligados y aplicados en los puntos A;, el punto P queda
perfectamente determinado. Este punto no depende de la orientacién de los vectores del sistema
(versor @). Si variamos la orientacion de los vectores ligados varia la direccién de la resultante
y, en consecuencia, la del eje central, pero no varia el punto P que sigue siendo el mismo.

Este punto P es la interseccion de los ejes centrales para distintas orientaciones del sistema
de vectores paralelos y se denomina CENTRO DEL SISTEMA (a partir de este concepto
se genera un método experimental para la determinacion de centros de gravedad de sélidos.

b) Si <Z Eir,— > Fl(ﬁ) || = 0 se puede poner (Z Fr— > FJ)?) = pa siendo

i=1 i=1 i=1 i=1

una constante cualquiera, de donde

> F,
i=1
y separando términos
S Ef o
OP = =1 - ,f“; (8.11)
zgl ’ zgl ‘
o lo que es lo mismo
OP ==L 4 i
S F

que es la ecuacion del eje central. El primer sumando posiciona un punto del eje central que,
como ya sabemos, es el centro del sistema si los vectores son ligados.

Centro de gravedad

A diferencia de una particula material, un sélido rigido tiene dimensiones finitas. Su masa
total M estd distribuida, en general, sobre un cierto volumen V. Consideremos un solido
sometido a un campo gravitatorio g(7) que supondremos central con centro en el origen O,
por sencillez, y calculemos la fuerza total que actiia sobre el sélido asi como su recta soporte.

Si se considera al sélido formado por particulas de masa infinitesimal dm cuya posicion
respecto a O viene dada por el vector 7, el campo gravitatorio sera diferente en el punto
que ocupa cada una de ellas (Fig. . La direccién de g cambia para dos puntos que no
pertenezcan a una misma recta que contenga al centro del campo O. El médulo de g cambia
para dos puntos situados a diferente distancia de O.
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La fuerza total que ejerce el campo gravitatorio sobre el sélido viene representada por
el sistema de vectores deslizantes gdm distribuidos de forma continua en el volumen V. Su
resultante, que llamaremos peso del solido, es

- / §(F)dm (8.12)

Figura 8.12: Peso de un sélido.

El sistema de vectores deslizantes considerado tiene momento minimo nulo, ya que es
concurrente en (. En consecuencia, el sistema se puede reducir a la resultante ﬁ, aplicada
unicamente en los puntos del eje central, que contiene al punto O. El eje central esta definido
por O y por la direccion de P.La respuesta del sélido al campo gravitatorio g(7) estd totalmente
determinada por la resultante P aplicada en cualquiera de los puntos del eje central.

Si cambiamos la orientacion del sélido respecto al campo gravitatorio, el valor del peso P
cambiard en general y también lo hara su recta de aplicacion.

La situacion descrita es complicada, ya que obliga a realizar un célculo del peso y de su
recta soporte, en cada situacion, para resolver cualquier problema de dindmica del sélido rigido
(ademds, ambos cambian a lo largo del movimiento).

En la practica totalidad de los problemas que pueden presentarse, las dimensiones del sélido
suelen ser despreciables frente a las de la tierra, que representa el tinico campo de gravedad
importante. En estas condiciones podemos simplificar el problema considerando el campo de
gravedad terrestre uniforme y de valor igual al de la aceleraciéon de la gravedad local.

Bajo el supuesto anterior, el sistema de fuerzas distribuidas constituye un sistema de vectores
infinitesimales paralelos, cuyo centro G, que llamaremos centro de gravedad del sélido, viene
dado por

[ |g] rdm

— M
1
T g dm (8.13)
M

F Si=n
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respecto a un sistema de referencia cualquiera. Para que la definicién anterior sea valida es
necesario considerar a los vectores gdm ligados a los puntos definidos por cada elemento dm
(es decir, un vector de posicion 7 fijo).

Con las aproximaciones y simplificaciones realizadas, el centro de gravedad de un séli_d>0
rigido, dado por la ecuacién [8.13], coincide con su centro de masas. En efecto, si § = cte,
entonces

g [rdm [ 7Tdm

77: M :M
“ g [dm M
M

I
<
S

y el peso total, ecuacion [8.12], es en este caso
P=g / dm = GM
M

y asi se utilizara en las aplicaciones practicas.

Conviene tener en cuenta, no obstante, que en general la recta soporte del peso no contiene
al centro de masas, aunque la distancia entre ambos sea muy pequena y despreciable para
solidos de dimensiones normales Ello implica que la reducciéon del peso al centro de masas se
traduce en la resultante P y en un momento MC despreciable, pero no nulo. En situaciones en
las que M¢ sea el inico momento que actua, debe ser tenido en cuenta, ya que puede ser fuente
de inestabilidades como sucede en el movimiento de satélites artificiales, por ejemplo.

f/i :xi 7i
Figura 8.13: Determinacion del centro de gravedad.

La aplicacion de la ecuacién [8.13] para el calculo de centros de gravedad de solidos reales
puede ser complicada. Para un sélido rigido, la densidad es variable de unos puntos a otros y su
contorno puede ser irregular, en el caso mas general. Un procedimiento experimental simple para
determinar centros de gravedad consiste en aplicar la propiedad de que el centro de un sistema
de fuerzas paralelas ligadas representa la interseccion de los ejes centrales que se obtienen por
rotacion global del correspondiente sistema de fuerzas deslizantes paralelas.

Asi, si suspendemos un sélido rigido de diferentes puntos fijos, los sucesivos segmentos del
solido definidos por las distintas verticales trazadas desde esos puntos, deben de cortarse en el
centro de gravedad (Fig. [8.13).
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Como resumen final, el centro de masas es el punto adecuado para representar la fuerza
total resultante R (que en el estudio de la dindmica llamaremos F ) que acttia sobre el sélido,
que es la que impone su movimiento de traslacion. El centro de gravedad es el punto donde
se debe aplicar el peso del sélido. Consideraremos que ambos coinciden para las aplicaciones
précticas.

8.7.3. Sistema de fuerzas coplanarias

Figura 8.14: Reduccién de un sistema de fuerzas coplanarias.

Un sistema de fuerzas (vectores deslizantes) es coplanario cuando todas las fuerzas estan
contenidas en un mismo plano (Fig. |8.14). En este caso el momento resultante del sistema
con respecto a cualquier punto del plano serda perpendicular al plano y, en consecuencia a
la resultante que, en general, serd no nula y estard también contenida en el mismo plano.
La determinacion grafica del eje central es, en este caso muy sencilla. Se deja al lector como
ejercicio.

8.8. Propiedades de un sélido rigido

Un soélido rigido es un caso especial ideal de sistema de particulas materiales, en el que cada
dos particulas 1 y 2 cualesquiera estan sometidas a ligaduras rigidas, de manera que la distancia
entre ellas (|712| = cte) no cambia independientemente del movimiento que siga el sélido o del
sistema de fuerzas aplicadas sobre él (Fig. [8.15)).

El solido rigido supone un caso limite ideal y aproxima bastante bien la situacién real de
objetos rigidos, siempre que no nos preocupen las pequenas deformaciones que se producen en
la practica bajo la accion de fuerzas o de pares y solo nos interese estudiar su movimiento. El
estudio de las deformaciones producidas por fuerzas o por pares en sélidos eldsticos corresponde
a la teoria de la elasticidad y no nos ocuparemos aqui de ello.

Todos los teoremas estudiados en el capitulo 6 para un sistema de particulas son utilizables,
debidamente adaptados para un sélido rigido. En el caso de que un sélido no esté sometido a mas
ligaduras que las internas, el nimero de grados de libertad para estudiar su movimiento es seis.
Esta situacion corresponde al estudio general del movimiento de un sélido en tres dimensiones
que, como se vio, equivale a una traslacién instantdnea de uno de sus puntos (tres grados de
libertad) més una rotacién instantdnea en torno a un eje que pase por ese punto (otros tres
grados de libertad). Este caso general es bastante complejo de estudiar dindmicamente y no
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nos ocuparemos de él mas que de forma parcial. Solo haremos un estudio dinamico completo
del movimiento plano.

Figura 8.15: Entre dos cualesquiera puntos de un sélido la distancia es constante.

8.8.1. Movimiento plano de un sélido rigido

Decimos que un solido rigido sigue un movimiento plano cuando las trayectorias de cada
uno de sus puntos estan contenidas en el mismo plano o en planos paralelos. Cualquier seccion
del sélido perteneciente a uno de estos planos paralelos en un cierto instante sigue contenida
en ¢l a lo largo del movimiento.

(8] X

Figura 8.16: Seccién central de un soélido, posicion del CIR.

Si el movimiento plano de un sélido rigido es inicamente de traslacién, la velocidad angular
es nula (J = 0), y el s6lido equivale a una particula material que sigue una trayectoria plana, ya
que en este caso todos sus puntos se mueven de la misma forma y sus trayectorias son idénticas
o paralelas. En este caso son suficientes dos grados de libertad para estudiar el movimiento.
Definimos el plano del movimiento como el que contiene a la trayectoria del centro de masas, C,
del sélido y la seccién central como la interseccién del sélido con el plano del movimiento (Fig.

8.16]). En esta figura el plano del movimiento es el OXY y en ella se representada la seccién
central.

5
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En el caso en que exista rotacién, el vector velocidad angular & es perpendicular en todo
instante al plano del movimiento (&J = wk en el caso de la Fig.|8.16)). Como la velocidad de cada
punto del sélido esta contenida en un plano perpendicular a &, entonces existe eje instantaneo
de rotacion, siempre que & # 0, y es perpendicular al plano del movimiento. Se define el centro
instantaneo de rotacién, I, como la interseccion del eje instantaneo de rotacién con el plano del
movimiento.

Para estudiar el movimiento plano de un sélido rigido es conveniente, por simplicidad,
situarse en la seccion central del sélido. Un caso particular de movimiento plano es el movimiento
de un solido rigido respecto a un eje fijo. En estas condiciones el centro instantaneo de rotacién
estd determinado por la interseccion del eje fijo con el plano del movimiento. El eje de rotacién
impone una interaccion por contacto con el sélido sobre el que apareceran, en general, fuerzas
y pares de reaccion.

8.8.2. Sistema de fuerzas aplicadas sobre un sélido rigido

Considérese un solido rigido en un sistema inercial sometido a un conjunto de fuerzas como
el de la Fig. . Se han representado el peso P, aplicado en el centro de masas C| dos fuerzas
directamente aplicadas, ﬁl y ﬁg, una fuerza de reaccién en un apoyo, 1%, y un par de fuerzas,
de resultante nula y momento M , no aplicado en ningtin punto especifico por ser un vector
libre. Las tnicas fuerzas aplicadas sobre un sélido rigido que tendremos que considerar son las
exteriores, ya que se puede considerar que todas las fuerzas interiores, que imponen que no
haya variacion de la distancia entre cada dos particulas del sélido, cancelan estrictamente sus
efectos dindmicos.

==
£

_.'|'|+

R N
Figura 8.17: Diagrama del sélido libre.

A un diagrama como el de la Fig. [8.17 se le denomina diagrama de sélido libre o diagrama
de fuerzas que acttiian sobre el sélido. En él se representan iinicamente las fuerzas y momentos
aplicados, que sustituyen a los cuerpos o ligaduras con los que interacciona.

Las fuerzas que acttian sobre un sélido rigido cumplen:

1. El modelo de fuerza puntual. Como ya se indico en el capitulo 2, a pesar de que muchas
fuerzas se trasmiten sobre una superficie de contacto, es posible reducirlas a una tnica fuerza,
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0 a una fuerza y un momento, con un punto de aplicaciéon bien determinado.

2. La ley del paralelogramo de la suma vectorial. El efecto que producen varias fuerzas sobre
un soélido es igual al que produce su suma vectorial, consideradas como sistema de vectores
equivalente en cada punto.

3. El principio de transmisibilidad. El efecto de una fuerza sobre un sélido rigido no cambia
si desplazamos el punto de aplicaciéon a lo largo de su recta soporte.

Las tres condiciones anteriores implican que las fuerzas que acttian sobre un sélido rigido
se comportan como un sistema de vectores deslizantes, al que llamaremos sistema de fuerzas
aplicadas sobre el solido rigido.

El sistema de fuerzas se puede reducir, en cada punto O, a un sistema equivalente
simplificado constituido por la fuerza resultante, F, y por el momento resultante, Mo.

En la Fig. [8.18|(a) se ha reducido el sistema de fuerzas de la Fig. al centro de masas,
cualitativamente. En la Fig. |8.18(b) se ha reducido a un punto del eje central, O, que se ha
supuesto que ni siquiera pertenece al sélido.

La evoluciéon dindmica del sélido rigido depende del sistema de fuerzas aplicado sobre él y
los tres sistemas mostrados en la Fig. [8.17y en las Figs. [8.18| (a) y (b) son equivalentes en este
sentido. Como Veremos, la dinamica del movimiento de traslacion del sélido viene impuesta
por la resultante F y la dindmica del movimiento de rotacion por el momento resultante, MC,
respecto al centro de masas (aunque no forzosamente).

—= 0

=

(a)
Figura 8.18: Reduccién del sistema de fuerzas.

Asi, en el caso de un solido en movimiento de traslacion, el sistema equivale iinicamente a la
resultante F' aplicada en el centro de masas: el eje central del sistema de fuerzas debe contener
al centro de masas y el momento minimo ha de ser nulo.

En el caso de un sélido en rotacién alrededor de un eje fijo que contenga al centro de masas la
resultante del sistema de fuerzas ha de ser nula y el sistema equivale inicamente a un momento.

Para un sélido rigido en movimiento plano el momento minimo es siempre nulo y el eje
central esta contenido en el plano del movimiento.

El caso particular de sistema de fuerzas nulo (resultante nula y momento resultante nulo)
implica el equilibrio del sélido y se estudiard mas adelante, en estatica.
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8.9. Movimiento del centro de masas de un sélido rigido

La ecuacién [5.20] que explica el movimiento del centro de masas de un sistema de particulas
es aplicable al caso de un sélido rigido. En efecto, a partir de la definicién [6.2] se tiene

M%:/Mm

M

referida a un sistema S, inercial o no. Dado que nos vamos a referir indistintamente a ambos tipos
de sistemas no utilizaremos la notacién con primas () para distinguirlos. Derivando obtenemos:

. d (. rdr,
MUC—%/rdm—/adm—/vdm
M M M

ya que la integral estd extendida a puntos de masa infinitesimal, dm, constantes y, en
consecuencia, la derivaciéon no afecta mas que al vector de posicion 7.

Figura 8.19: Diferencial de masa dm de un sélido y su velocidad v.

El término vdm = dp representa la cantidad de movimiento de la particula dm (Fig.|8.19)).
Por definicién (ec. [5.5]), la cantidad de movimiento del sélido rigido es

ﬁ:/@:/mm
M M

— M7 (8.14)

y resulta

r"|r'
L |
g7l

N Ty D e e
!|;.’.-|_| J {} (H
] Ui = o

15

Derivando esta ultima expresion y teniendo en cuenta la ec. [5.20], vilida para cualquier
sistema de particulas materiales (en particular para un sélido rigido), resulta

o
)it

F+ F; = Mac (8.15)

donde F es la resultante de las fuerzas aplicadas sobre el sélido (solo exteriores, evidentemente)
y F7 es la resultante de las fuerzas de inercia si el sistema S es no inercial. Obsérvese que hemos

N\ =
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cambiado la notaciéon con primas por el uso de un subindice (o superindice) I para distinguir
las magnitudes mecéanicas caracteristicas de los sistemas no inerciales.

Para un sistema S no inercial con aceleracién del origen dp y velocidad angular de giro 0
(ambas respecto a un sistema inercial), y siendo el vector de posicién del centro de masas 7¢
y su velocidad 9 en el sistema S, se verifica (ec. [5.21]) que el diferencial de fuerza de inercia
que actia sobre un diferencial de masa dm del sélido es:

—

. L 3 .
dF; = —dmdo — dmfS) X (Qxf)—dmilt X 77— 2dmS) X U (8.16)

Integrando y usando las propiedades del centro de masas queda:

—

. L Fe) .

F[:—Mao—MQX(QXFc)—MEXFc—QMQXf)b (817)

La expresion [8.15] es la ecuacion del movimiento del centro de masas de un sélido rigido, e

indica que el centro de masas se mueve como si fuese una particula material, de masa igual a

toda la masa M del sélido, que estuviera sometida a la resultante de las fuerzas de inercia F7
y de las fuerzas aplicadas sobre el sélido F'.

Figura 8.20: Fuerzas y momentos que permiten estudiar el movimiento de un
sélido.

En el caso general, el sistema de fuerzas aplicadas, reducidas al centro de masas, viene
representado por la resultante F y por el momento resultante MC. Como hemos visto, las
fuerzas explican la traslacién del centro de masas, siendo este punto privilegiado en tal sentido
(ningiin otro punto verifica una ecuacion del tipo de la , en general). Mas adelante, al
estudiar el teorema del momento cinético, veremos que la resultante de momentos aplicados
M y de inercia ]\Zé explica la rotaciéon propia instantanea del sélido, si bien en este caso
pueden existir otros puntos aparte del centro de masas C' validos como referencia para estudiar
tal rotacion (Fig. 8.20).

En el supuesto de que la reduccion del sistema de fuerzas al centro de masas venga dada
unicamente por las fuerzas (es decir, si MC + Mé = 0) entonces, en general, el sélido seguird un
movimiento de traslacion y su estudio dlnamlco equivaldra estrictamente al de una particula
material de masa M sometida a la fuerza F -+ FI
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8.10. Impulso mecanico para un sélido rigido
La ecuacién [8.15] se puede escribir como
(F+ Fp)dt = dpf

que integrada entre dos instantes t; y ¢y resulta

to to
f:/(ﬁ+ﬁ1)dt:/dﬁ:ﬁ2_ﬁl:MUCQ_MUCI

t1 t1

y que es la expresion del teorema de la cantidad de movimiento para un sélido rigido.

Si la resultante de las fuerzas que actian sobre el sélido es nula, entonces se conserva su
cantidad de movimiento R
F+F =0 = p=cte = Uc=cte

y el centro de masas sigue un movimiento rectilineo uniforme. En este caso habra una rotacion
en torno a un eje instantaneo que pase por el centro de masas, si J\7[C + M(I; = 0; o bien el
movimiento del sélido serd de traslacion, rectilineo y uniforme, si Me + ]\Zé = 0 y el sdlido
inicialmente no gira.

8.11. Movimiento de un sélido rigido con un eje fijo en
un sistema inercial

8.11.1. Movimiento del centro de masas

€ &y

—

Figura 8.21: Movimiento del sélido con eje fijo en un sistema inercial.
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Un caso particularmente sencillo de movimiento plano es el de un sélido que gira alrededor
de un eje fijo e en un sistema inercial. Como se vio en el capitulo 7, en este caso el movimiento
es de rotacién con velocidad y aceleracion angulares & y @ paralelas al eje. Orientamos el eje e
mediante un vector unitario 4, dado por i, = &/ |&J | definido salvo que & = 0, en cuyo caso se
define mediante el vector & de la misma forma que se ha hecho con &. El movimiento de cada
punto del sélido sera circular, en torno al eje de rotacién. En particular, el centro de masas C'
seguird una trayectoria circular de radio d¢ (Fig. [8.21)).

Sea O un punto fijo del eje, que adoptaremos como origen de un sistema de referencia
inercial S, y sean F'y M la reducciéon al centro de masas C del sistema de fuerzas aplicadas
sobre el solido. La resultante F' debe explicar el movimiento de C de acuerdo con la ecuacién
18.15], que es

Segin se vio en el apartado 2.7.2, la velocidad del centro de masas C que sigue un
movimiento circular se puede expresar como

— —

c =W XT¢
La cantidad de movimiento del sélido es
p=Mic=MI X re
y se verifica que
F:f:M@C:M&xfC+Mcﬁx (@ x 7)

Proyectando la ecuacién anterior segtin los ejes del triedro intrinseco para el movimiento de
C' se obtienen las componentes tangencial y normal de la fuerza resultante

F,=Maxis F,=Mox (3 x7c)

La velocidad y la aceleracién de cualquier otro punto del sélido se obtienen mediante los
campos de velocidades y aceleraciones (ecs. [7.2] y [7.5]). En particular, para puntos del eje se
tiene

vo =0 ao =0 VOGE_]G
En este caso es evidente que el eje instantaneo de rotaciéon es el eje fijo e impuesto como

condicion. El centro instantaneo de rotacion I es la interseccion del eje de rotacién con el plano
del movimiento (Fig. [8.21)).
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8.11.2. Momento cinético

Para describir el movimiento del centro de masas nos hemos apoyado en que la velocidad
angular de rotaciéon & y la aceleracién angular de rotacién @ estaban determinadas, pero no
disponemos atun de una ecuacion dindmica que nos permita obtenerlas en funcion de las fuerzas
y momentos aplicados. Esta ecuaciéon nos la proporciona el teorema del momento cinético
respecto al eje fijo e.

—-
T A

\
'

o,

o

Figura 8.22: Reduccion del sistema de fuerzas al punto O del eje y variables para
el calculo del momento cinético axial.

Sea O un punto fijo del eje de rotacion y F y Mo la reduccion al punto O del sistema de

fuerzas aplicadas sobre el sélido (Fig. [8.22)). El momento cinético de cada particula dm respecto
al eje es

dL, = dLo - i,

donde

con lo que

pero, teniendo en cuenta que

w=@ i, WP =& 7 P.(f)=ra

¥y que
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siendo d la distancia entre el dm y el eje e de unitario i, (Fig. , se obtiene que
dL, = wd*dm
Integrando para todos los elementos dm del sélido, resulta
L.=w / d*dm
M

ya que w no depende de las variables de integracion.

Usando el momento de inercia I, del s6lido con respecto al eje e que pasa por O se tiene
I = / d2dm (8.18)
M

con lo que
L. =wl, (8.19)

Ademas, como el eje es fijo al sélido, I, no depende del tiempo; es decir, tiene el mismo
valor a lo largo del movimiento del sélido.
Aplicando el teorema del momento cinético respecto a un eje fijo para un sistema de

particulas (ec. [5.36]), resulta

M,==—°=1="=la (8.20)

donde M, = Mo -, y a = & - U,.

Como el eje de rotacion es fijo, @ queda determinada por su proyeccién sobre él (a) que
viene dada por la ecuacién [8.20], y w se obtiene por integracion a partir de a.

En el caso general ni Lo ni Mo estén contenidos en el eje de rotacién (es decir, |L.| =
‘Ijo S| # ’EO , e igual para ]\7[0). Las componentes de MO segun el plano perpendicular al
eje se interpretan como pares de reaccion que actian sobre el sélido debidos a su interaccion
con el eje. En cualquier caso, el movimiento de rotacién del sélido, caracterizado por w y «, se
debe tinicamente a las proyecciones sobre el eje fijo: L. y M,.

Si el momento resultante respecto al eje es nulo, entonces se conserva el momento cinético
respecto al eje y la velocidad angular de rotacion es constante:

M,=0=a=0, w=cte, L,=cte
En este caso la resultante de las fuerzas, F', serd nula si el centro de masas esta contenido

en el eje (el CM esta fijo); y no nula, aunque perpendicular al eje, en caso contrario (el CM
ejecuta un movimiento circular en este caso).
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8.11.3. Péndulo fisico

El péndulo fisico consiste en un sélido rigido que puede moverse en torno a un eje horizontal
ideal (sin momento de friccién). En la Fig. se representa la seccion central del sélido,
sometido a dos fuerzas, el peso aplicado en el centro de masas y la reaccion R en el punto
O del eje de rotacion. En la posicién representada ; y 4, son los unitarios de las direcciones
tangente y normal del movimiento circular de radio OC' del centro de masas C. No se dibujan
los momentos de reaccion sobre el eje ya que no influyen en el movimiento.

—p-
R

|
|
I Mg
|
|

Figura 8.23: Péndulo fisico.

El problema plantea un tinico grado de libertad. La variable més adecuada para determinar
la posicion del solido en cada instante es el angulo 6 que forma el segmento OC' con la vertical
(medido positivo en el sentido antihorario). Aplicando el teorema del momento cinético respecto
al eje de rotacion (ec. [8.20], con w, positivo hacia afuera de la hoja), y llamando 7¢ a la distancia
entre O y C, obtenemos

d?6
-M inf =Il.a=1—
gre sin o o
es decir 20
are .
@ —+ T Sln@ = 0

que es la ecuacion diferencial caracteristica de un péndulo fisico ideal. Es una ecuacion no lineal
cuya solucién es algo complicada. Para pequenas oscilaciones (6 pequeno) podemos utilizar la
aproximacion

sinf ~ 6

con lo que la ecuacién se hace lineal

d*0  Mgre
@+T9_0

N\ =
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y es caracteristica de un movimiento arménico simple (aunque en este caso en la variable ),
de periodo

cuya solucién general es
27
0 = 0y cos (Tt — <p>

La amplitud del movimiento viene dada por 6, y la posicién inicial por la fase inicial . La
velocidad angular y la aceleracién angular de rotacion son

do 2 O si (27Tt )
YT T et T
B dw 472

2 ) 472
Q=—=——
dt T2

0y cos (Tt —p| = —WG

Las componentes de la reaccion R, segtn las direcciones tangente y normal del movimiento
del centro de masas, usando la ec. [8.15] vienen dadas en funciéon de 6 por

472
Rt:M<g_T?TC>0

62 4 9 o
R, = My (1— 2) +Momre(fy - 67)

en la aproximacion de pequenas oscilaciones.

El péndulo fisico se reduce al péndulo matemético si I, = MrZ (que corresponde a una
masa puntual M situada en C'). En este caso el periodo vale

T =2r, /€
\ ¢

como es facil comprobar.

8.12. Momento cinético de un sélido rigido

8.12.1. Momento cinético en el movimiento general

Como se ha visto, la velocidad de un punto de referencia de un sélido es la
magnitud cinematica caracteristica de su traslacion instantdnea, mientras que dindmicamente
caracterizamos tal traslacion mediante su cantidad de movimiento p’'= muc (seccién [8.9).

De forma anéloga, para describir cinematicamente la rotacion instantanea del solido rigido
empleamos la velocidad angular . El momento cinético, Lq, respecto a ciertos puntos de
referencia () caracteriza dindmicamente tal rotacién instantanea.
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Sea un solido rigido de masa M y un sistema de referencia S que puede ser inercial o no. Un
punto del sélido, (), nos sirve como referencia para describir la traslacion instantanea respecto
a S mediante su velocidad 7y y su aceleracién dg. La rotacién instantanea viene dada entonces
por el vector velocidad angular . El eje instantaneo de rotacién y deslizamiento esta definido

por Q) y &.

7 .
; Vv
Z a dm
Py
s’ -
0' - Q VI
5 "
0 y
X

Figura 8.24: Sistema de referencia S’ en traslacién respecto al sistema S (inercial
0 1no).

Sea S’(O’X’Y’Z’) un sistema de referencia con centro en O’=() y en movimiento de
traslacién respecto a S (Fig. [8.24). El momento cinético de un elemento de masa muy pequeno
dm del sélido rigido respecto a O’ en el sistema de referencia S es

dLg = 7 x dm@

La velocidad absoluta, en el sistema S, del elemento dm viene dada por el campo de
velocidades:
T=d x7 + 7y
luego

dLg = dmi x (@ x ) + dmi x T = dm [r'2w — (- f')f'] + dmi X g (8.21)

donde el primer término es el momento cinético calculado en el sistema S’ (y por tanto,
considerando que el dm tiene la velocidad ' = J x i que mide este sistema) y que llamaremos:

dI_;'Q =dm {raw — (@ - f')f']

Los vectores & y 7 se representan en componentes de S y S’ de la misma forma, ya que son
G dos sistemas de ejes paralelos en todo instante

— iy 2 g - e -
G =wpi +wy) +wek =wei+wyj+wyk

P =27+ y’j” K =i+ y'j'—i— Jk

5
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con lo que las componentes de df/Q (en componentes de S’y S) vienen dadas por

(dL'g), = (y* + 2*)wpdm — z'y'wydm — z'2'w,dm
(dL,Q)y/ = —x’y'wx/dm + (33'/2 + ZIQ)QJy/dm — ylzlwz,dm

(dLq),, = —2'2wpdm — y'2'wydm + (2 + y*)wdm

Z/

Integrando estas ecuaciones para todos los puntos del sélido rigido y teniendo en cuenta que
Wy, Wy, ¥ wy son independientes de las variables de integracion, resulta

Ly = War / (y° + 2%)dm — w, /x’y’dm — Wy /x’z'dm

M M M
Oy = —War /az’y’dm + wy / (2% + 2"*)dm — w. /y’z’dm
M M M

/QZ, S— /:zz’z’dm — Wy /y’z’dm + Wy / (x’2 + y’Q)dm
M M M

y, recordando las definiciones de momentos de inercia respecto a un eje y de productos de inercia
vistas en la seccion 6.2, se obtiene

L/Qx’ [Q:C/ _PQ:E’y’ _PQCE’Z’ wx/
Loy | =| —Powy oy —Foyw Wy' (8.22)
L/QZ’ —PQ:rlZl _PQy’Z’ ]Qz’ wzl
es decir,
Ly=1I, (8.23)

que expresa la relacion entre la velocidad angular instantanea de rotacion & y el momento
cinético respecto a ) en componentes del sistema S”.

Es importante tener en cuenta que al estar S’ en movimiento de traslacion, el sélido rigido
tiene respecto a él un movimiento de rotacién idéntico al que tiene respecto al sistema S. En
consecuencia, los momentos y productos de inercia que aparecen en las ecuaciones son
funciones del tiempo en S’ 1o mismo que la velocidad angular ¢j(t). Por tanto, la representacién
matricial del tensor de inercia I:é?(t) cambia en S’ en cada instante de tiempo. Esto puede hacer
complicado el manejo de la expresion [8.23]. Para evitarlo, definamos un sistema de referencia
S, ligado al sélido, con origen en @ (Fig. [8.25)).

Al estar ligado al sélido, la distribucién de masas de éste en el sistema S permanece
constante a lo largo del movimiento. Los vectores & y 7, = 7 (posicién de un elemento dm
genérico del solido) son idénticos en S’ y en Sy, pero sus componentes son diferentes.
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Figura 8.25: Sistema de referencia Sy, ligado al sélido.

En el sistema de referencia Sy, los vectores & y 77, tendran por componentes
W= Wg, i, + Wy, jr +w, kL

S s - =
7 =7, =xrir +yLjr + 20kr

Repitiendo el proceso que llevo a deducir la ecuacion [8.23], se tiene que en componentes
del sistema Sy, la ecuacién

d[j’Q =dm [T'Qw — (&~ 77')77’}

se convierte en

L/Ql“L [QwL _PQxLyL _PQJL“LZL Way,

/
L Qur, = _PQfﬂLyL ]QyL _PQyLZL Wy, (8'24)
L/QZL _PQJ’»'LZL _PQyLZL ‘[QZL Wz

con la diferencia de que ahora tanto los momentos de inercia como los productos de inercia son
constantes a lo largo del movimiento del sélido.

En forma resumida, la ecuacién [8.24] se escribe
0=15a (8.25)

donde 1:5 es el tensor de inercia en el punto ) en componentes del sistema Sy, y que por tanto
no depende del tiempo, a diferencia de @(t) que si que lo sigue haciendo. La ecuacién es
formalmente idéntica a la , sin embargo, las ecuaciones y son diferentes, ya
que expresan Eb, w e I_Q en componentes. Las componentes cambian al cambiar de sistema de
referencia, pero los vectores y el tensor de inercia siguen siendo los mismos (entendiendo que el

tensor esté siempre referido al mismo punto ). En definitiva las ecs. [8.23] y [8.25] se escriben
mas correctamente como:
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Ly=1Ig-& (8.26)

ya que segin hemos visto un tensor se comporta de manera analoga a un vector en lo relativo
a su expresion en distintos sistemas de coordenadas.

Si el punto @ es el centro de masas C del sélido, entonces las ecuaciones [8.24] y [8.20]

toman la forma

L:CZ'L ]CCEL _PCQZLyL _PC(ELZL wwL
L CyrL = _PC$L?JL ]CyL _PCyLZL Wyr, (827>
L/CZL _PCa:LzL _PCyLzL ICZL Wep

Ly=1Io-& (8.28)

donde I representa el tensor de inercia en C. En este caso el sistema S’ es el sistema centro
de masas. En general Ly y & no son vectores paralelos. Representando la ecuacién [8.24] en
ejes principales de inercia resulta

LinL IQZL 0 0 Wap,
LIQyL = 0 ‘[QyL 0 Wyr (8'29>
L Q=1 0 0 IQZL Wy,

L/Q = [QwwaELiL + [QyLwijL + IQZLwZLkL

con Igy, # lgy, # lg-,, lo que corrobora que E’Q y & tengan direcciones diferentes. Sin
embargo, en el caso de que el solido sea esférico los tres momentos de inercia son iguales,
Ige, = Iy, = Ig., = A, ylaec. [8.29] se reduce a

= . =
Lo =M
en cuyo caso ambos vectores son paralelos.

Si el solido rigido sigue un movimiento plano siempre podemos situarnos en sistemas de
referencia en los que sea méas simple representar el plano del movimiento y la direcciéon de @&
haciendo, por ejemplo, que coincidan los ejes z de los sistemas Sy y § con la direccion de la
velocidad angular:

W= wkr = wk

con lo que el plano del movimiento estara determinado por z=z¢c=cte. En este caso la ecuacién

[8.24] se reduce a

L,QIL IQl"L _PQrLyL _PQ-'ELZ 0
L;Q?JL = _PQILZJL ‘[QyL _PQyLZ 0 (8'3())
L'z, Qe —LPoy: g w

/Q = —PQxsziL — PQyszjL + Iszk

N\ =
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De nuevo se observa que IT’Q no es paralelo a &, en general, incluso en el caso de movimiento
plano. Sin embargo, aqui no es necesario exigir que el sélido sea esférico para que se cumpla esa
condicién. Basta imponer que el sélido tenga la suficiente simetria para que Pg,, . = Pgy, . = 0
(el plano OXY sea un plano de simetria), y resulte de la ecuacion [8.30] que

Ly =1Io.0 (8.31)

es decir, E’Q es paralelo a & en tal supuesto, expresién que sera ademas la que utilizaremos
habitualmente en aplicaciones practicas. Cuando el sélido presenta dicho plano de simetria, el
eje ortogonal OZ es un eje principal, y a la inversa.

Puesto que la tinica ecuacion dindmica de que disponemos para caracterizar la traslacion de
un so6lido rigido es la del movimiento del centro de masas , es normal referir el momento
cinético al centro de masas, aunque no siempre es necesario ni lo mas simple. En tal supuesto,
utilizaremos las ecuaciones y . En el caso de movimiento plano con simetrias, las
ecs. y referidas al CM se representan de la siguiente forma,

/C:L’L = _PCCCLZW =0 ; /CyL = —PCysz =0 ; ,Cz = ICZw (832)

es decir,
Ly = Ie.d (8.33)

Finalmente, diremos que el momento cinético respecto a un punto () calculado en el sistema
S (la velocidad de los dm se mide en este sistema) se obtiene por (ec. [8.21]):

Lo =T+ MQC x g = Io-& + MQC x 1 (8.34)

donde no se ha escrito el tensor en componentes de ningin sistema de ejes en concreto (Ié 0
I5). Si se quiere relacionar el momento cinético en un punto genérico () con el del centro de
masas aplicamos el teorema de Konig:

Einc—i—@XMUC

8.12.2. Teorema del momento cinético

En el caso general de movimiento de un sélido rigido se verifica el teorema del momento
cinético que se vio para un sistema de particulas materiales, tanto respecto a un punto en un
sistema de referencia inercial (ec. [5.37]) como respecto a un punto en un sistema no inercial
(ec. [5.40]). Utilizaremos esta tltima ecuacién al ser mas general y no usaremos la notacién con
primas para el sistema S ya que puede confundirse con el sistema usado en el apartado anterior
(8.12.1]). De esta manera se tiene:

dL S
dTQ = Tl x MUc + Mg + M}, (8.35)

S
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En esta ecuaciéon Mé es el momento de las fuerzas de inercia y MQ el momento de las
fuerzas aplicadas al sélido (exteriores en un sistema de particulas). Derivamos en la expresién
del momento cinético para un sélido EQ (ec. ) teniendo en cuenta que es mas facil hacerlo
en el sistema Sy, propio del sélido pues en él la distribucion de masas es constante. El resultado

dL dL! .
(dtQ) :<dtQ) +@ x Ly + M(@ x QC) x T + MQC x i (8.36)
S SI,

donde se ha usado que: (?) = (Cflﬁ) + W X Q? =W X Q?
t s t S
El teorema del momento cinético que se suele manejar corresponde a puntos en los que
las expresiones anteriores se simplifican notablemente, esto es, puntos fijos (sin velocidad ni
aceleracién) o el centro de masas. En este caso el teorema queda, teniendo en cuenta que el
momento cinético en S y S’ (sistema con centro @) en traslacién respecto de S) es idéntico:

Lo=1I,+MQC x i = L, (8.37)
dL dL! . . .

(df) = (df) +& x Ly = Mg + M), (8.38)

s Sr
Por tanto: .
dLQ - T 7 Tl
W 4+ w X LQ = MQ + MQ (839)
St

O también teniendo en cuenta que el tensor de inercia es constante en Sp:

_ da _ . o
Ié-(clj) + & x (Ig-d) = Mg+ M,
SL

Desarrollando estas ecuaciones en ejes principales de inercia donde el tensor es diagonal, y
por tanto,
LQ = IQwaILiL + [QyLwijL + IQZszLkL

se llega a las llamadas ecuaciones de Euler para el solido (con @) siendo un punto fijo o el centro
de masas) expresadas en componentes del sistema ligado al sélido Sp:

dw,,
IQSELWL + (IQZL - IQyL)wZLwyL = MQOCL + MéxL
Tows T8 1 (Tg0 — Ig. Yeon,con, = Moy, + M. (8.40)
YL gy Qzyr Qzr )WL Wz Qyr QyrL

]QZLW T (]QUL - IQ$L)WZ/LW$L = MQZL + MéZL
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Finalmente indicaremos como se calcula la resultante de momentos de fuerzas de inercia
Mé Esta magnitud representa el momento total, respecto a (@), de las fuerzas de inercia que
actian sobre cada diferencial de masa, dm, del solido situado en un punto 7

Wb = [ (7= 7g) x dFy
M

donde el dF; viene dado por la expresion |8.16].

En el caso general de un sistema de referencia con un movimiento cualquiera de traslacion
mas rotacion, la forma que adopta MCIQ es muy complicada. Un caso particularmente sencillo y
util en muchas ocasiones se da cuando el sistema no inercial S esta en movimiento de traslacién.
En este supuesto solo existe la fuerza de inercia debido a la aceleracién del origen del sistema

aoi
dFr = —dmap
y, en consecuencia

M = —/(F— 7o) X dmio = —M (7o — 79) X o
M
donde 7 representa el vector de posicion del centro de masas en el sistema S.

8.12.3. Teorema del momento cinético en el movimiento plano

Figura 8.26: Sdélido rigido en movimiento plano, reduccion de fuerzas y sistema
S, ligado al sélido.

Sea un sdélido rigido en movimiento plano (Fig. |8.26]). Para evitar la dependencia con el
tiempo de los productos y momentos de inercia, definamos un sistema de referencia no inercial
(en general) hgado al sohdo St, de eJeS QXYL Zy, con origen en @ (punto fijo o el CM) y con
vectores unitarios i, L ] L kL siendo kL paralelo a la velocidad angular y al eje OZ del sistema

S.

El momento cinético respecto a () en este nuevo sistema toma la forma
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I_:Q = _PQxLzW?L - PQyszjL + ]szlg (841)

con Pgg, -, Pgy, -, Ig. independientes del tiempo.

Teniendo en cuenta que el sistema de referencia Sy tiene la misma velocidad angular de
rotacién @ que el sélido rigido, se verifica que

dLo\  (dLg L
(dt) _(dt) T x Lo
S Sr

dEQ dw - dw - dw -
() PQJJLZ dt i, — PQyLz dt.]L+]Qz dtk
S

donde

W X LQ = wk X LQ = PQysz 'lL PQxsz ]L

Recordando que la aceleracion angular del solido es

??‘l
??‘l

idéntica en los dos sistemas (S y Sp), y sustituyendo en la ecuacién [8.35], resulta

MQ + Mé = (—PQ:L«LZO( + PQyszz)ZL + (—PQyLZOé — PQl-LyLWQ)jL + IQZOéE (842)

es decir
MQIL + MCIQxL = _PQIELZa + PQ?JLZ(")2

MQz + Méz == IQZOé

En el caso general de movimiento plano, este puede mantenerse solo si se comunican al sélido
los momentos en z e y necesarios para satisfacer las ecs. [8.43]. En particular, si el eje de rotacién
es un eje fijo en S (@ se toma sobre el eje fijo), interaccionara con el sélido comunicandole esos
momentos de reaccién.

Sin embargo, si el sélido presenta suficientes simetrias en el sistema S;, como para anular
los productos de inercia de la ec. [8.43], entonces el momento cinético se expresa como

EQ = IQZLUE

y las ecuaciones [8.43] se reducen a
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Mgy, + M}, =0

Moy, + M}, =0 (8.44)
QyrL QyL

MQz + Méz = IQza

que seran las que utilicemos en la mayor parte de las aplicaciones préacticas. En este supuesto
no son siempre necesarios los momentos aplicados en z e y para que se mantenga el movimiento
plano, pudiendo ser cero si se trata de un sistema inercial. La rotaciéon del solido viene
dindmicamente determinada solo por el momento en z.

8.13. Ecuaciones de la dinamica del movimiento plano

Para resolver un problema de movimiento plano del sélido rigido es necesario conocer todas
las fuerzas y pares que actiian sobre él a lo largo del movimiento. Para ello, como se dijo, es
muy util representar el diagrama del solido libre. El sistema de fuerzas aplicadas se reduce a la
resultante F invariante, y al momento resultante respecto a un punto @), MQ, que cambia al
cambiar de punto, en cada instante de tiempo. En la Fig. |8.26| se representa la seccién central
de un sélido en movimiento plano y la reduccién del sistema de fuerzas que actian sobre él. El
momento resultante respecto a @), MQ, en el caso indicado es perpendicular a la secciéon central.

Para obtener la soluciéon completa al movimiento del sélido es necesario conocer, ademas,
las condiciones iniciales, dadas en componentes del sistema S por

FCO = Fc(t = 0) = ZUC’O;‘F ycoj; UCO = ’270(t = O) = chog—i- UCyoj (845)

para el movimiento del centro de masas (aunque también pueden estar referidas a otro punto
cualquiera del sélido y usar el campo de velocidades (ec. [7.2]) para obtener los valores en el
centro de masas); y por

(D() = u_)’(t = O) = WOE = WOEL (846)

para la velocidad angular de rotacion.

A partir de estos datos podemos resolver, en principio, las ecuaciones dinamicas del
movimiento plano. La resultante de fuerzas aplicadas y de inercia determina el movimiento
del centro de masas a través de la ec. que en este caso toma la forma (en componentes
del sistema S):

Fo + Frp = Mag,

Fy + ij = Macy <847>
y los momentos dinamicos aplicados y de inercia respecto al punto ) determinan el movimiento
de rotacién (en componentes del sistema Sy,):
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MQ‘BL + MéfL = _PQfLZa + PQyLZw2
MQZ/L + MC,IZyL = _PQyLza - PQ:CLZWZ (848)
MQz + MCIQZ = ]onz

Las tres ecuaciones estan referidas a unos ejes QX Y7 Z; correspondientes al sistema Sy,
con origen en un punto @ ligado al solido. En particular siempre se puede elegir el centro de
masas ()=C o un punto fijo. Obsérvese que el eje z coincide para el sistema S y Sp.

El problema que se presenta al intentar resolver las ecuaciones anteriores es que necesitamos
conocer la posicion relativa del sélido, y por tanto, del sistema de referencia QXY 21, respecto
del sistema S para asi poder determinar cudles son las proyecciones de los momentos, excepto
para las componentes en el eje z. Existen, no obstante, dos casos simples que son los que
consideraremos para aplicaciones practicas:

a) Cuando existe un eje de rotacién real fijo respecto de un sistema de referencia inercial S.
Nos encontramos entonces en el caso de movimiento de un solido con un eje fijo, ya estudiado
en la seccién Las componentes Mg,, y Mg,, que aparecen en las dos primeras ecs. [8.48|
las proporciona la interaccion del solido con el eje mediante pares de reacciéon, lo que permite
que el movimiento plano continte.

b) Cuando el sélido tiene la simetria necesaria para que P, = P,.. = 0 en el sistema S,.
En este supuesto, solo es necesario considerar la iltima ecuacion [8.48] y el movimiento plano

puede continuar indefinidamente como en el caso anterior.

Las ecuaciones diferenciales [8.47] y [8.48], junto con las condiciones iniciales [8.45] y [8.46],

permiten determinar la posicion y velocidad del centro de masas y la velocidad angular del solido
para todo instante de tiempo en los dos casos a) y b) considerados. Mediante las expresiones
de los campos de velocidades y aceleraciones para distintos puntos del sélido (ecs. [7.2] y [7.5])
se puede obtener, a partir de estas soluciones, la velocidad y la aceleraciéon de cualquier punto
del sélido en cada instante.

En los casos en los que las ligaduras que condicionan el movimiento del sélido se traduzcan
en fuerzas y momentos de reaccién aplicados sobre él, éstos se introducen como incognitas
en las ecuaciones y . En estas condiciones puede ser necesario utilizar ademas las
expresiones del campo de velocidades y de aceleraciones incluyendo en ellas cineméaticamente
tales ligaduras con objeto de tener mas ecuaciones para poder eliminar dichas incognitas, es
decir, las fuerzas y momentos de reaccion.

8.14. Trabajo y energia mecanica para un sélido rigido

8.14.1. Enmergia cinética de un sdlido rigido

En este apartado vamos a calcular la energia cinética de un sélido rigido en movimiento
general en un sistema S que puede ser inercial o no. Para ello haremos uso del sistema ligado
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al s6lido Sz, con origen en un punto A de vector de posiciéon 74 (Fig. . Consideremos un
diferencial de masa dm genérico del sélido de vector de posicion 7 en S (7 = 7 en Sp) y
velocidad v. Usando el campo de velocidades podemos expresar la velocidad de este diferencial
en funcién de la velocidad del punto A, U4, v la velocidad angular & del solido, se tiene:

— — —») —

T=0UA+W X (F—Ty) =0a+ X7 (8.49)

r"\’ Utilizando la féormula anterior y haciendo uso de las propiedades del producto escalar y del
R centro de masas, podemos obtener la energia cinética del sélido

(ligado al sélido)

S inercial o no

Figura 8.27: Posicién de un diferencial de masa dm en el sistema S y en el sistema
o S, ligado al sélido.

T Sea D el vector: D =@ x 7 = 7 — ¥4 , usando la propiedad ciclica del producto mixto, ec.
[1.11], se tiene:

Gx A =D (@x7)=&-(F xD)=&- (7 x (T —74))
Con lo cual la energia cinética del solido resulta ser:

1 1
@ Fe = S M} + My - (@ % AC) + S5 ( | dm (=) x (7 - 5A)> (8.50)
;

»

VS
W

K
R

=

()
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Para simplificar el calculo de la expresion anterior vamos a considerar dos situaciones
unicamente, la de un punto en reposo v4 = 0 y la del centro de masas A=C. La energia
cinética en ambas situaciones se obtendria a partir de:

1 1. - S -
E. = §MUZ+ ¥ (/Mdm (7= 7a) x (U —“A)) (8:51)

En el caso de un punto en reposo mediante:
1 — — — — 1 —
Ec:w-</ dm(T—TA)xv>:w-LA (8.52)
2 M 2

En el caso del centro de masas por:

1 1 1 1
Ee= Mg+ 55 (M dm (7 — 7)) x (7 — 6c)> = Mg+ 50 (M dm (7' —7¢) % U) (8.53)

donde se ha tenido en cuenta que: [ dm (F— 7¢) X U = 0 pues [ dm7 = M 7. Con lo cual
M M

queda:

1 1. -
E, = §Mvg +5%- Lo (8.54)

que es el llamado teorema de Konig.

En ambos casos se puede escribir que la energia cinética se obtiene a partir del momento

cinético mediante la expresion . .
E.= 5Mv?4 + 5@ L4 (8.55)

8.14.2. Teorema de la energia cinética para el centro de masas

De manera idéntica a como se tenia en un sistema de particulas se verifica el teorema de
la energia cinética para el centro de masas. Con81deremos un sohdo sometido a una fuerza
resultante F y a una fuerza de inercia resultante F (Fig. [8 se tiene que la velocidad del

centro de masas vg del sélido verifica el teorema de la energia cmetlca para el centro de masas
(ec. [5.64]):

o 1 1
Wear + Wiy, = / U F 4 B die = SMud(2) — SMUE(1) (8.56)

7, 2

Es decir, el trabajo de la resultante de fuerzas aplicadas y de inercia cambia la energia
cinética de una particula puntual con la masa del sélido situada en su centro de masas.
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Figura 8.28: Resultante de fuerzas aplicadas y de inercia actuando sobre el centro
de masas.

8.14.3. Teorema de la energia cinética

En este apartado vamos a deducir el teorema de la energia cinética de un sélido rigido en
un sistema S (que puede ser inercial o no) usando un punto A del sélido que, o bien es fijo
o bien es el centro de masas del sélido. Al final del apartado veremos que esta limitacién no
resta generalidad a la aplicacion del teorema. El solido rlgldo tiene una velocidad angular & y
un momento cinético L4 en dicho punto. Derivando la ec. 5| valida para puntos en reposo
y el centro de masas, se tiene:

dE, d 1 1(d3\ - 1. (dL4
S s

Obsérvese que un punto fijo es un punto continuamente en reposo, por tanto, para dicho

dv? . . .
punto: %M & = 0, cosa que puede no ser cierta para un punto en reposo. Para simplificar la
expresion anterior usaremos nuevamente el sistema Sy ligado al sélido:

L (dLa\ . |[dLa = | . [dLa
o - (dt) =d- (dt) +d X La —w-(dt) (8.58)
S St St

Vamos a representar las componentes del tensor de inercia (calculado en el punto A en el
sistema S7) de la forma I%,. y a desarrollar el término previo teniendo en cuenta el valor del

momento cinético, ecs. [8.26] v [8.37], (La = L'y = I% - &):

dL 4, - dw; dw
df) Sy WY (dt]> - ST, (a) _
St i J St S

L

{
-
QL
&‘51
~
"
=
Il
VR

_y (% It =3 (4 deo; A
_Z<dt>s ZIAij“@“?(dt) ZIAUW’_Z<dt Lai=a 5, La

L @

donde se ha tenido en cuenta que el tensor es simétrico y sus términos constantes en el tiempo.
Llegamos pues a la siguiente expresion:
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L (dLa\ L (dLa\  (d3\ - [(d3) -
() o () () n(B)n ew
S St L

Sustituyendo queda:

dE. d 1 dl,
c— DM 4+ [ 24 .
g~ agMva) +d ( dt )S (8.60)

Aplicando el teorema del momento cinético en un punto fijo o el centro de masas (ec. [8.35])
se tiene:

dE., d 1 R -
Integrando queda:
1 t - -
AE, = A(GM3) + G (M + Mt (8.61)
t1

Vamos a considerar separadamente los dos supuestos iniciales. Para un punto fijo A (es
decir, continuamente en reposo) tendriamos:
to

AE, = [ G- (Ma+ Mdt =W + W, (8.62)

t1

Es decir, los cambios en la energia cinética se deben al trabajo del momento en el punto fijo
de las fuerzas aplicadas y de inercia.

Para el centro de masas, usando el teorema de la energia cinética en el centro de masas (ec.
B.50)), quedaria:

AE, = [{%(F + Fy) - dic + [? & - (Mo + ME) dt =

(8.63)
= [P (F+ Fy) o dt+ [2&- (Mc+ ML) dt =W + W,

Es decir, los cambios en la energia cinética se deben al trabajo del momento en el centro de
masas de fuerzas aplicadas y de inercia mas el trabajo de la resultante de las mismas fuerzas
sobre dicho punto.

En ciertas ocasiones es mas facil calcular el trabajo en un punto P distinto a los anteriores.
En esos casos usamos una féormula equivalente obtenida mediante el teorema de cambio de polo
y el campo de velocidades del sélido. Consideremos un sistema inercial, a sabiendas que el
desarrollo para uno no inercial es analogo con solo incluir las fuerzas y momentos de inercia, a
partir de la expresion [8.63] se tiene:

t2

- t - -
AE,= [ F-(ip+3x POVt + [ @ (Mp+ F x PCdt

t1 ta
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Simplificando queda:

- t2 —
AE, = [“Fowpdt+ "5 Npdt+ ["F- (@ x PCYdt+ - (F x PC)dt

t1 t1 t1

0

Por tanto, en su forma general el teorema de la energia cinética en un punto P genérico
tendria una forma equivalente a los dos casos anteriores:

AB, = [*F . wpdt + & Mpdt =W (8.64)

t1 t1
Incluso el calculo del trabajo se puede hacer cambiando cada dt de punto P de referencia,
siempre y cuando se conozcan todos los parametros de la ecuaciéon anterior. Por ejemplo, en

rodadura se puede calcular el trabajo a partir del punto de apoyo del sélido que es diferente en
cada instante.

También cabe preguntarse si esta expresion es equivalente al teorema de la energia cinética
(ec. [5.47]) que se tenia en un sistema de particulas. Utilizaremos nuevamente un sistema inercial
para demostrarlo. Partiendo de la ecuacion:

dE. _ d 1
dt — dt 2

MuvE) +& - Mg (8.65)

Utilizando la definicién de momento, siendo 7 el vector de posicién con origen en el centro
de masas de un diferencial de masa sometido a un diferencial de fuerza dF , se tiene:

P dE, d(l
dt  dt'2

MuvZ) + @ - /F’Xdﬁ
M

Aplicando la propiedad ciclica del producto mixto (ec. [2.11]) y el campo de velocidades (ec
[8.49]) tenemos:

dE, d <1
dt  dt2

d 1
Mud) +/dF @ x 7) = (= MuB) +/dF )

dt(2

Usando el teorema de la energia cinética en el centro de masas queda:

TC2

/F drc+//dF (dr — dre)

o1

Y simplificando llegamos finalmente a la expresion:
AE, — //dﬁ A=W (8.66)
M 7

Esta ecuacion es anédloga al trabajo en un sistema de particulas [5.45], salvo por el hecho de
que en el solido el sistema de fuerzas es distribuido:
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N Ti2
W:Z/ﬁi-dﬁ (8.67)
=i
Finalmente, indicaremos que el teorema de conservacion de la energia cinética de un sélido
establece que si no se realiza trabajo sobre éste, su energia cinética se conserva. Esto es, si
W+ W;=0, la energia cinética permanece constante.

8.14.4. Energia potencial de un sélido rigido en el campo de
gravedad terrestre

Para toda fuerza conservativa que actie sobre un sélido rigido, el trabajo realizado por ella
se puede expresar como la variacion de la energia potencial asociada, cambiada de signo. En
el caso habitual de que el sélido se mueva en las proximidades de la superficie de la tierra se
encontrara sometido a la accion del campo de gravedad terrestre ¢, que consideraremos uniforme
en general y que se traduce en una resultante Mg, el peso, aplicada en el centro de gravedad.
Como se vio en la seccién [B.7.2] se puede considerar que el centro de gravedad y el centro de
masas (' coinciden para la gran mayoria de las aplicaciones practicas y nos referiremos en lo
sucesivo al centro de masas tinicamente.

7
il

Figura 8.29: Sélido rigido en el campo gravitatorio.

La energia potencial asociada al campo uniforme ¢ para un sélido rigido es facil de calcular.
Sea un elemento diferencial de masa dm (Fig. [8.29). Su energia potencial gravitatoria viene
dada por

dE, = gzdm

si adoptamos como nivel de referencia de energia potencial nula el plano horizontal z=0 de
un cierto sistema de ejes OXYZ. La energia potencial gravitatoria total del sélido con esta
referencia se obtiene por integracion

Ep:/dEp:g/zdm
M M
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que, recordando la definicion de centro de masas, se puede escribir como
E,= Mgz (8.68)

donde 7o determina la posicion del centro de masas. Por tanto, la energia potencial gravitatoria
de un solido rigido es igual a la que tendria toda la masa M del sdlido si estuviera concentrada
en el centro de masas.

8.14.5. Teorema de la energia mecanica para un sélido rigido

Sea un soélido rigido cuyo movimiento esta referido a un sistema S. El sistema de fuerzas
aplicado sobre él en un intervalo de tiempo entre ¢; y to equivale en un punto P cualquiera a
la resultante F y al momento resultante Mp. En el caso general actuaran sobre el sélido tanto
fuerzas de tipo conservativo como de tipo disipativo, de forma que

ﬁ:ﬁchﬁD MP:MP(J+MPD

y el trabajo total, en el intervalo considerado, se puede separar en tres términos, conservativo,
disipativo y de inercia:

W=Wc+Wp+ Wy

siendo
2 2
We = /FC - dp +/ o - Gdt = By(1) — E,(2)
1 1

donde E, representa la energia potencial total del sélido rigido, suma de las energias potenciales
de las distintas fuerzas conservativas a que esta sometido.

Teniendo en cuenta la expresién anterior y el teorema de la energia cinética (ec. [8.64]) se
obtiene

Wp + Wi = (Ee(2) + Ep(2)) — (Ec(1) + E,(1))
siendo F/ = E. + £, la energfa mecanica del solido. Es decir
Wp+Wr=E(2)—E(1) (8.69)

que es la expresion del teorema de la energia mecanica para un sistema de particulas, aplicable,
evidentemente, para el caso particular de un sélido rigido.

Si el trabajo debido a fuerzas disipativas y de inercia es nulo (Wp+W; =0) se mantiene
constante la energia mecanica del sélido.
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8.14.6. Trabajo y energia cinética para un sélido rigido en
movimiento plano

Trabajo de las fuerzas que actiian sobre el sélido

En el capitulo 4 se definié el trabajo realizado por una fuerza a lo largo de una trayectoria
I como

2
Wi [ F-di
1r

lo que representa una definicién completa para su aplicaciéon a una particula material, cuyo
comportamiento dindmico estd totalmente caracterizado por la resultante F' de las fuerzas
aplicadas sobre ella.

Figura 8.30: Trabajo de un par en el movimiento plano.

Sin embargo, en el caso de un sélido rigido, el comportamiento dindmico no depende solo de
la resultante ﬁ, sino también del momento resultante Mp respecto a un punto de referencia P.
Para obtener una expresion completa del trabajo realizado por el sistema de fuerzas aplicadas
al solido necesitamos hallar la expresion del trabajo realizado por el momento resultante M p.

Como un momento dindmico equivale a un par de fuerzas, hallemos en primer lugar el
trabajo infinitesimal realizado por un par de fuerzas cuyo momento es Mp (Fig. cuando
las dos fuerzas F' y —F producen un giro del sélido de valor df y la distancia entre su punto
de aplicaciéon es . El trabajo que se realiza es

1 1
Wpp, = §Fld9 + §Fld9 = Fldf = Mpdb (8.70)
que también se puede poner como
de -
5WMP = Mp%dt = Mp(ddt = Mp - odt (871)

siempre que la velocidad angular & del solido sea paralela a Mp.
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Si Mp y W son paralelos en todo instante, entonces el trabajo realizado por Mp en el intervalo
finito entre t; y ty viene dado por

to
War, = / Mp - Gt (8.72)
t1

En el caso de que Mp y & no sean paralelos (Fig. [8.31]) siempre podemos descomponer Mp
en dos términos

MP = MPH + MPJ_

uno paralelo a & y otro perpendicular. Mp, o realiza trabajo, pues equivale a un par de fuerzas
cuyos puntos de aplicacién no se desplazan por efecto de la rotaciéon &. Resulta

SWir, = Mpy - @dt = Mp - &dt

luego en el caso general la expresion del trabajo en un intervalo finito entre t; y t5 también se
puede poner en la forma dada por la ec. [8.71].

Mp,

Mp,

Figura 8.31: Descomposicién del momento en dos vectores: uno paralelo y otro
perpendicular a la velocidad angular.

Para obtener el trabajo total de las fuerzas aplicadas sobre el solido se debe elegir un punto
P de referencia cuya trayectoria respecto a un sistema de referencia inercial S venga dada por
I' y respecto al que el sistema de fuerzas se reduzca a la resultante F y al momento resultante
M p. El trabajo total en un desplazamiento finito del sélido entre dos instantes t; y 5 es

2 to
W:/ﬁ-dprr/Mp-adt (8.73)
1r t1

Considerando las fuerzas de inercia si estuviésemos en un sistema no inercial la expresion
seria:
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2 ta
W+WI:/(ﬁ+ﬁ1)‘dfp+/(MP+M£)'th
1[‘ t1

Si cambiamos de punto de referencia el trabajo toma el mismo valor, de ahi que en la
notaciéon de W no se haga referencia al punto. Si el punto de referencia es el centro de masas,
la ecuacién anterior se expresa

2 to
W+WI:/(F’+F})-dFC+/(Z\Z/C+Mé)-cUdt
1r t1

y la potencia total desarrollada por el sistema de fuerzas que actian sobre el solido vendria
dada por

S(W +Wry)

P:
dt

Energia cinética de un sélido rigido en movimiento plano

N

. w

v

dm ‘.3
ﬁC
’j:!
—-
r C
—
S e

O ¥

Figura 8.32: Variables para deducir el teorema de la energia cinética en el
movimiento plano.

Dado un sélido rigido en movimiento plano, respecto a un sistema de referencia S, la energia
cinética de una particula dm viene dada por (Fig.|8.32)

1
dE,. = —v*dm
2
y la energia cinética total es

1
E, = 5 /dem (8.74)
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Seleccionando como punto de referencia el centro de masas C' del solido, la velocidad del
dm se puede poner como

T=Uc+dx7

siendo v la velocidad de C' en S, & la velocidad angular instantanea de rotacién del solido
(J = wk en el movimiento plano y segtn los ejes elegidos) y i el vector de posicion relativa del
dm respecto a C.

Multiplicando escalarmente la expresién anterior por si misma, resulta
2 __ 2 — 2 . o
Vi =05+ (0 X 7))+ 2(Ue X &) - T
y sustituyéndola en la ec. [8.74] se obtiene
1

1
Ec:§Mv%+§/(o?xf')2dm+/(770xcU)-f'dm
M

El dltimo término de esta expresion es nulo ya que aparece en €l la posicién 77 del centro
de masas relativa al sistema centro de masas, es decir

1
F’C:M/dezo

evidentemente.

Teniendo en cuenta que (& x 7)% es un escalar que vale lo mismo en S y en el sistema
ligado al solido Sy, podemos calcular su valor en el sistema S, en el que los vectores 77y W se
representan por W = wk y =7, = xLZL + yLJL + sz con lo que

(@ x )2 = <—WyLZL + qufL)Q =w’(af +y1)

y resulta

1 1
B = 5Mug + 5o [ (@ + yh)dm
M

que, recordando la definicién de momento de inercia respecto a un eje, equivale a
Lo o 1 2
Ec = §MUC + §I02w (875)

La ecuacion anterior no es sino la expresion del teorema de Konig adaptada al caso de
un soélido rigido en movimiento plano. El primer término del segundo miembro representa la
energia cinética de traslacion del sélido concentrada toda la masa en el centro de masas; el
segundo representa la energia cinética de rotacion en torno a un eje perpendicular al plano del
movimiento y que pasa por el centro de masas.
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Si referimos el movimiento del sélido al centro instantaneo de rotacion, I, la expresion [8.74]
se reduce a

1

siendo I, el momento de inercia respecto de un eje perpendicular al plano del movimiento que
pasa por I. Respecto a [ el sélido solo tiene movimiento de rotacién.

En el caso general de movimiento plano solo es posible expresar la energia cinética de
un sélido rigido mediante ecuaciones tan simples como [8.75] y [8.76] refiriéndola a C' o a I,

respectivamente.

Como ya hemos visto, para un sélido rigido en movimiento general la energia cinética toma
la forma (ec. [8.55]):

1
2

1

E.
2

MU%—F EQ(IJ’

siendo () un punto en reposo o el centro de masas. Se propone como ejercicio comprobar que
la expresion anterior se reduce a [8.75] y [8.76] para el caso del movimiento plano.

Teorema de la energia cinética para el movimiento plano de un sélido rigido

Considérese un solido rigido en movimiento plano respecto a un sistema de referencia S y
sean [ y ]\ch la reducciéon al centro de masas del sistema de fuerzas aplicadas sobre el sélido.
Para un intervalo de tiempo entre t; y t5 durante el cual el centro de masas se desplaza a lo
largo de una trayectoria I' entre dos puntos 1 y 2, se verifica que el trabajo total de las fuerzas
que acttian sobre el sélido es igual a

2 . ty . 2 . t -
W+ Wy = [ (F+Fr)-dic+ [ (Ve + ML) - @dt = [ M2 die + [ Io.@ - St =
1r t1 1r t1
2

2 2 2
:Mfﬁc'dﬁc—l—fczfc_d"dﬁzMfd(%v%)—F[CZfd(%wz):
1 1 1 1

= (%MU%Q + %Iczwg) - (%MU(QH - %ICzw%>
es decir
W +Wr=FE.(2)— E.(1) (8.77)
lo que significa que el trabajo total de las fuerzas que acttian sobre el sélido (incluyendo las

fuerzas de inercia F; y los momentos de inercia M}, si el sistema es no inercial) en un intervalo
es igual a la variacion de su energia cinética en ese intervalo.
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Para la demostracion se ha utilizado la reduccion del sistema de fuerzas al centro de masas
del sélido, no obstante el trabajo asi calculado vale lo mismo si se reduce el sistema a cualquier
otro punto del sélido (ec. [8.64]).

8.15. Dinamica del movimiento plano de rodadura

Considérese que el solido rigido se encuentra (en un sistema inercial S) sometido a un
sistema de fuerzas como el indicado en la Fig. [8.33, donde ademéds del peso Mg y de la reaccién
en el punto P de apoyo, actian otras fuerzas que se reducen en el centro de masas a una fuerza
horizontal (elegida asi por simplicidad), F, y a un par de momento dindmico m¢ cuya direccién
es perpendicular al plano del movimiento. Consideraremos ademéas que el plano OXY es un
plano de simetria del sélido para que Py, _..=Fg,..=0 en St y s6lo debamos usar la tltima ec.

R13).

Para resolver el problema es necesario conocer ademas el estado cinematico del sélido en un
cierto instante de tiempo o, lo que es lo mismo, las condiciones iniciales dadas por

veo = ve(t =0) wo = w(t =0)

lo que nos permite distinguir entre dos posibilidades que estudiaremos a continuacion.

Figura 8.33: Sistema de fuerzas aplicadas a un sélido en rodadura pura en un
sistema inercial.

8.15.1. Rodadura sin deslizamiento en el instante inicial

En este supuesto se ha de cumplir que
Voo — —woR

o0, equivalentemente, que vp(t=0)=0. La cuestién es si el sistema de fuerzas aplicadas sobre
el solido va a permitir que el estado inicial de rodadura sin deslizamiento se mantenga con
continuidad para instantes posteriores o no. Para saberlo supongamos que si que se va a
mantener la rodadura pura y resolvamos el problema para este caso.
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La condicion dindmica basica en que se traduce que el apoyo P esté instantaneamente en
reposo consiste en que la fuerza de rozamiento Fr es estatica en tal caso y que las componentes
N y Fg de la reacciéon en el apoyo que actia sobre el sélido son dos incognitas del problema,
relacionadas entre si mediante

|Fr| < peN  esdecir  — peN < Fp < N (8.78)

donde p. representa el coeficiente de rozamiento estatico entre el solido y la superficie de apoyo.

Las ecuaciones dinamicas del movimiento del centro de masas respecto a un sistema inercial
S vienen dadas por
F+ Fr= Mac (8.79)

N—-Mg=0 (8.80)
en nuestro caso.

El teorema del momento cinético respecto al centro de masas nos proporciona una tercera
ecuacion
mec + FrR = Ica (881)

siendo I el momento de inercia del sélido respecto a un eje perpendicular al plano del
movimiento y que pasa por el centro de masas (se ha supuesto implicitamente que el sélido
esta referido a ejes principales de inercia o bien que existe un eje real capaz de proporcionar
los pares de reaccion M, y M, necesarios para que se mantenga el movimiento plano).

Dado que en rodadura sin deslizamiento la aceleracion del punto de contacto P tiene una
direccién que contiene al centro de masas (ec. [7.22]) se puede plantear, alternativamente, el

teorema del momento cinético en el punto P en su forma conocida, ya que, M ﬁ x dp =0 (se
deja como ejercicio para el lector probar esto para lo cual debera usar las ecs. y ),
y resulta

me — FRR = IPCL’ (882)

siendo ahora Ip el momento de inercia del sélido respecto a un eje perpendicular al plano del
movimiento y que pasa por P.

Solo tres de las cuatro ecuaciones que van de la hasta la son independientes.
En el caso general de que tanto F' como m¢ sean funciones de la posicion, de la velocidad y
del tiempo disponemos de un sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas que puede ser
complicado de resolver.

En el caso mas sencillo de que F' y m¢ sean constantes, entonces tanto la aceleracion del
centro de masas, ac, como la aceleracién angular de rotacion, «, seran también constantes en las
condiciones que estamos considerando. Ademas, en el supuesto de rodadura sin deslizamiento
verifican la condicién [7.21]

ac = —aR (8.83)

valida en este caso, ya que al asumir que hay rodadura sin deslizamiento con continuidad se
debe de cumplir que tanto vo como w sean derivables respecto al tiempo.
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Las incognitas del problema son ac, o, Fr vy N y disponemos de cuatro ecuaciones
independientes, tres que podemos elegir entre la y la siendo la cuarta la ,
luego el problema esta resuelto. Pero ;es correcta la hipotesis de que se mantiene la rodadura
sin deslizamiento? Para contestar a esta pregunta verificamos la condicién ahora que Fgy
N son conocidas. Si se cumple que la suposicion de rodadura sin deslizamiento con continuidad
es correcta, el problema queda resuelto. En particular, si

|F R| = /~LeN

diremos que el solido esta en rodadura sin deslizamiento limite.

Sin embargo, si no se cumple [8.78], es decir, si
|FR‘ > /JJeN

entonces no existe suficiente friccion entre el sélido y la superficie para que el apoyo pueda
continuar siendo estatico (el valor anterior no estd permitido para la fuerza de rozamiento
estatico). En este caso el sélido comienza a deslizar y la fuerza de rozamiento en el apoyo pasa
a ser de tipo dindmico. Este supuesto requiere replantear y resolver el problema con la certeza,
ahora, de cudl va a ser la situacién dinamica del movimiento, y lo analizaremos en la siguiente

posibilidad (sec. [8.15.2)).

Figura 8.34: Reduccién del sistema de fuerzas al centro de masas.

El movimiento de rodadura pura, fundamento de la rueda, proporciona una ventaja esencial
respecto a cualquier situacién similar de friccién o deslizamiento que consiste en que en rodadura
la reaccién en el apoyo no trabaja y no disipa energia mecanica. En efecto, la reaccion se puede
reducir al centro de masas C, que es el punto cuya trayectoria es més simple (rectilinea),
mediante una fuerza con dos componentes, N y Fg, y un par de momento FrR (Fig.|8.34)).

El trabajo elemental 6Wx de la reaccién en un desplazamiento drc del centro de masas,
correspondiente a una variacién infinitesimal del tiempo dt, viene dado por (ec. [8.64])

(SWR = FRdﬂfc + FRRWdt
pero como (ec. [7.19])

drg =vedt v ve=—wR
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en rodadura sin deslizamiento, resulta
6WR = FRR(W - w)dt =0

La componente normal de la reaccién no trabaja porque es perpendicular al desplazamiento
y el trabajo de la fuerza de rozamiento se cancela con el trabajo del par que crea respecto al
centro de masas, debido a la condicion de rodadura pura. El trabajo total de la reaccion es nulo
en este caso.

8.15.2. Rodadura con deslizamiento desde el instante inicial

Supongamos que el diagrama de sélido libre es el mismo que el mostrado en la Fig. [8.33
salvo por lo que se refiere a la fuerza de rozamiento Fr y consideremos los siguientes casos

1) vp(t=0)>0 (vey > —woR), o bien vp(t=0)=0 pero @p = apyi + w?Rj con ap,>0. El
diagrama de solido libre se muestra en la Fig. [8.35|a).

2) vp(t=0)<0 (veo < —woR), 0 bien vp(t=0)=0 pero @p = apyi + W Rj con ap,<0. El
diagrama de solido libre se muestra en la Fig. [8.35(b).

Como se ve, la fuerza de rozamiento dinamica se opone a la velocidad de friccién del punto
de contacto P si no es nula y a la componente horizontal de la aceleracién del punto P si su
velocidad es nula.

e e

Figura 8.35: Sistema de fuerzas aplicadas a un sélido en movimiento de rodadura
con deslizamiento.

En el caso de rodadura con deslizamiento, la aceleracién del centro de masas y la aceleracion
angular estan desacopladas y no se verifica ninguna ecuacién como la . Tampoco es posible
tomar como referencia el punto de apoyo P para la aplicacién del teorema del momento cinético.
No obstante, el problema tiene solucion, ya que la reaccién en el apoyo plantea ahora una tnica
incognita, N. Las ecuaciones del movimiento son

FF ugN = Mac
N—Mg=0 (8.84)
mc :thNR = Icoé
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correspondiendo el signo superior al caso (1) y el inferior al caso (2). Las tres ecuaciones
independientes [8.84] permiten obtener las tres incégnitas ac, a y N.

8.15.3. Resistencia a la rodadura

Si tiene un sélido de seccién circular que se mueve rodando sin deslizar en contacto con una
superficie horizontal, sometido tinicamente a la accién de su peso y a la reaccién en el apoyo,
sin que actiien mas fuerzas sobre él, el diagrama de fuerzas es el mostrado en la Fig. |8.36|

Aplicando el teorema del momento cinético respecto al punto P, se obtiene
Z Mp :IPCK = 0= [pOé

de donde se deduce que
a=0 = w=cte

(b}

Figura 8.36: Sistema de fuerzas aplicada a un sélido en movimiento de rodadura
pura.

El teorema del momento cinético respecto al centro de masas conduce a
ZMC:ICa = FrR=0 = FIr=0

que indica que la fuerza de rozamiento estatica en el apoyo P se acopla a valor cero (recuérdese
que Fr ha de cumplir que —pu.N < Fr < p.N, estando permitido, en consecuencia, el valor
Fr=0). La ecuacién del movimiento del centro de masas segin la direccién horizontal, OX,
conduce a

ZF:E:MCLC = Fr=Mac=0

de donde vo=cte.

En el supuesto considerado el sélido mantiene su movimiento de rodadura pura
indefinidamente, con velocidad del centro de masas y velocidad angular de rotacion constantes
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y relacionadas por vg=-wR. Si no existiese rozamiento el resultado seria el mismo, pero en
este caso Fr=0 vendria impuesto como condiciéon desde el principio, mientras que si existe
rozamiento, que es el caso considerado, el acoplamiento de Fg a valor nulo es una consecuencia
de que el movimiento sea de rodadura pura.

A la misma conclusion se puede llegar a partir del teorema de la energia cinética. Como ya se
indicé en el apartado B.15.1], la reaccién en el apoyo no trabaja en rodadura sin deslizamiento.
La energia potencial gravitatoria tampoco cambia al ser la superficie horizontal, por tanto,
tampoco realiza trabajo. En consecuencia, el trabajo total del sistema de fuerzas aplicadas
sobre el s6lido es nulo y su energia cinética constante. Expresando la energia cinética respecto
al centro instantaneo de rotacion se deduce que

1
E,. = §Ipw2 =cte = w=cte

y por la condicién de rodadura sin deslizamiento
vo=—-wR=cte = ac=0 = Fr=0

que es el mismo resultado que habiamos obtenido por el procedimiento anterior.

Este resultado choca con la experiencia cotidiana, en la que los sélidos de seccién circular que
ruedan sin deslizar sobre una superficie horizontal acaban por detenerse, si bien pueden rodar a
lo largo de una distancia apreciablemente grande. La razon de este desacuerdo se debe a que el
modelo que hemos estudiado es tedrico e ideal por dos motivos esenciales: se ha supuesto que la
seccion central del sélido es perfectamente circular y que la superficie de apoyo es perfectamente
plana. Ello implica que la seccién central apoya en un tnico punto P.

En la practica no existen solidos perfectamente rigidos ni de contorno exactamente circular,
como tampoco hay superficies de apoyo estrictamente planas. En consecuencia el apoyo de la
seccion central no se produce solamente en un punto sino en una zona de contacto, debido a
las deformaciones y a las irregularidades del sélido y de la superficie.

Como consecuencia, el punto P donde la reaccion se reduce a una tunica fuerza, de
componentes N y Fg, se desplaza y no esta ya en la misma vertical que contiene al centro
de masas.

En estas circunstancias es necesario aplicar una fuerza horizontal F, que por sencillez la
consideraremos aplicada en la recta soporte que contiene al centro de masas (Fig. , para
que el s6lido mantenga su movimiento de rodadura sin deslizamiento con aceleracién nula (ac=0
y a=0) y con velocidad constante (vo=-wR=cte). Las ecuaciones dindmicas del movimiento
son, en este caso,

YFE,=Maw = F—-Fr=0
SF,=0 = N-Mg=0
S>Me=1caa = N&—FRR:[CQ

siendo ¢ la distancia entre la recta soporte de la componente normal de la reaccién y la vertical
que pasa por el centro de masas C, cuyo valor, a partir del sistema de ecuaciones anterior, viene
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dado por

5=
Mg

(8.85)

y tiene dimensiones de longitud, como es inmediato comprobar.

Figura 8.37: Sistema de fuerzas aplicadas a un sélido en movimiento de rodadura
pura con resistencia a la rodadura.

A ¢ se le denomina coeficiente de resistencia a la rodadura y depende, esencialmente,
de las propiedades eldsticas de los materiales en contacto (sélido y superficie), siempre que
se consideren grados de acabado uniformes y razonablemente buenos, tanto para la superficie
exterior del sélido como para la superficie de apoyo.

El modelo explicado, que nos ha llevado a definir el coeficiente d de resistencia a la rodadura,
aproxima bien ciertas situaciones reales, tales como el movimiento de ruedas de tren sobre railes,
pero tiene fuertes limitaciones en otros casos, como, por ejemplo, en el movimiento de ruedas
de automovil sobre firme irregular o en mal estado.

8.15.4. Rotacién de pivotamiento

Consideremos un sélido que puede girar en torno a un eje OZ perpendicular a la superficie
de apoyo. Si el eje de rotacién es fijo y contiene al centro de masas, entonces ac = 0y ve = 0 (el
centro de masas permanece fijo). Suponemos ademés que el plano CXY es un plano de simetria
tal que Pcy, . = Pcoy,. = 0 para que solo debamos usar la tltima ec.

Si no existe rozamiento entre el cilindro y la superficie de apoyo y el eje de rotacién es ideal,
entonces el cilindro continuara moviéndose con la velocidad angular inicial wy indefinidamente.

Si existe rozamiento, de coeficiente dindmico p, aparece un par de resistencia al pivotamiento
M. Para evaluarlo en este ejemplo, dividamos el cilindro en elementos cilindricos infinitesimales
de radio R y espesor dr, situados cada uno a una distancia r del eje de rotacion (Fig. . El
momento dindmico dM creado por dos elementos simétricos respecto al eje de rotacion es:

dM = —2urdN
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siendo dN la reaccién normal que actia sobre el elemento cilindrico infinitesimal
dN = gdm = gpdv =rgpR*dr

con densidad p constante, en el supuesto de que el solido sea homogéneo.

Z)

Figura 8.38: Resistencia al pivotamiento.

El momento dinamico total lo obtenemos por integracion

H/2
1
M = /dM = —2mpgpR> / rdr = —ZﬂungQHQ
0

siendo H la longitud del cilindro, y como

_m_ M
P =V T 7R2H
resulta
1
M = —zumgH

El cilindro acaba deteniéndose al cabo de un tiempo

Iewo
M

t =

siendo I, el momento de inercia respecto al eje de giro.

El resultado se ha obtenido de forma relativamente sencilla, al producirse el apoyo entre
cilindro y superficie a lo largo de la generatriz del cilindro y al haberlo considerado ideal (es

decir, al tratar el apoyo como un segmento recto de longitud H).

En el caso de una esfera ideal que tenga una rotacién de pivotamiento apoyando sobre una
superficie horizontal perfectamente plana, el apoyo se produce solo en un punto y el movimiento
de rotacion no se detendra nunca, aunque exista rozamiento. Sin embargo, para esferas y
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superficies de apoyo reales existen deformaciones que hacen que el apoyo se produzca en una
cierta area AS (Fig. [8.39)), lo que origina que aparezca un par de resistencia al pivotamiento
M, mas dificil de calcular teéricamente en este caso, ya que no conocemos la forma de AS.

M

Figura 8.39: Resistencia al pivotamiento.

Se puede evaluar experimentalmente M de forma similar a como haciamos para el coeficiente
de resistencia a la rodadura. Para ello, apliquemos, respecto al eje de pivotamiento, el par M’
necesario para que la esfera gire pivotando con velocidad angular constante w.

En este caso su aceleracién angular sera nula (a=0) y se cumple que
ZMejezo = M-M=0 = M=M

y el par de resistencia al pivotamiento serd igual a M.

El par de resistencia al pivotamiento para el caso considerado depende de las propiedades
elasticas de la esfera y de la superficie de apoyo. Una vez determinado nos permite calcular el
tiempo que tardard en detenerse la esfera si su velocidad angular inicial de pivotamiento es wq
y no actiia ningin par ademas de M, y resulta

]eWO

t =
M

siendo I, el momento de inercia de la esfera respecto al eje de pivotamiento.

8.16. Introduccion a la estatica

La estatica se ocupa de estudiar las condiciones bajo las cuales los sistemas mecanicos
estan en equilibrio. En este capitulo nos referiremos tinicamente a equilibrio de tipo mecanico,
situacion que indica que el estado de movimiento del sistema debe de permanecer invariable
indefinidamente. Las condiciones de equilibrio podran ser diferentes en algunos aspectos segin
el sistema que consideremos (particula material, sistema de particulas o sélido rigido), si bien
conviene recordar que los cuerpos reales tienen dimensiones y se amoldan en mayor medida al
modelo de sélido rigido que al de particula material. En consecuencia, es la estatica del solido
rigido la que presenta un mayor interés para aplicaciones practicas.
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Decimos que una particula material esta en equilibrio respecto a un sistema de referencia
inercial cuando la resultante de las fuerzas que actian sobre ella es igual a cero (ﬁ = 0). No
se debe confundir el estado de equilibrio con el de reposo. Asi, una particula en equilibrio se
comporta como una particula libre y estarda en movimiento rectilineo uniforme respecto a un
sistema inercial cualquiera, aunque siempre es posible elegir sistemas de referencia inerciales

respecto a los cuales se encuentre en reposo.

Es posible generalizar la definiciéon de equilibrio al caso de sistemas no inerciales. Diremos
que una particula material se encuentra en equilibrio dindmico respecto a un sistema de
referencia no inercial S’ cuando la suma de las fuerzas que actian sobre ella y de las fuerzas
de inercia se anula (F + F/ = 0). Ello implica movimiento rectilineo uniforme de la particula
relativo al sistema S’ (o reposo relativo, como caso particular).

8.17. Condiciones de equilibrio para un sdélido rigido

Diremos que un sélido rigido esta en equilibrio respecto a un sistema de referencia S cuando
la resultante de las fuerzas F; aplicadas sobre €l es nula y cuando el momento resultante respecto
a un punto cualquiera @ (que es la suma de los momentos de las fuerzas aplicadas ﬁj, respecto
al punto (), mas los momentos 1 de los pares directamente aplicados) es también nulo, es
decir:

Fi+F=F+%F=0
J

(8.86)
M} + Mg = é+zQijFj+%mk:o
J

siendo A; un punto cualquiera de la recta soporte de Fj. Si el sistema de referencia es no inercial
en la formula anterior se deben incluir las fuerzas de inercia F; y los momentos de inercia Mé

Dado que el conjunto de las fuerzas aplicadas sobre un sélido rigido se comporta como un
sistema de vectores deslizantes, las condiciones de equilibrio [8.86] implican que el sistema de
fuerzas que actiian sobre el sélido debe equivaler a un sistema nulo.

El estado cinematico compatible con las condiciones de equilibrio para un sélido es mas
complejo de estudiar que el correspondiente a una particula material. En particular, las
condiciones son compatibles con el solido rigido en reposo o en movimiento rectilineo
uniforme de traslacién, pero existen otras posibilidades, que entran dentro del estudio del
movimiento general de un sélido libre y que escapan a los fines y al nivel de este curso. Por ello,
de ahora en adelante entenderemos que un sélido en equilibrio se encuentra en reposo respecto
al sistema de referencia, y solo consideraremos el caso de sistemas inerciales.
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8.18. El método general de la estatica

Para resolver un problema de equilibrio del sélido rigido segtin el método general de la
estatica es necesario tener en cuenta tres etapas sucesivas.

1) Representar graficamente el diagrama de sélido libre.

Consiste en dibujar sobre el contorno del solido el conjunto de las fuerzas y pares que actiian
sobre él. Es conveniente proceder con orden, representando graficamente:

a) el peso, aplicado en el centro de gravedad (salvo en el supuesto tedrico de sélido de masa
nula o en el de sélido no sometido a ningiin campo gravitatorio).

b) las fuerzas y pares directamente aplicados, que en general serdn datos del problema.

c) las fuerzas y pares de reaccién, que representan la interaccién del sélido con otros sélidos
o sistemas con los que se encuentra en contacto y que constituyen las ligaduras. Generalmente
son incégnitas del problema.

En el diagrama de sélido libre no deben dibujarse los otros sistemas que constituyen las
ligaduras indicadas. Su efecto sobre el sélido queda representado por las reacciones. Si se puede
representar alguna cota o algin angulo, siempre que contribuyan a una mayor claridad. Los
modulos de las distintas fuerzas y de los distintos momentos deben dibujarse de forma que
guarden aproximadamente una misma escala respecto a sus valores estimados.

2) Plantear las ecuaciones de la estatica.

Consiste en incluir todas las fuerzas y pares aplicados sobre el solido y representados en el
diagrama de solido libre en las ecuaciones . Para ello es conveniente definir un sistema de
ejes OXYZ y un sentido de rotaciones con claridad y de forma adecuada a la naturaleza de
cada problema concreto. La segunda de las ecuaciones solo puede ser utilizada una vez
para un punto P de libre eleccién. Si intentamos emplearla de nuevo para un punto diferente
P’ no nos proporcionara ninguna nueva ecuacion independiente.

3) Resolver las ecuaciones de la estatica.

Las ecuaciones [8.86] equivalen, en el caso més general, a seis ecuaciones escalares para
cada solido rigido en equilibrio y no permiten, por lo tanto, resolver mas de seis incognitas
escalares. Si el nimero de incégnitas es igual al nimero de ecuaciones independientes el
problema esté resuelto (salvo dificultades matemaéticas), pero si es mayor no tiene soluciéon por
el método indicado y decimos que es un problema estaticamente indeterminado (existen otros
métodos que permiten resolver total o parcialmente un gran nimero de problemas estaticamente
indeterminados, pero no los consideraremos aqui).

Cuando el sélido tiene un apoyo con rozamiento es posible en ocasiones resolver la situacion
limite de equilibrio aunque el problema sea estaticamente indeterminado para otras posiciones
diferentes, incluyendo la condicién de fuerza de rozamiento limite que nos proporciona una
nueva ecuacion

|Fre| = peN
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donde Fgj, es la componente tangencial y N la componente normal de la fuerza de reaccién
en el apoyo. Como datos del problema pueden existir incluso otros tipos de condiciones limite
que nos proporcionen ecuaciones adicionales en ciertos casos, como, por ejemplo, la condicién
limite de vuelco para un sélido que apoye mediante una cierta area de contacto o la tensién
maxima que puede soportar un hilo que sujeta al solido.

8.19. Ligaduras: Reacciones en apoyos

Las ligaduras y apoyos comtinmente utilizados en mecénica aplicada se suelen modelizar y
sustituir por fuerzas y pares de reaccion de interpretacion simple. En la Fig. y en la Fig.
8.41|se representan algunos de los casos mas habituales, correspondientes a los supuestos mono
y bidimensional para el equilibrio de un sélido en un plano (fuerzas de reaccién con direccién
definida o contenidas en un plano definido y momentos perpendiculares a una direcciéon o
al plano en cuestién). En la Fig. [8.42| y en la Fig. se representan los casos habituales
correspondientes a equilibrio del sélido en el espacio, es decir, en tres dimensiones.

g
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Figura 8.40: Reacciones en apoyos 2D.
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Figura 8.41: Reacciones en apoyos 2D.
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Figura 8.43: Reacciones en apoyos 3D.
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8.20. Equilibrio del sélido rigido en un plano

Consideraremos aqui el caso en el que todas las fuerzas aplicadas sobre el sélido estan
contenidas en el mismo plano (que habitualmente contiene al centro de masas) y todos los
momentos tienen direccién perpendicular a dicho plano. En estas condiciones el diagrama de
solido libre es bidimensional en lo concerniente a las fuerzas aplicadas y las ecuaciones de la
estatica equivalen a tres ecuaciones escalares

F,=%F;=0
J
By =% 1y;=0 (8.87)
j
.

) k4w k=0
k

.

J

donde se ha supuesto que todas las fuerzas estan contenidas en un plano z=cte de un sistema
de referencia inercial S'y que todos los momentos tienen, en consecuencia, direccion paralela al
eje OZ.

Este supuesto permite resolver un maximo de tres incognitas escalares si no se imponen
condiciones adicionales que puedan ser plasmadas en ecuaciones.

En el apartado |8.13]se estudiaron las ecuaciones dinamicas del movimiento plano del sélido
rigido, ecs. [8.47] v [8.48], que nos permiten analizar, en este caso particular, el estado cinematico
compatible con las condiciones [8.87].

Al ser F' = 0 la aceleracién del centro de masas debe de ser nula (@ = 0) y su movimiento
serd rectilineo y uniforme, o bien estara en reposo, respecto al sistema inercial S. De Mg,=0 se

deduce que la aceleracién angular del sélido ha de ser nula (& = ak = 0) y su velocidad angular
constante (J = wk = 0).

Las dos primeras ecuaciones [8.48] se reducen en este caso a las siguientes

2

MCzL = PCysz
_ 2
MCyL = —PCJ;LZCU

referidas aqui al centro de masas C' y en componentes del sistema Sy, pero como las condiciones
de equilibrio imponen que M¢,=Me,=0 (en componentes del sistema .5), entonces la velocidad
angular ha de ser nula (w=0) si los productos de inercia son distintos de cero.

Si el sélido presenta simetrias suficientes para que Pey,.,=Fcs,.=0 en S, el momento
cinético respecto al centro de masas C' en este sistema se expresa en tal caso, recordando que
W = wk, como

—

I_:C = ]_é cW = ICZCL}k

y el teorema del momento cinético conduce a

‘Fraian



FISICA I Teoria: Dinamica del sélido rigido 8.66

- dL¢ dew -
M = — = P
CT O at

siendo las componentes de MC segun los ejes CX y CY nulas en todo instante para el caso de
movimiento plano que estamos considerando.

En el supuesto de sélido rigido en equilibrio Mc=01lo que implica que

dw—o = =ct
dt— w = Ccte

y el solido simétrico se mantendra con un movimiento de rotacién uniforme al mismo tiempo
que su centro de masas sigue un movimiento rectilineo uniforme respecto al sistema inercial S.
El caso particular de reposo corresponde a vo=0 y w=0 para el solido en equilibrio.

En resumen, las condiciones de equilibrio [8.87] implican que la cantidad de movimiento
del solido p'= M sea constante y que el momento cinético del solido sea también constante
respecto a cualquier punto fijo o el CM. Si el sélido no es simétrico, entonces las condiciones
de equilibrio implican que su momento cinético y su velocidad angular han de ser nulos.

Un ejemplo de lo anterior lo constituye el movimiento de rodadura pura de un sélido de
seccion circular cuya seccion central es un plano de simetria y que apoya en equilibrio sobre una
superficie horizontal sometido inicamente a su peso y a la reacciéon en el apoyo. Otro ejemplo es
el de una peonza simétrica, como la mostrada en la Fig. [8.44] Teniendo en cuenta el diagrama
de fuerzas representado, se verifican las condiciones de equilibrio y el centro de masas se
mantendra en reposo al mismo tiempo que el sélido gira en torno a un eje vertical con velocidad
angular constante, indefinidamente.

&

N
Figura 8.44: Peonza simétrica en equilibrio.

El caso general de estudio del movimiento en tres dimensiones de un sélido simétrico en
equilibrio es bastante mas complejo que el analizado aqui para el caso de movimiento plano.
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8.21. Casos particulares simples en estatica del sélido
rigido
8.21.1. Sélido sometido a dos fuerzas

En este caso la primera ecuacién [8.86] implica que las dos fuerzas han de tener el mismo
moédulo, la misma direccion y sentido opuesto. Si el sélido tiene masa y estd sometido al campo
de gravedad terrestre una de las fuerzas ha de ser el peso y en consecuencia la direccion de la
otra fuerza aplicada ha de ser vertical, de sentido opuesto al del peso y contener al centro de
masas.

8.21.2. Solido sometido a tres fuerzas

—

La primera ecuacion [8.86], F' = 0, exige aqui que las tres fuerzas sean coplanarias, luego
estamos en el caso contemplado por las ecuaciones [8.87]. La tltima de las ecuaciones se escribe,
en este caso, como

Mg, = (23: QA; x Fy) - k=0 (8.88)

ya que el sélido esta sometido solo a las tres fuerzas F 1, F y F y no hay que considerar pares
directamente aplicados.

Para que el s6lido esté en equilibrio existen inicamente dos posibilidades: que las tres fuerzas
sean paralelas o que las tres fuerzas sean concurrentes.

En efecto, supongamos que las fuerzas son paralelas y veamos si tal situacién es compatible
con el equilibrio. Elijjamos un sistema de referencia OXYZ adecuado y situemos el punto de
aplicacion de cada una de ellas (A1, Ay v A3) en el eje OX, segtn se indica en la Fig. [8.45
(recordemos que las fuerzas aplicadas sobre un sélido son vectores deslizantes).

Vi
R
) s
—-— 3
5
i
_d12 _d13
X
A, A, A,

Figura 8.45: Sélido sometido a tres fuerzas coplanarias paralelas.
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Aplicando la ecuacién al punto Q = A; se obtiene que
m_; X ﬁ2 + m X ﬁg =0
que implica que:
dio ‘ﬁQ‘ = dy3 ’ﬁ3’

independientemente del valor de ﬁl (que solo ha de verificar que ﬁl + ﬁg + ﬁg = 0). Existen
infinitos valores de F'y, F3, dio y di3 que verifican la ecuacién anterior y, por lo tanto, las
condiciones de equilibrio se pueden cumplir si las tres fuerzas son paralelas.

Supongamos ahora que las tres fuerzas no son paralelas. En este caso, al ser coplanarias, dos
de ellas, por ejemplo, F} y F, seran concurrentes en un punto que llamaremos P. Apliquemos
la ecuacion [8.88] respecto al punto P. Resulta

PA1Xﬁ1+PA2Xﬁ2+PA3Xﬁ3:0

- o = o
pero como PA; || F1 y PAy || Fy se verifica que
% — ———> —
PA1XF1:PA2XF2:0
con lo que se ha de cumplir

PA3Xﬁ3:O

— - =
lo que implica, en el caso general, que PAjz || F3, es decir, que la recta soporte de F3 también
contenga al punto P. Luego las tres fuerzas han de ser concurrentes en el punto P.
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