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Vectores

PROBLEMA RESUELTO 1.1.

1

Hallar la proyeccién del vector @ = i+ j + 2k sobre la recta cuyos cosenos directores son
1
(3500 %)

SOLUCION 1.1.

Para hacer el dibujo de la recta, calculamos los angulos directores:

cosa = = = a=r/4rad

S

cosf=0—pF=n/2rad

cosy = —= —v=mn/4drad

Sl-

Calculamos el vector unitario « en la direccién de la recta de los cosenos directores

i=-Li+07+ Lk
U= i+ 07 + ﬂk
@ ./ . o
3 La proyeccion de un vector se obtiene como el producto escalar con el unitario, esto es
G
®
A= — — — —
y = P(@)=a-i=(i+j+2k) (Li+0j+ k) =L +2l =2
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\ PROBLEMA RESUELTO 1.2.
5\

Encontrar un vector de modulo 2 y que estando contenido en el plano que determinan los
5 vectores @ = 2i + 4] + 3k y b=1i+ j + k sea perpendicular al vector b

SOLUCION 1.2.

oe=a Sea v el vector que tenemos que calcular. La condicién de perpendicularidad con el vector
b se escribe matematicamente como v - b = 0.

&= La longitud de este vector debe ser 2: |0] = 2.

= Si ¥ se encuentra en el mismo plano que @ y b significa que es suma de dos vectores multiplos
@ de los anteriores: v = Ad@ + pub donde A y p son incégnitas.
2 Sustituyendo los vectores tenemos:

, T= AT+ b= (2A+ p)i + (4 + )] + (BA + p)k
Imponemos la condiciéon de perpendicularidad haciendo el producto escalar:
@ T-b=9\+3u=0= p=—3\

Por tanto, quedaria:

= T= 2N+ )i+ (AN + )] + B+ )k = =X+ \]

Falta imponer que su longitud es 2:

- 2= 7] = VAT A =V =2\ = A = & = V2

ggggg

Por tanto, dado que A = ++/2, las posibles soluciones son:

T=—V2i+V2j o T=V2-2j
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PROBLEMA RESUELTO 1.3.

El vector ¢ de la figura, de médulo 0] = 3, estd contenido en la diagonal AB de un cubo de
arista unidad. Calcular la proyeccion de v sobre la recta que pasa por el origen y tiene cosenos

directores (%, 0, %)

SOLUCION 1.3.

Las coordenadas de los puntos A y B son: A(0,0,1) y B(1,1,0).
El vector AB es: AB — (G+7—k)
El unitario es entonces:

De manera que el vector ¥ es:

El versor de la recta es:

La proyeccion sobre la recta sera entonces:

proyz U ="1-u. =0

(e
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PROBLEMA RESUELTO 1.4.

Tres personas tratan de mover un coche con las ruedas orientadas en la direccion vertical.
Para ello se necesita una fuerza minima de F),;, = 1000kN. La primera persona tira en la
direccion del movimiento ejerciendo siempre una fuerza F; = 100k N, la segunda formando un
angulo 3 con esta direccion y la tercera un dngulo «.

1. Silos dngulos son a = = 7, {qué fuerza deben ejercer ambas personas para mover el
coche de manera que el modulo de la resultante de ambas sea minima?

2. Si la tercera persona realiza una fuerza constante de valor F3 = 500k/N manteniendo un
dngulo o = 7 respecto de la direccién de desplazamiento, jcémo debe variar la segunda
persona su fuerza para que el médulo de la resultante siga siendo minima?

e

2277

= SOLUCION 1.4.

1) Entre las personas 2 y 3 deben ejercer una fuerza vertical minima de: F,;, — F; = 900kN

La fuerza resultante suma de ambas es minima si se dirige en el
sentido vertical. Por la regla del paralelogramo los dos vectores
fuerza deben ser tales que su resultante sea vertical

B=m/4| ¥ F,
< 900 | /%, y=n—0—B=n/2
}C:JI o= T/4

15

o
)it

900 F.
— 2 = Fy =900sen(r/4 ) = 636.40 kN
sen(m/2)  sen(m/4)
ycomoy=m—a—f3=7,
900 F

sen(/2) ~ sen(n/4) = F3 = 900sen(mw/4 ) = 636.40
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2) El tridngulo que debemos resolver en este caso es el siguiente:

Bl F
900 i
o= 1/4

El valor de la fuerza F5, se obtiene aplicando el teorema del coseno:
Fy = \/5002 +900% — 2 - 500 - 900 cos(7/4) = 650.85 kN
El angulo S se obtiene por el teorema del seno:

200 Iy 500
send ~ sen(n/) = senfs 650.8556n(7r/ ) =0.543 = 3 = 32.9
s
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PROBLEMA RESUELTO 1.5.

Dados los vectores d@(0, 0, x) y 5(1, 0,y), calcular x e y para que el producto escalar @ b valga
10 y los vectores formen un angulo de 7/3 rad.
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SOLUCION 1.5.

Realizamos mateméaticamente el producto escalar: a - b=0-14+0-0+zx- y=xy
El dngulo de dos vectores se calcula también a partir del producto escalar:

. . . ‘,I;y
alfo]  VeRVTEEyE vy

Como cos(m/3) = 1/2 tendremos la ecuacion:

Rierias

%)

s Inge

i

1wy
2 |z /1 + y?

Resolviendo la ecuacién anterior, tomando cuadrados a ambos lados de la misma:

1 3
1—|—y2:4y2:>y:j:—:j:\/_

V3 T3

Como el producto escalar debe valer 10 tenemos:

a-b=zrzy=uv

3 30
— 1050 =F20 = F10v3
3) =T g = TV
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PROBLEMA RESUELTO 1.6.

Deducir, por métodos vectoriales, la superficie de un hexagono regular inscrito en una cir-
cunferencia de radio R.

SOLUCION 1.6.

y
El hexdgono se compone de 6 tridngulos equilateros, por P (Reos(n/3), Rsen(n/3))

tanto: S =65,

El area de un tridngulo equilatero se puede obtener a
partir del producto vectorial de dos de sus lados, ya que
es la mitad del area del paralelogramo que forman.

Sl :;‘El Xég‘

Falta por escribir el valor de los vectores Ry y Rsy. La circunferencia tiene radio R, por
tanto, la longitud o médulo de ambos es R. Debemos obtener un vector unitario o versor en la
direccion de ambos. En el caso del vector R; es facil puesto que va en la direccion del eje x, en

el caso del vector Ry usamos el vector OP:

O? = Rcos(w/3)3+ Rsen(ﬁ/?))f

Con ity =1y iy = |§| = RCOS(”/?’);;RS”(”/?’)E — cos(m/3)i + sen(w/3)],tenemos:

F:iil — R ﬁl — R; . . 5 N
Ry = R iy = R (cos(m/3)i + sen(m/3)j) = R%i + R?]

Realizamos las operaciones:

Bioxiy=| R 0 0= \g_RQk
R/2 RV3/2 0

Y sustituyendo:

5:651=3'1§1><R2\:3\2/§R?

N 5 |
‘Faian
)



i
i
G
4
N

)

Lo
-
Al

Sy
)
|I

h
I
£l e

o
(=3 =S =

Falilal=s
l‘__-jl

g
o B

e}

=y [Bi
]'-_, L |

i Ty D e
HEFNTLQ |

=
1t

i}
3
o

FISICA 1 Problemas Resueltos: Vectores 1.9

PROBLEMA RESUELTO 1.7.

—

Dados los vectores @ = i — , b=—i—k yé=—j— k aplicados en los puntos A(0,0,1),
B(0,1,0) y C(1,0,0) respectivamente, se pide:

1. Valor de la resultante.
2. Momento resultante respecto del punto P(1,1,1).
3. Momento con respecto al origen de coordenadas.

4. Momento respecto al eje que pasa por el origen de ecuacion x=y=2z.

SOLUCION 1.7.
1. La resultante se obtiene sumando los tres vectores:
R=d+b+c=(G—)+(—i—k)+(—j—k)=—2] — 2k
2. El momento resultante se calcula sumando los momentos de todos los vectores:

Mp:P_flxc?—l—ﬁxlﬂ—ﬁxE

) ik i 7k i 7k )
Mp=|-1 -1 0|+| -1 0 —=1|+]0 =1 —1]|=2k
1 =10 -1 0 -1 0 —1 —1

3. Para obtener el momento de los tres vectores respecto del origen de coordenadas aplicamos
el teorema de cambio de polo:

— — — — ;‘; ];: — — — —
Mo=Np+OPxB=2k+|1 1 1 |=2k+2j—2k=2]
0 —2 —2

4. Obtenemos en primer lugar el unitario del eje. Para ello necesitamos conocer dos puntos
de éste. Uno es el (0,0,0) y otro por ejemplo el (2,2,1) (debe verificar la ecuacién x=y=2z).

2,2,1)—(0,0,0 2,2,1 1, - - -
ﬁ:(”)(,’)_ (77) _7(22_’_2]+k)

|(2>271)—(0,0,0)|_ 22+22+12_3

El momento respecto al eje se obtiene proyectando el va-
lor del momento respecto de un punto del eje (en nuestro
caso s6lo vale O (Mo ), no vale P (Mp) puesto que no esté
en el eje) en la direccién del versor :

me:MO~ﬁ:2j~§(2i+2j+k):§

o
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\ PROBLEMA RESUELTO 1.8.
‘ \

i@ Los tres vectores de la figura coinciden con las aristasde [
z un cubo de arista unidad. Calcular los puntos del espacio il e I

e

> [l #

: respecto a los cuales el momento resultante de los tres 0
B vectores es nulo. 4

SOLUCION 1.8.

Calculamos el momento respecto de un punto, por ejemplo, el O:

rJJ . — . . .
o Mo = OA x k+0C x £+ OB x k
Mo=ixk+ xk+@+))xk=(20+2])xk=2—2]

;;{ La resultante de los tres vectores es: R = 3k

; Por el teorema de cambio de polo, buscamos un punto P cuyo momento sea 0:
Ff; J\Z/o:Mer(ﬁxﬁ:Cﬁ’xﬁ:(xpf+ypj+zpﬁ)XSE

@ Mo = 3y,i — 3z,]
,Ef Igualando

‘=) 2

;‘% 2:3yp:yp:§ s
= 2

., —2=-3x,=>1,= 3

nj 2z, puede ser cualquiera. v l‘
T Por tanto, la soluciéon es una recta paralela a la resul- 0l 2 & -
'E tante que pase por (2/3,2/3,0). En general, el momento o s

8 en dos puntos P y Q tal que el segmento que los une X
.% es paralelo a la resultante no cambia de valor ya que

|B y Mo=Mp+QPx R=1Np

¢ - - =
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PROBLEMA RESUELTO 1.9.

1) Dado el vector de posicién 7(t) = (3cos 4t)i + 5t37, de un punto mévil respecto a OXYZ
fijos, hallar la derivada primera (vector velocidad) y segunda (vector aceleracién) de esta funcién
vectorial.

2) Dado el vector velocidad @(t) = (3cos 4t)i + 5t*], de un punto mévil respecto a OXYZ
fijos, hallar la integral indefinida (vector de posicién) de esta funciéon vectorial. Obtener la
integral definida si el punto se encuentra en el instante t=0 en la posicién (1,1).

SOLUCION 1.9.

1) La derivada de una funcién vectorial se hace derivando todas sus componentes cartesianas:

di d(3cosdt)- d(5t3)- - >
ﬁ:dl;: (Cd‘f ); (dt )7 12 sendt 74 1512
di  d(—12 sendt)-  d(152)- . .
a:di;: ( dfen )7+ (dt )7 = 48 costt T4+ 30t ]

2) La integral indefinida de un funcién vectorial se hace integrando todas sus componentes
cartesianas:

P = /Mt = /3cos4t dtz’—i—/5t3dtj = (4sen4t+0z) i+ (4t4+0y>j
C, y Cy se calculan a partir de unos valores iniciales de posicién, es decir, el valor de la posicién
en un determinado instante.
En la integral definida tenemos limites de integracion, ademéds 7 es la posicién inicial (1,1):

=
|
]
I
O\@

t t
Udt:/?)cosélt dt ;+/5t3dt;’
0 0

t t
4 2o j
o 4

t t
— — - hd 3
e F0+/3cos4t dtz‘+/5t3dtj =17+ 1j + Jsendt
0
0 0

3 = 5 4
7F=(1+ Zsen4t)z' +(1+ Zz&‘*)j
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