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Cinematica de la Particula

PROBLEMA RESUELTO 2.1.

En una carretera recta, justo en el instante que un coche arranca, una moto lo adelanta a
una velocidad vy = 45km/h.

El movimiento del coche es el siguiente:

Durante la primera hora mantiene una aceleracion constante hasta alcanzar los 90km/h,
velocidad que mantiene durante las 3 horas siguientes. A continuaciéon frena con deceleracién
constante durante 1 hora hasta detenerse.

El movimiento de la moto es el siguiente:

Lleva velocidad constante durante la primera hora. En las dos horas siguientes se mueve con
aceleracion constante hasta alcanzar 135km/h. Durante la cuarta hora frena con deceleracion
constante hasta 45km/h. Entre la hora 4 y 5 mantiene esta velocidad de 45km/h.

1. Dibujar, en los mismos ejes, la grafica v — t (velocidad-tiempo) para ambos vehiculos.
2. Calcular los instantes de tiempo en los que el coche y la moto estan emparejados.

3. Calcular el espacio recorrido por cada uno al cabo de las 5 horas.

SOLUCION 2.1.
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2) Como x = [ v dt+xq, suponiendo que ambas particulas parten del origen zq = 0, y recordando
0

la interpretacion grafica de la integral como area encerrada debajo de la curva, se tiene que los
instantes de tiempo en que coinciden en posicion son aquellos en los que se igualan las areas
debajo de la curva.

De la grafica se obtienen tales instantes, que son: t = 0, t = 1h, t = 3h, t = 4h, t = 5h
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3) El espacio recorrido al cabo de 5 h es igual al drea total encerrada bajo la curva:

Para el coche:

90k 1 h k 90k™ w1 h
T 22 9ot gy T 2 s60km
2 h
Para la moto:
k 3h x (135 — 45)km k k
4577”><1h+ ( . ) 1h+3hx 4577”4r 45Tm><1h:360km

Si se prefiere una solucion matematica al problema, se deberia escribir la ecuacién matematica
t
de la velocidad y realizar la integraciéon z(t) = [v dt + x(t;) (unidades en km, h):
t;
En el intervalo t € [0, 1]

Ve=90t z.=21 (z.(1)=45)
Uy =45; 2, =45t (z,(1) = 45)

En el intervalo ¢ € [1, 3] jCuidado, integramos el tiempo entre 1 y t!

v.=90; 2, =90(t—1)+45 (z.(3)=225)
U =45t @ =2 (12— 1) +45  (2,,(3) = 225)

En el intervalo t € [3,4]
En el caso del coche no hace falta integrar pues la velocidad es la misma que entre [1,3]:

ve=90; x.=90(t—1)+45 (z.(4)=315)

Integramos el tiempo entre 3 y t:

90
Um = =90 L +405;  zp = = (t* —9) +405(t — 3) + 225  (,,(4) = 315)
En el intervalo ¢ € [4, 5]

Integramos el tiempo entre 4 y t,

ve = =90t + 450; @, = —L(t2 —16) + 450(t — 4) + 315 (.(5) = 360)
U =45; T =45 (t —4) + 315 (2,,(5) = 360)
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PROBLEMA RESUELTO 2.2.

Un avién aterriza con una velocidad de 200km/h y el piloto aplica los frenos en ese momento,
produciendo una deceleracién en el avién cuya representacion en funcion del tiempo es la de la
figura. En el instante ¢, se para.

a (mfs?) 10 t

1. Representar los diagramas de velocidad y espacio recorrido en funcién del tiempo.

2. Calcular la distancia recorrida antes de pararse.

SOLUCION 2.2.

Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.

Como es un movimiento unidimensional, prescindimos del caracter vectorial de las magni-

artes tudes que intervienen en el problema, limitandonos a trabajar con sus valores escalares.

{4

@ Escribimos las ecuaciones que nos proporcionaran la aceleracion en funcion del tiempo a(t) vy,
s para ello, basta con escribir las ecuaciones de las curvas (en este caso rectas) que nos proporciona

la gréafica. En el caso de la recta inclinada, a(t) = At, verifica que a(10) = —5 = 10A, luego
despejando A = —0.5
1
—575 vt € [0, 10]

alt) = {5  vte[l0,t)
0  Vtelty,x]

Siendo t, el instante en que se para.
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Recordando la relacién entre aceleracion y velocidad [v(t) = [a(t) dt + C] y entre
velocidad y espacio recorrido [s (t) = [wv(t) dt +C], integramos dos veces para cada intervalo:

Intervalo 1

L L v(t=0) = 200km.h~! =55.5m.s7"
Las condiciones iniciales son:

s(t=0) = 0m
vt € [0, 10]
a(t) = -t =2 o Jdv= —1ftdt —ot)= —1t*+C
v(t=0) =555 ms'=C —o(t) = —1t* + 555
v 1 t
(Tambz'én / dv = —3 /tdt)
55.5 0
1, ds 1/, 1 5
o(t) = =7 #4555 = = —>/ds — —Z/t dt+/55.5dt—>s(t) = — 4555140,
s(t=0)=0=Co —s(t) = —5t* + 555¢
s t 1
(Tambz’én /ds - /(—ZtQ + 55.5)dt)
0 0
Intervalo 2
Necesitamos saber las condiciones iniciales del siguiente movimiento:
Lo -1
v(t =10) = —110 + 55.5 = 30.5ms
Lo
s(t=10) = —Elo + 55.5 - 10 = 471.66 m
vt € [10,t,)]
dv
alt) = =5 =2 = /dv: —5/dt Sou(t) = — 5t + Cy
v(t=10) = 305 = =50+ C3 —C3 =805 —wv(t)= —5t+ 805
v t
(También / dv = / —5dt)
30.5 i0
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d
o(t) = —5t+805 = 2 - /ds - —5/tdt+/80.5dt os(t) =
5
= — 5152 + 80.5t + C,4
5
s(t = 10) = 471.66 = —5102 +805-10+C;, —C; = —8.3—
5
—s(t) = — §t2 + 80.5t — 88.3
s t
(Tambz’én / ds = / (=5t + 80.5)dt>
471.66 10

Intervalo 3

A partir del instante ¢, se para.

Del analisis de la expresion de la velocidad en el intervalo 3 podemos obtener el instante en

que esto sucede:
vt =1t,) =0= —5t, +805 —1t,=16.1s

Y sustituyendo en la expresién obtenida para s(t) en el intervalo 2 obtenemos la distancia

total recorrida:
s(t=16.1) = — g 16.1%2 + 80.5 - 16.1 — 88.3 = 565.7m

Graficas
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\ PROBLEMA RESUELTO 2.3.
L

La velocidad de una particula en unidades fundamentales SI en funcién del tiempo es:
= O(t) = 2ti+2t] — 8k

Si en el instante inicial la particula se encuentra sobre el eje Oz a una distancia de 16m del
origen de coordenadas, calcular:

e 1. Tiempo t* para el cual la particula se encuentra en el plano Ozy.

=
BT

2. Vector velocidad en t*.

o
D

‘B
i

L
o

3. Vector aceleraciéon en cualquier instante.

,
.I."l‘ Posay w P
) S

4. Distancia de la particula al origen de coordenadas cuando z = 0.

= R

N (@

ed

SOLUCION 2.3.

oo
£ e

bem

=) D:" | '._"

g 1) Determinamos por integracién el vector de posicién:

A 7(t) t
/ dF(t) = / F(t)dt
) 7 t

(t=0) =0

que, con 7(t =0) = (16 E) m, queda

- 242t - -
t2i+\3/_j+(16—8t)k:

Para calcular el tiempo que se pide, basta con anular la componente z: t* = 2s
2% 2) En el instante t* = 2s:
m

&, 3t =2) = (47+2] —8F)

&) 3) Derivamos el vector velocidad:

L L1 .
Al alt)y=2i+—=j

4) La distancia de la particula al origen de coordenadas cuando z = 0 se calcula
it determinando el médulo del vector de posiciéon cuando t = 2s:

@ = - 8-
- r(t=2) = (4z+3j> m

& y su modulo
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PROBLEMA RESUELTO 2.4.

El vector aceleracion de una particula material en funcion del tiempo en unidades
fundamentales SI es

a(t) = 4i — V2tj

Si en el instante inicial se encuentra sobre la parte positiva del eje Oz a una distancia de
2m del origen de coordenadas y dirigiéndose hacia él con una velocidad de 4m/s, determinar,
cuando ha transcurrido 1 segundo, las componentes tangencial y normal de su aceleracién,
expresadas de forma vectorial.

SOLUCION 2.4.

Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.

o {x =2
Posicion —
y=20
Condiciones Iniciales t=0— 4
Vy = —
Velocidad —
vy = 0
Ecuaciones del movimiento
Lrddle ) t
j= ac(t) = 4 = (t) — v (0) = / Adt = 4t v (t) = 4(t—1)
0

t 2v2 3 2v2 3
58 ag(t) = — V2t = vy (t) — v, (0) = /0 —\V2tdt = —\3/—75 12— vy (t) = —‘3/_1&/2

Es decir #(t) = (4t — 1)i — %t%j

En el instante de interés (¢t = 1):

1) = 4i — V2§
2V2 -
J

Y por tanto: @, = w(ll)'ﬁ(l) = — 7

Y la componente de la aceleracién tangencial la calculamos proyectando en este instante la
aceleracion total en la direccién v sentido del vector tangente a;, = @- @, = /2

§ 'f'lcjl £

o gy n ] g
!|;.’.-|_| J {} (H
1 s | Wy R kG

15

-]

Y le damos caracter vectorial con el vector unitario tangente: @; = a;u; = — V237

o
) B

Y el vector aceleracién normal serd la diferencia entre la aceleracién total y la componente
tangencial: d = d; + d, — d, = d — 4y — d, = 41

== ~
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 2.5.

Un punto se mueve en un plano. Su vector de posiciéon en unidades fundamentales SI en
funcién del tiempo es:

-

Ft)=2t7—t*]

e Calcular:

) 1. Ecuacién implicita de la trayectoria.

@)

# e ]

< 2. Componentes tangencial y normal del vector aceleracion en funcion del tiempo.
=

B . . ., .

= 3. Radio de curvatura de la trayectoria en funcion del tiempo.

=

B SOLUCION 2.5.

1) De las ecuaciones paramétricas obtenemos la trayectoria:

_ x =2t LT x?

;. 2) Obtenemos la velocidad y la aceleracion: 7(t) =271 — 2t j y a(t) = =27
i__l

@A Obtenemos el vector unitario tangente normalizando la velocidad:
12

s LT =t

i Ut = 75 =

7@ e Vit

'; La componente tangencial de la aceleracion es:

’ ;_—?)l — —

. G, = —of. it 2

"5-_":‘! at =a U’t =

i = —97. —
@ T ATeE ire

La componente normal de la aceleraciéon es:

3 At 2
— 2 _ 42 _ —
=N = T T e

3) La componente de la aceleracién normal se relaciona con el radio de curvatura:

v? 41+ ¢ 3/2
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PROBLEMA RESUELTO 2.6.

Un punto se mueve en un plano. Su vector de posiciéon en unidades fundamentales SI en
funcién del tiempo es:
7(t) = 3t> i + 6t j

Calcular:

69 1. Ecuacién de la trayectoria.

gl

2. Radio de curvatura de la trayectoria en funciéon del tiempo.

o

By
i

3. Componentes tangencial y normal del vector aceleraciéon en funcion del tiempo.

583

i\.-\
LD

i Py

SOLUCION 2.6.

SR e
) ;}éaks-'_:

1) De las ecuaciones paramétricas obtenemos la trayectoria:

N N

—
] el

£

ik

=y
=

— 2
Z_—?gt }—>t:g—>y2:12x—>y: 12z

ﬂ ks

P |:r’1 ;
SHY

2) Obtenemos la velocidad y la aceleracion: v = 6t i+6jya=61i

Obtenemos el vector unitario tangente normalizando la velocidad:

-
=)

Ia

I R
utziz

U] V1+¢2

=

ocz También se podria obtener derivando la funcién y=y(x):

. . 1 . .
e Uy = cosai + senaj = +—————(i + tgay) =

& : J = thQ( gaj)

@ 1 . 4

© =+ (i + (dy/dx)j)
Q_:;L, 1+ (dy/dx)

L) La eleccién del signo depende del sentido del movimiento en
@y la curva. L.
3 . ti+j

5 -
@ ERV/RE

»

B,
W

=

()
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La componente tangencial de la aceleracion es:

. 2 67 ti+g 61
a; = a - iy = 61 - =
! ! Vit Vit

La componente normal de la aceleracion es:

36t2 6
o Ja2 2 _ -
a, =v\/a* —a; = /36 12 P

La componente de la aceleraciéon normal se relaciona con el radio de curvatura:
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PROBLEMA RESUELTO 2.7.

Una particula recorre la rama positiva de la pardbola y = 2% (unidades fundamentales ST)
partiendo del origen de coordenadas.

En un cierto instante t;, su posicién es x; =
aceleracion tangencial es ay = 5 cm/s?.

Calcular, en coordenadas cartesianas (todas las magnitudes en unidades fundamentales SI):

V2 m, el médulo de la velocidad es 5m/s y su

1. Vector velocidad en t;.

2. Vector aceleracién en t;.

SOLUCION 2.7.

1) La velocidad es:

—

7y = vi(cosad + senaj) = 5(cosai 4+ senaj)

La tangente del angulo que forma la recta pendiente se
obtiene a partir de la derivada de la funcién y=y(x):

d
BB tga = & _ 2x1 = 22
;'E_ dx
£
‘:—'\'{"_I\: = 7]‘ = l = — 2 — m
a cosx Jiriga 8 sena = /1 — cos*a 5
7 Sustituyendo: 7, = %( +2v/27) ms™!
45
71%, 2) La aceleracion tangencial es igual a:
et
=y L 2V,
@ @, = 0.05(cosai + senaj) = 0. 05(3 \3/_ )
g La aceleracién normal es:
2
v — -,
@, = — (—senai + cosaj)
p >

1

El radio de curvatura lo obtenemos de la expresion siguiente valida solo para curvas planas:

(1+ (dy/dz)?)""

C(1+4ed)*? o7

2y /da? 2

Sustituyendo: @, = 57 7

2

25( 2f2+ j)

N 5 |
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 2.8.

Una particula que esté, en el instante inicial, sobre el semieje negativo Oy sigue la trayectoria
2% + y? = 4 m2. El espacio medido sobre ésta desde el punto inicial, en funcién del tiempo, es
s = 2t en unidades fundamentales SI. Se pide, en el instante t = 7 s,

1. Vectores posicion, velocidad y aceleracién.

2. Componentes tangencial y normal de la aceleracion.

=3 SOLUCION 2.8.

Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI

1) Los datos que nos proporciona el enunciado del problema son:

Trayectoria: y = v4 — 22
Ley horaria: s(t) = 2t
x =0

Condiciones iniciales: t = 0 — Posicion — { .
y= —2m

Tenemos que relacionar las componentes del vector de posicién con el tiempo y para ello
= hay que encontrar la relacién entre esas componentes y el espacio recorrido sobre la trayectoria.
& Es decir, buscamos funciones del tipo s(x) o s(y).

@ Podemos utilizar la relacién: ds? = dz? + dy?
5= Dividiendo 6 derivando por dz: (% - 1+ (& ’
P P © \dz - dx
Y la relacion % la obtenemos de la ecuaciéon de la trayectoria: % = —=
T T 4—x
Es decir (ﬁy =14 = —ds = 2= dx
dz - 4—x2 T VA—g2

Ahora podemos integrar para buscar la funcién s(z):

r —s =20 conx=2senb

S x 2
ds = / — 4
/0 s 0 V4 —x2

Y utilizando la ley horaria s(t) = 2t podemos encontrar z(¢) que es una de las cosas que
buscamos:

s =20 =2t — x(t) = 2sent
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Y con la ecuacién de la trayectoria, y(t) = — 2 cos t, (el signo negativo se obtiene con las

condiciones iniciales):

El vector de posicion serd: 7(t) = 2senti—2 cos tj
z(t = %) =V2m

Para:t = 7 s T
y(t = Z) =—v2m

Una vez que tenemos el vector de posicién en funcion del tiempo, también tenemos los
vectores velocidad y aceleracion sin mas que derivar.

G(t) = 2 cos ti+2sent]
at) = —2senti+2cost]

2) El vector unitario tangente se puede obtener a partir del vector velocidad ya que, es el
unitario de este vector:

|

Up = = costi + sentf

<y

La componente tangencial de la aceleracion se obtiene proyectando el vector aceleracion
sobre la tangente, y el vector aceleracion tangencial multiplicando este valor por el unitario

tangente:
at:&'-ﬁtzo — a; =0

Y la componente normal de la aceleracion se obtiene de la relacion entre el modulo de la
aceleracion y sus componentes tangencial y normal:

m
a2:an2+at2—>an:\/az—at2:2—2
s

‘Fraian
)
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PROBLEMA RESUELTO 2.9.

Una particula que estd, en el instante inicial, en el origen de coordenadas con velocidad nula
sigue la trayectoria y = 4z"k (unidades fundamentales SI).

El espacio medido sobre ésta, en funcién del tiempo, es s(t) = 3t? expresado en unidades
fundamentales SI. Se pide, en el instante ¢t = 5s,

1. Vector de posicion y velocidad.

g = 2. Vector unitario tangente y normal.
& SOLUCION 2.9.
Todos los calculos en unidades fundamentales SI.

1) Los datos que nos proporciona el enunciado del problema son:

2 . La trayectoria es plana.
Trayectoria: y = Az’
6B Ley horaria: s(t) = 3t
by xr =0
:' Posicion — { _ 0
lic, Condiciones iniciales: t = 0 — Y
=== v -
I Velocidad — { ’
. Uy =

Tenemos que relacionar las componentes del vector de posicién con el tiempo y para ello
hay que encontrar la relacion entre esas componentes y el espacio recorrido sobre la trayectoria.
Es decir, buscamos funciones del tipo s(x) o s(y).

Debemos utilizar la relacion: ds®> = da? + dy?

Dividiendo 6 derivando por dx: (3—2)2 =1+ (%)2

Ly ., . 1
Y la relacion % la obtenemos de la ecuacién de la trayectoria: & = 6z 2

AR dx
& Es decir )
9 (j) — 1436z —ds=+1% 36adr

15

o
)it
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Ahora podemos integrar para buscar la funcion s(z):

3
s . 1 21
/ds:/\/1+36xd$ %S:M—
0 0 54 54

Y utilizando la ley horaria s(t) = 3t? podemos encontrar z(t) que es una de las cosas que
buscamos:

3 2
1+362)2 1 32 o) (1 + 1621273 —1

s =-——— — — = T =
54 54 36

Que para t = 5s nos da el valor de la componente = del vector de posicién en el instante de
interés: x(t = 5) = 7.03.

Sustituyendo z(t) para el instante ¢ = 5s en la ecuacién de la trayectoria y = Az podemos
encontrar y(t).

En este caso basta con sustituir el valor numérico ya que sélo nos lo piden en ese instante.
y(t=>5) =4- 7.03°%% = 745 (unidades SI)

En definitiva, 7(t = 5) = 7.037 + 74.5] o si se prefiere en funcién del tiempo:

9 2 3/2
(1+162¢3) 7B -1 (1+162¢2) 7B —1

F(t) = o i +4 =

()

Una vez que tenemos el vector de posicion en funcion del tiempo, también tenemos el vector
velocidad sin méas que derivar. A continuacion se debe sustituir ¢ = 5s para calcular la velocidad
en ese instante.

1/2

2
1 03 1
12 - .31+ 16238 -1 12 - ,
T(t) = 7365(1 + 162¢°) 3324t +45 (1 + 36) —365(1 + 162¢) 13394t ;

1

ly 2 1
U(t) = 6(1 + 162¢7) "ti +6((1 + 1621%)

1/2
3 _ 1) (1+162¢) Btj
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2)
12 forma (vilida sélo en movimientos planos):

A partir de la ecuacién de la trayectoria encontrando la pendiente en el punto considerado
(el vector unitario de la recta pendiente es el unitario tangente):

——(lit+tga)) =+ —— (i + -2}
1+1:gQO[( gaj) 1+<dy)2( )

dx

Uy = cosai + senaj = +

Dado que la particula se aleja del origen el signo correcto
es el de componente y positivo:

1 - > & E'{:
U= — (3 -+ 6;)’;1/2 ¥
OV el 2

El unitario normal es perpendicular u; - @, = 0 con
componente y negativa dada la forma de la curva (para
obtenerlo basta con intercambiar las componentes = e y
y hacer el cambio apropiado de signo en una de ellas):

—

1 127 =
ViR i (6271 — j)

22 forma:

El vector unitario tangente se puede obtener a partir del vector velocidad, ya que, es el
unitario de este vector: u; = |ZT|

A continuacion se busca un unitario ,, perpendicular a éste: u; - i, = 0 de la misma manera
que se hizo en el apartado anterior.

‘Faisn’,
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PROBLEMA RESUELTO 2.10.

Las ecuaciones paramétricas del movimiento de una particula son:

x(t) = votcosa
y(t) = vot

1
2(t) = votsena — §gt2

XOY es el plano horizontal, vy y « son constantes y t es el tiempo.
Calcular:

1. Tiempo t* para el cual la velocidad es horizontal.
2. Vector velocidad en t*.
3. Vector aceleracion en cualquier instante.

4. Distancia de la particula al origen de coordenadas cuando z = 0.

) SOLUCION 2.10.

FliJ 1) Calculamos la componente z de la velocidad y la igualamos a 0:

= vpSena

i 0,(t) = vosena — gt* =0 — t* = —

g

48

e vz (t) = vocosa

& : : L

L_jj 2) Derivamos las componentes cartesianas del vector de posicién: ¢ v, (t) = vg

'f\' v,(t) = vosena — gt

En el instante ¢ = t* se tiene: #(t) = vocosai + vo)
a,(t) =0

3) Derivamos las componentes cartesianas del vector velocidad: { a,(t) =0

a(t) = —g

4) La distancia de la particula al origen de coordenadas se calcula:

d =z (t)? + y(t)® + 2(t)°
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2.19

Necesitamos conocer su valor en el instante en que z = 0.

1 2upsena
2(t)) = vot1sena — —gt;> =0 =t, = I
2 g
2vpsena
x(t) = voticosa = vg————cosa
Sustituyendo: Qupsena

y(t) = Uotl = Vg

Sustituyendo otra vez:

2
d= \/x(t1)2 +yt)? +2(t) = 2 9senar/T + costa
9
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PROBLEMA RESUELTO 2.11.

Desde la terraza de un edificio de 125m de altura se efectia un disparo horizontal contra
un objetivo que se acerca moviéndose sobre el terreno con movimiento rectilineo uniforme y
dirigiéndose hacia la base del edificio. Si en el instante del disparo el objetivo se encuentra
a 0.5km de la base del edificio y moviéndose con una velocidad de 108km/h, determinar la

velocidad de salida del proyectil para que se produzca el impacto con el objetivo.

SOLUCION 2.11.
Todas las cantidades en unidades fundamentales SI.

Movimiento del proyectil
Trp = 0

Posiciéon —
. L yp = 125
Condiciones iniciales: t = 0 —
. Upz = Vo

Velocidad —

Upy = 0
Ecuaciones del movimiento

t
apy(t) = — g — vpy(t) — 0 = /Oapy(t)dt = gt upy(t) = —gt—
¢ ]‘ 2 ]‘ 2
S yp(t) — 125 = /Ovpy(t)dt = 59t = yplt) = — gt +125
l’p(t) = ’Uot
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Movimiento del objetivo

¢
a0(t) = 0= vo(t) — (=30) = / ao(t)dt = 0 vp(t) = — 30—
0
t
o (t) — 500 = / v (t)dt = — 30t = wo(t) = — 30+ 500

0
@@ Y las ecuaciones paramétricas de su trayectoria son xq(t) = 500 — 30¢
E Llamando t; al instante del impacto, necesariamente yp(t;) = 0 y de esta condicién se
= i C— /250 _ — 10m
5 obtiene t; = (/=% = bs (con g = 1052>

Ademés para que el impacto exista, en ese instante xp(t;) = zo(t;).

Asi, 5vy = 350, es decir vy = 70m/s.
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PROBLEMA RESUELTO 2.12.

Desde el origen de coordenadas del sistema de la figura (eje OX en la superficie terrestre,
eje OY vertical) y en el instante ¢ = 0, se lanza un proyectil de masa m con velocidad inicial

vo que forma un angulo « con la horizontal. Se sabe que la altura maxima (y,,q.) es igual a la
mitad del alcance (24, ). Deducir:

1. Expresiones de la trayectoria, altura maxima y alcance.

2. Valor del angulo de disparo.

3. Expresion del tiempo ¢; transcurrido desde ¢t = 0 hasta que el proyectil colisiona con
una masa M soltada en t = 0 desde un punto de coordenadas (Z,,4:/4, H) sin velocidad
inicial.

4. Altura H desde la que se debe soltar la masa M para que haya choque.

SOLUCION 2.12.

1) Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria son (véase apuntes):

(1) x =wpcosat

&= 1
o (2) y=wvpsenat— —gt*
L:’ & y
i Despejando el tiempo en la ecuacion R
(1) y sustituyéndolo en la (2), se W
obtiene la trayectoria: g A7
e l:l'll'rn:-c i
gx? ) 4
=z tga — —(1+tg°a o o Y
y 9 2v8( g ) "\ . ¥
}{I'I'ﬂ:': =

La altura maxima se obtiene imponiendo v, = 0 (v, = vosena — gt), despejando el tiempo
y sustituyéndolo en la ecuacién (2):

visen’a

= Ymaz = 9

@ g

= El alcance se obtiene imponiendo y = 0, despejando el tiempo y sustituyéndolo en la ecuacion
@ (1)

15

o
)it

visen2a
g

Tmaz =
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2) Imponiendo que la altura maxima es la mitad del alcance como dice el enunciado:

visen’a 1 202 senacosa
yma:c = = Z“Tmaz = = thé - 2
2g 2 2g

3) La distancia horizontal recorrida por el proyectil x = vgcosa t debe ser igual a 1/4 del
alcance maximo:

1 202 senacosa

VgSENQL
Vpcosa t; = Zﬁmaz = = —

=t
4q ! 2g

L

4) La posicién y del proyectil en el instante ¢; es:

1 v 1 2 3.02sen2

9 psena Vgsenw vhseno

Y = vpsena t; — =gt1” = vgsenadg———— — =g| —— — _ b7 =
2 2g 2 2g 8 g

La ecuacion paramétrica de una particula en caida libre con velocidad inicial nula es:

Vy t Y t
1
ay:O—>/dvy:/—gdt—m)y:—gt%/dy:/—gtdt%yM:H_§Qt2
0 0 H 0

El proyectil y la masa deben coincidir en el instante ¢; en un punto y del espacio:

3ugsen® 1 1
_Svgsente Lt vpsena
8 g 2 29\ 24
e 3ugsen’a lg vosena\’ _ visen?a -

8 2 2g 2g
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PROBLEMA RESUELTO 2.13.

Un avién en vuelo horizontal, rectilineo y uniforme a velocidad v4 y altura H dispara un
misil con velocidad v}, relativa al avién y segtin su misma direccién y sentido contra un barco
que navega en ese instante con velocidad vgp y tiene una aceleracién dada por la expresion
ap = ag — kvg en la misma direccién y sentido que el avion, siendo ag y k constantes y vg la
velocidad del barco en cualquier instante.

1. Calcular en funcién de los datos del problema (vg4, v, vop, k, H) la distancia del barco
a la que el avion debe efectuar el disparo para acertar en el blanco..

2. Determinar en funciéon de los datos del problema el angulo « de picado del avion en el
momento del disparo para que el tiempo de vuelo del misil se reduzca a la mitad del
calculado en el apartado anterior. Calcular en este caso la nueva distancia a la que ha
de efectuarse el disparo para que se produzca impacto. (Supéngase que el movimiento de
picado del avién es rectilineo con velocidad v4 y altura H en el momento del disparo y
que el movimiento del barco es el definido anteriormente).

SOLUCION 2.13.

1) Movimiento del misil

Condiciones iniciales:

Pty Instantet=0
i .., Ty — 0
5 Vae W' Posicion —
e t=0— ,
. UMz = VA +V M
H Velocidad — *
Vop Uy = 0
— >
Ko

Ecuaciones del movimiento

i (£) = 0 = vnix (8) - (va + 0)y) = /Ot i ()t = 0 — 201 (t) = /Ot onie (OdE = (04 + /1) t

t t 1
any (t) = — g = vuy (t) = /0 any (t)dt = — gt — yy (t) — H = /0 oy (Dt = = Sgt?
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Movimiento del barco

o o Posicion — xg = xg
Condiciones iniciales: t = 0 — ,
Velocidad — vg = vgp

ap(t) = ap — kvp(t) — ;O‘j‘; 7{10?”}31)3 = f(fdt —
— —%Ln% =t — ay— kvg = (ag — kvop) e "

Despejando: vg(t) = 92 (1 — e’kt) + voge ™
Integrando otra vez: [ 7 drg = P I (1 — e‘kt) dt + vop [{eFdt

Despejando: zg(t) = zo + Lt + 15 (e‘kt - 1) + =B (1 — e‘kt)

4
Instante t=t;
Llamando ¢; al instante del impacto, necesariamente
1 2 s ez
yu(t =t;) =H — 59t° = 0 y de esta condicién se 1 I
obtiene t; = %. "'_"“‘—-H
Ademas para que el impacto exista, en ese instante x,; = s
g HEg :"e;: Vg
S &
> B

LT

Asi, se tiene:

2H 2H -/ —k, /22
(UA+U1/\/[)1/QZSC0+% FRU P | IR g

es decir,

2H ay [2H  ap YT R e
= (va + V)= — 2 + 21— o) - 2B - g
Zo (UA UM) g 2 g ]{;2 € 2 (&

y sustituyendo los datos del problema se obtiene xq = 4826m.
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2) El movimiento del barco es el mismo y para el misil cambian las condiciones iniciales de
velocidad.

Condiciones iniciales:

A
Instantet=0
L {ﬂfM =0
Posicion —
g%{‘ t 0— Ym = "
= T v "."IM = )
v = (Vum+ vg)cosa
= Velocidad — { " (v'as , 1)
H Yos Uy = — (Vi + va) sena
.-\-"I 4’ =
4 Xo
Y las ecuaciones del movimiento se obtienen integrando como en el caso anterior:
- anx (t) = 0 = vnie (t) — (va + V) cosa = [Tay (t)dt =0 —
:'T_*-"E'?' —ay(t) = fyvme(t)dt = (va+ v'y) cosat
amy (t) = —g = vay(t) + (va + V') sena = [Jayy (t)dt = —gt —
= —yy(t) — H = fgvMy(t)dt = — (UA+U’M)senozt—%gt2—>
;\'_‘-" —yu(t) = H — (va + V') senat — fgt2
@
s Con las nuevas condiciones el instante del impacto segtin el enunciado sera t; = % % = /%
’”11’ Y aplicando las condiciones para que exista el impacto, es decir, yp(t;) = 0y xp(t;) =
ocss rp(t;), se obtiene:

Ir'|5t5|r'|tet=’ci=\/2E
H—(UA—i-v’M)senoz\/g—%g(\/gf:O -

sena = 0.3 = a = arcsen0.3 = = 0.305rad T Ym

CH S
E;«‘,—E"'
—_—
Em

B B
va + V') cosa 04_7 54—@0 ¢ "V —i—vO—B 1 — ¢ "V
k2 k

Y la distancia entre barco y avién en el instante del disparo zy = 2304m.

¥

N 5 |
‘Faian
)
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\ PROBLEMA RESUELTO 2.14.
L

@3 Una particula se mueve a lo largo de una circunferencia
= de radio R, en el sentido indicado, partiendo del reposo o

—L—E desde el punto A '\

f El espacio recorrido en funcién del tiempo es s = kt?(k

isty constante). o X
Calcular la velocidad en B y las expresiones vectoriales A -

o 5 del vector de posicién y del vector velocidad en funcion

= del tiempo.

-

e

\-»-
HRH
et [

ot P

SOLUCION 2.14.

.}l\ P
) GRS

La velocidad y camino recorrido en el punto A es cero: v4 =0, s(A) = 0.

B S

= (@

=
£ e

ez La velocidad en moédulo se obtiene derivando el camino recorrido: v = % = 2kt

2

= Imponemos que debe recorrer un cuarto circunferencia para llegar a B para obtener el
@ tiempo que tarda:

=4 TR TR

e El modulo de la velocidad en ese punto es entonces: v(B) = vV2krR

4y

Como la trayectoria es circular el camino recorrido
coincide con el arco de circunferencia: s = R6

rrrrr

a0 De aqui se puede obtener la variacién del angulo con el tiempo:

& 0 t L

3 s=RO=k* = [ (/R > 0=t

e 0

& - - kE o\ =
/= 7=RcosOi + Rsenj = 7(t) = Rcos it + Rsen Et J

= dr k - k =

e |
) o
—
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PROBLEMA RESUELTO 2.15.

Una particula recorre la circunferencia de radio 8m de la
figura en el sentido indicado.

El espacio recorrido en funcién del tiempo en unidades
fundamentales SI es: s(t) = mv/4 + ¢

Si en el instante t = 5s la particula pasa por el punto A, 0 %
calcular el tiempo que tarda en llegar a B, el médulo de A

la velocidad en B y las expresiones vectoriales del vector /

de posicién y del vector velocidad en funcién del tiempo.

SOLUCION 2.15.
Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.

Para t = 5s el espacio recorrido sobre la trayectoria es s(A) = s(t = 5) = 3wm. Cuando

. . . _ 3 . (o]
pasa por el punto B el espacio recorrido sobre la trayectoria es s(B) = 37 + 5 = 5 m.

Con la ley horaria obtenemos el instante en que pasa por B:
9 81
S(B):gz’ﬂ‘ 4+4+1tp — tB:ZS

El tiempo que tarda en llegar de A a B serd la diferencia: tap =tp —t4 = % S

Derivando la ley horaria: v(t) = d‘;(tt) = 57in
Y la velocidad en B: v(tp) = 7= %
4y
B
Como la trayectoria es circular el camino recorrido coinci-
5 x de con el arco de circunferencia, y teniendo en cuenta que
8 A N cuando pasa por A ya ha recorrido 3w m, s(0) = 3w + 80
r /s = Re
v

De aqui se puede obtener la variacién del angulo con el tiempo:

_7T\/4+t—37r

3r+8)=mvA+t — 0t <
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2.29

Y como:
F(0) = 8cosfi — 8senbj
Entonces:
V 4 - 3 nd V 4 t - 3 -
7(t) = 8 cos (%) i — 8sen (%) J (t=5)

. dr T T4+t —-31\ - T T4 +t—3m\ -
(t)=—=- sen i + ———=cos | ——— |5 (t=
dt 24+t 8 24+t 8
} -Si=n
;
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PROBLEMA RESUELTO 2.16.

Un barco navega sobre aguas planas turbulentas. La velocidad del agua, en coordenadas
polares, con respecto a un sistema absoluto fijo, es vy = —Aru, + Bug, siendo A y B constantes
positivas.

Inicialmente el barco se encuentra en el punto de coordenadas (rg,0).

Con objeto de alejarse del origen de coordenadas, el barco mantiene en todo instante
una velocidad v/ = Vu, relativa al agua, de forma que su aceleracién relativa al agua es
practicamente nula.

Héllese:

1. La velocidad absoluta del barco, en funcion del tiempo, expresada en coordenadas polares.
2. El valor minimo de V' necesario para que el barco se aleje del origen de coordenadas.

3. La aceleracion absoluta del barco, en coordenadas polares, en funcién de la distancia al
origen.

SOLUCION 2.16.
1) La velocidad absoluta del barco es: ¥ = ¢ + ¥4 = (V — Ar)u, + By

":.,ll'l.

La velocidad en polares es: ¥ = 7, + rfiy

r=V —ar : /
r0 = B ',"‘\B

Igualando:

L 4

r t
dr 1 vV — Ar
=[|dt—-—In— =t — Ar = — A —At
/V—ar O/ — AnV—Arg -V r=(V To)e
To
Vv V., _
T_Z‘{'(TO—Z)G At
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2.31
\ Sustituyendo:
‘ I-

%
r— —
Para t — oo se tiene: A

r—0

Que es una trayectoria circular de radio V/A y velocidad de médulo B.
7= (V =roA)e Y i, + Biy
2) El barco se aleja si >0 — V > rgA
Al cabo de un tiempo t — oo el barco se acercara a la posicién r — %.
3) La aceleracion en polares es:
@ = (i — r6)d, + (r + 270)
Aplicamos la regla de la cadena para obtener las derivadas:

. dr drdr _dr
T—%—%%—Tﬁ——(V—AT)A

i (r6) _B*
r r
rh = r;lg = r;iif" = Wai‘ (f) = —r(V—Ar)Br 2= _(V-AnB

r

La aceleracion queda: @ = {—% — AV — Ar)} i, + 20=An g

ag — 0
BQ

Ay — ——
To

Para t — oo se tiene:

£

Que corresponde a una trayectoria circular de radio V/A y velocidad de médulo B.
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