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Dinamica de la Particula

PROBLEMA RESUELTO 4.1.

Desde la superficie de la Tierra se lanza una pelota, verticalmente hacia arriba, con una
velocidad inicial vy . La pelota esta sometida a la acciéon de un viento que ejerce sobre ella
una fuerza horizontal proporcional a su altura con respecto al suelo, siendo k la constante de

proporcionalidad. Se pide:

1. Deducir las unidades de k en el SI.

2. Calcular, para un instante ¢, la posicion de la pelota, su velocidad y su aceleracién, dando
las expresiones vectoriales en los tres casos.

3. Calcular las coordenadas del punto de maxima elevacion y del punto de méaximo alcance

de la pelota.

DATOS: m = 0.1kg

vo=10m/s k= 0.4unidades fundamentalesST g = 10m/s?

SOLUCION 4.1.

Eje = horizontal, eje y vertical, lanzamiento desde el origen de coordenadas.

1) F=ky = [kl =

2) Condiciones iniciales: ¢ =0 {

[F] = k se mide en ﬂ

z=0 y=20
v, =0 Vy = U

"R

a) segun el eje y:

vy y y y
—mg =ma, = a; =—¢g i%dvy:g—gdt :>vyzvo—gt:>0fdy:g(vo—gt)t

L,
y:vot—igt
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FiSICA I

Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula

4.3

VECTOR DE POSICION: 7=k (Tt
VECTOR VELOCIDAD: =% (vof
VECTOR ACELERACION: i=% (vt —

3)

b) segin el eje x:

ky =ma, = ax:%y = axzi(vot—%gﬂ) =

t

= [dv, = [ E(uot — 3g8)dt = v, = £ [} (0ot — 3g1%)dt =L [
0 0

2 6

x
#fdx:fgvxdtéx:%fg(ﬂ—ﬂ
0

La méxima elevacion se calcula imponiendo v, = 0
Maxima elevacién (5, 50) m (en 1 segundo)

El méaximo alcance se calcula imponiendo que y = 0
Maéximo alcance (80/3,0) m (en 2 segundos)
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FISICA 1 Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.4

PROBLEMA RESUELTO 4.2.

Desde un avién con velocidad @ = 166.67 + 2.787 (m/s) &—lﬁ! »

y coordenadas x = 0 e y = 0, segin los ejes dibujados
en la figura fijos a tierra, se lanza un paquete de masa
m = 100kg en el instante t; = 0s. La accion del viento
se puede modelar por una fuerza F = —200 7 — kv, j (N)
siendo k& = 50Ns/m, obtener su posiciéon en el instante
t; = 100s en dichos ejes. b

SOLUCION 4.2.

Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.

Integramos las ecuaciones de movimiento en el eje x:
dv v ¢ kl"llrf'
mer = =200 = [ dv, = [—2dt —

166.67 0
— vy — 166.67 = —2t — % = 166.67 — 2t
200

T t
[dx = [ (166.67 — 2t)dt — © = 166.67t — ¢2 g
0 0

£(100) = 6666.7 m

Integramos las ecuaciones de movimiento en el eje y:

dv Vy dv td
m#:—kvy+mg:—500y+m9.8—>2{8m:g‘5t_>

t

— —1In(19.6 — v,) +In(19.6 — 2.78) = £ — v, —19.6 = —16.82¢7% — % = 19.6 — 16.82¢"

Y t t t t
[dy=[(19.6 —16.82e~%)dt — y = 19.6t — (—2)16.82 ¢~ 5 ; = 19.6t + 33.64¢~5 — 33.64
0 0

y(100) = 1926.35 m

‘Faian
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FISICA 1 Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.5

PROBLEMA RESUELTO 4.3.

Un bloque de masa Mpg desciende unido a una polea ideal. Uno de los extremos de la cuerda
ideal que pasa por la polea se encuentra sujeto a un techo mientras que el otro se halla sujeto a
otra masa M4 por medio de otra polea también ideal. La masa M, apoya sobre una superficie
con rozamiento (coeficiente de rozamiento dindmico fi4). Se pide:

1. Aceleracién de ambos bloques. y

Si el sistema parte del reposo:

2. Obtener la velocidad de los dos bloques en funcién
del tiempo.

3. Distancia que se han movido los dos bloques al cabo
de un tiempo t.

SOLUCION 4.3.

&

« =

Al . .
" Dibujamos el diagrama de fuerzas:
Ta
Ta
Te
]

pa lMAg @

Ecuacion de Newton en la polea: 274 —Tp =0 (1)

Ta Las cuerdas son ideales (sin masa), por tanto,
transmiten las tensiones. La polea es ideal (sin
masa), por tanto, el momento respecto de su centro
es cero, lo que implica que las tensiones al ejercerse a
la misma distancia R de este punto son iguales: en el
problema una es la debida al techo y la otra debida
a la masa My4.

N — Mug =0 (2)

Ecuaciones de Newton en la masa A:
W {TA — ,udN = MACLA (3)

Ecuacién de Newton en la masa B (ojo que ap es positiva hacia arriba segin los ejes
utilizados): Tg — Mpg = Mpag (4)

Nota: Se puede usar un sistema de referencia distinto para cada una de las masas.
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Necesitamos una ecuacién de ligadura para tener suficiente niimero de ecuaciones:

a0 Ly L1 —f- LQ —f- L3 = cte
I_I dL1+dL2+dL3:O
Lz ||Ls
dLy +2dLy =0

Tenemos que tener presente si la longitud de la
B cuerda aumenta o disminuye y si la posicion de la
particula aumenta o disminuye:

4
| EB
dry = —dL
Dl dygz_dL;}—dxA—QdyB:O

dye<(]

—vg—20p=0— —as—2ap =0 (5)

Resolviendo las ecuaciones (1), (2), (3), (4) y (5):

0o = 2C0Mpg+ 2paMag)
A AM 4 + Mp b

Integrando con las condiciones iniciales de reposo y colocando el origen del sistema de
coordenadas en la posicion inicial de la masa M 4:

t t

VA TA

1
/dvA:/aAdt%vA:aAt%/dxA:/vAdt—>a:A:§aAt2
0 0 0

Analogamente, colocando el origen en la posicion inicial de la masa Mpg: yp = —%a Bt?

Faisn’,




=]
-

By

r-\

AL 4T PR

S (5D HoH
= H 4

R
[

o

@

o=
£

SNIerias

&
=]

s Ing

FiSICA I Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula

4.7

PROBLEMA RESUELTO 4.4.

El sistema de la figura se abandona desde el reposo.
No hay rozamiento y las poleas no tienen masa. El hilo
inextensible esta unido por uno de sus extremos a la masa
My, y por el otro a un punto fijo. Calcular, al cabo de
t; = 3s, la tension de las cuerdas, la velocidad de cada
bloque y el espacio recorrido por cada uno.

Mg

Lt

Mla

WO NN N NN

DATOS: M4 = 600kg Mp = 200kg g=9.8m/s*
SOLUCION 4.4.
Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.
Dibujamos los diagramas de fuerzas:
Ng s
T
E
¥
Myg 2T Mg

Ecuaciones de Newton para las masas A y B:

—Mpgsena+ 2T = My ay

—Mpg+T = Mpag
Sustituyendo:

—600¢g sen 30° + 27" = 600 a4

—200g + T = 200 ag

a = 30°
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FiSICA I Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.8

Es fundamental la eleccion del sentido positivo de los ejes para determinar cuando los
incrementos dx y dy son positivos o negativos:

A B -
% [ o
¥ D'l dy<0 1} dls>0
\/ : []
5 NN RN N TN R r
Mo ONCONE RIMTAT N N N

x

Para calcular la relacion entre aceleraciones: Ly + Lo + L3 = cte

2(—dx) + (=dy) =0 —= —2a4 —ap =0 = ay = =&

Resolviendo el sistema se tiene: ay = g/14; ap = —g/7; T =1680 N

Al tratarse de un movimiento uniformemente acelerado (o retardado):

va(t =3s) = £3=21m/s
U = ast —
vp(t =3s) = =23 = —4.2m/s

El espacio recorrido por las masas es:
Azg(t=3s)=3232=315m
s = %a At —

AyB(t = 38) = — %32 =—06.3m

1
2

‘Raisn )



FISICA 1 Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.9

PROBLEMA RESUELTO 4.5.

El sistema de la figura se abandona desde el reposo. Calcular

la velocidad de la masa A al cabo de un tiempo ¢t = 1s. Las mg
poleas se suponen sin masa ni rozamiento y entre la masa B

y el suelo existe rozamiento de coeficiente .

A My

DATOS: ma = 40kg mp = 50kg g =9.8m/s* u=0.3

SOLUCION 4.5.

Diagrama de fuerzas con las flechas rojas indicando el sentido positivo de los ejes:

T3 Te | 12 T + N
“—1 LN
mhg TA

¥ Mgd

mag —Ta =maaa
Ecuaciones de Newton: { 2T =T34
Tc — pmpg = mpagp

Relacionamos las aceleraciones imponiendo que la
longitud de la cuerda es constante:

mag — Ta = maaa
20 =Ty

Tc — pmpg = mpap

La posiciéon y de la masa A aumenta al aumentar la

longitud L; y la posicién x de la masa B disminuye
2dys — dxrg =0

s = ap

al aumentar la longitud Ls: {

Resolviendo el sistema de ecuaciones: a, = DAI=249Ms — 0.4%

ma+4mp

La velocidad al cabo de un segundo es:

m
Vgpg = CLAt =04—
S

‘Fraian
)



FISICA 1 Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.10

PROBLEMA RESUELTO 4.6.

Dos pesos, Py @, P > (@, estan atados a los extremos de una cuerda inextensible y sin
peso, contenida en un plano vertical y guiados por una polea de masa despreciable. Héllese:

1. Ecuaciéon del movimiento de P suponiendo que parte del reposo.
2. Velocidad de P cuando ha recorrido una distancia h.
3. Tensiéon de la cuerda.

4. Ecuaciones de movimiento de P cuando la polea se desplaza hacia arriba con aceleracion
constante a;.

5. Tension en este caso.

SOLUCION 4.6.

1) Realizamos el diagrama de fuerzas:

Elegimos dos sistemas de referencia con orientaciones
de ejes diferentes, uno para cada particula. Escribimos
las ecuaciones de Newton de las dos particulas en sus
respectivos sistemas de referencia y las integramos. Sea s
la distancia que sube una masa y la distancia que baja
la otra. La ligadura que establece la polea es que lo
mismo que sube una masa baja la otra, esto hace que o
sus velocidades sean iguales y lo mismo se puede decir
de las aceleraciones: ag = ap. Tal y como se eligieron los
sistemas de referencia las aceleraciones de las dos masas
son las dos positivas o las dos negativas

_|
— O }—

—

«— O —

i
-

P-Q _ P-Q _ 1. P-Q 42
09 #v—mgt—LS—f-mgt

= 0= P 2

2) Eliminamos de las ecuaciones anteriores el tiempo (en este caso s = h). No olvidemos
que se trata de un movimiento rectilineo y uniforme.

o P-Q
=V2ah —v=4/2 h
v a v P+Qg



FiSICA I Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.11

eronautica y

(n=

[ )

JAi8)

@

Nierias

=

=)

= 5

5 Inge

i

=
A7

f:

L]

'_"\l-\l-;

Q@

=

H\'l'f‘-?: r
J'JI\'\.___,) ;

B0

3)

r—p-Le T:P<1—a> Ly 2P
g g P+@Q

La polea se desplaza ahora hacia arriba con aceleracion
I ay. Los sistemas de referencias antes dibujados tienen
también esa aceleracién, por tanto, en ellos aparecen
F fuerzas de inercia. El diagrama de fuerzas seria ahora el

Faig de la figura de la izquierda:

P P
P—-T+ —a ==d
9 9

P p- p-
= P-Q= +Qa’— Qal =ad = (94 a1)
7-0- % =% g g P+Q
Integramos nuevamente: s’ = 1 - % (g+a)t?
5)
P 2P
rep- Bw_a) 5o 2PQ ety
9 P+Q g
)
Faisn’,
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PROBLEMA RESUELTO 4.7.

Un vehiculo (particula puntual) de masa m describe una trayectoria circular de radio R a
velocidad constante v. El coeficiente de rozamiento con el suelo tiene un valor .

1. Calcilese la velocidad méaxima que puede llevar el coche para que no patine.

2. Supdngase ahora que el vehiculo se mueve por una curva peraltada un dangulo a respecto
de la horizontal, obténgase la misma velocidad méaxima.

SOLUCION 4.7.

1) Dibujamos el diagrama de fuerzas sobre el coche en el primer caso. Escribimos las
ecuaciones de Newton en la direccion normal, tangencial y binormal, es decir, usamos
coordenadas intrinsecas. Suponemos que estamos en una situacion en la que el coche esta
a punto de deslizar, con lo cual el rozamiento estatico alcanza su valor maximo p.N. Las
ecuaciones de Newton en coordenadas intrinsecas establecen:

=%

weN = ma, =m

u N—-—mg=0

Resolviendo: v = /pu.gR

2) Dibujamos el diagrama de fuerzas sobre el coche en el caso de que se halle en una curva
con peralte. La aceleracion se dirige en la direccién normal a la trayectoria.

"o . . ., . Lib
Escribimos las ecuaciones en la direccion perpendicular a

la carretera (se pueden usar proyecciones en ejes distintos M
de los 3 perpendiculares): an

N — mgcosa = m%sena
R
Lin

. . . ., M
Escribimos las ecuaciones en la direcciéon normal a la Fa
trayectoria:

v? ¥ o

Nsena + pe N cos o = m*;

my

Despejando:

»

2 v? 2 v? _ v
g Ccos asena + [LegCos“av + FSen‘a + fle mSENQCOS ¢ =

2
cos asenar + pi.gcos’a = % (—sen’a — presenacos o + 1
R

Rg(sena + p cos )

(cos v — pesena)

‘Fraian
)
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PROBLEMA RESUELTO 4.8.

Un insecto de masa m = 1lg se mueve deslizando

sin rozamiento sobre una barra de longitud L = Q

2m. La barra se halla suspendida del techo por un @

mecanismo que la sujeta en el centro y la mantiene

horizontal. Este mecanismo la permite girar en torno

a un eje que pasa por su centro y es perpendicular

al plano horizontal con velocidad angular constante = ®-.__

w = 10rad.s™!. En el instante inicial el insecto se o

halla en el centro de la barra con velocidad vy = .-{. .
1 . . .

10m.s™" relativa a la barra. Se pide integrando las

ecuaciones dindmicas en sistemas no inerciales:

1. Velocidad del insecto relativa a la barra en funciéon de la distancia que se ha alejado del
centro de la barra.

2. Reaccién que sufre en funcién de dicha distancia.
3. Ecuaciones paramétricas del movimiento en un sistema ligado a la barra.

4. Tiempo que tarda en llegar al extremo de la barra y velocidad con que lo hace relativa a
la barra.

Ayuda: [ \/5% =1In (\/x2 + a? +x) +C

SOLUCION 4.8.

Ponemos un sistema de referencia no inercial S’ fijo a la barra y con su je OY’ paralelo a
ella. El sistema S’ gira con la barra en torno a su eje OZ’ y su origen O’ estd en su eje de
giro situado en el centro de la barra. Dibujamos el diagrama de fuerzas reales y aplicamos la
ecuacion fundamental de la dindmica:

- — - - / — / — — —
FReales — maor — mdd X (0 x O'P) —ma x O'P —2mad x U = ma

En este caso no existe aceleraciéon angular @ = 0
y & = wk’ constante (recuérdese que al ser el giro

-"_
&
-'r_

"-,
=
. |

n

1

s

-]

antihorario en torno al eje I , el giro es positivo).
Ademas al colocar S’ en el eje de giro ag = 0.

La posicién de la particula viene dada por O'P =
Y j7, y por tanto solo existe velocidad en el eje
JT=v7.

Las fuerzas reales son la reaccion de la barra y el
peso.
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Operamos para obtener las ecuaciones segin los tres ejes coordenados de S”:

mw? '—md—vl =mi

2mwv’ + Ny =0
N, —mg=20

El sistema S’ sélo ve aceleracion de la particula en el eje y'. Resolvemos la primera de las
ecuaciones (que no es un M.A.S.) aplicando la regla de la cadena:

dv’ dy’ dv’
2./ 2./ /
w [ —— _> w e —
4 dy' dt 4 dy’ !

Y v’
/wa'dy’ — /dv’v’ — UI2 — w2y/2 +1}02
0 V0

La ecuaciéon anterior es la ecuacion de la energia cinética aplicada a un sistema no inercial
ligado a la barra:

1 1 1
S’ — 5mwzylz _ imUOQ

Donde el término —%muﬂy’z es el trabajo de la fuerza centrifuga (y que en el caso de &

constante se podria considerar como una energia potencial centrifuga).

dy T dy / dy
L e B B PRy (R S
0 0 0 (”;0) +y?2 0

Se sustituye el valor de ¢y = L/2 para el cual la particula llega al final de la barra para
hacer los calculos que nos piden.

‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 4.9.

En el instante ¢ = 0 un nifio empieza a arrastrar al bloque de masa M, de la figura realizando
una fuerza horizontal de valor 7. Entre la masa M; y el suelo horizontal el coeficiente de
rozamiento es p. Al cabo de un tiempo t¢ el bloque Ms que se mueve con rozamiento sobre M
recorre la distancia L y cae al suelo.

f=~

rp

A
e
M,

T T O S AT T I N (S TR (T 0 O A

Calcular:

1. Minimo valor del coeficiente de rozamiento estatico entre M; y M, para que M, no se
mueva respecto de M, y por tanto no caiga al suelo.

2. Valor del coeficiente de rozamiento dindmico entre M; y Ms.

SOLUCION 4.9.

1) Dibujamos el diagrama de fuerzas en un sistema de referencia inercial S

M
M4 ;
TE Fre
bt - T
Mzg 4 L
- v Mz
MRl Mig v

Escribimos las ecuaciones de movimiento en cada uno de los ejes:

N1 _Mlg_NQ =0
—FRQ—FT—,UNl = M1a1

Nz—Mgg:O

Masa Ml{ Fro = Myay

Masa My {

Como M5 no se mueve respecto de M; ambos tienen la misma aceleracion: a; = ao

T FRre

Resolvemos las ecuaciones y queda: Ny = Myg; aq = Ghin) — M9 = G

Debe verificarse la ley del rozamiento estatico:

T _ T
|FRe|<MeN2—>m—Mg</ieg—>Nemin—m—M
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2) En la segunda parte del problema usaremos un sistema de referencia no inercial S’ ligado
al bloque M; dado que en él el movimiento de la masa My es mas facil de describir. Llamaremos
1" al coeficiente de rozamiento que nos piden.

\ N,
. a1 N1 Mzm WNo
R P T
Sl M1a1 1
) e | M2g
rN2
M'N1 M1g v

Las ecuaciones de movimiento en el sistema S’ quedan de la siguiente manera::

Ny — Mag =0
W' No — Maay = Moay'

Nl—Mlg—NQIO

—W' Ny +T — pNy — Mya; =0 Masa MQ{

Masa M; {

Ahora la masa M; carece de aceleracién dado que su movimiento se describe desde un
sistema ligado a ella.

Resolviendo las ecuaciones queda:

Integrando:

o/ t da’

f dU2, = f agldt — dfﬂ; = Ugl = aglt
0 0

Integrando nuevamente teniendo en cuenta que inicia su movimiento desde el extremo del
bloque 1 y el origen de S’ esta en el otro extremo:

x
[dx' = [v/dt — ' =L+ %ag’tQ
L

C—

Imponemos que llegue al otro extremo: 0 = L + %(1/2/ t2

De esta ecuacion se despeja .

N 5 |
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 4.10.

1. Una particula se mueve a lo largo de la recta x = y partiendo del origen y finalizando en
el punto (1,1) sometido a una fuerza f tangente a la trayectoria de médulo constante y
opuesta a su movimiento. Calcular el trabajo realizado por esta fuerza (integral de linea
del campo vectorial f)

2. Una particula se mueve a lo largo de una circunferencia de radio R sometido a una fuerza
f tangente a la trayectoria de modulo constante y opuesta a su movimiento. Calcular el
trabajo realizado por esta fuerza en la curva definida por la circunferencia (circulacion
del campo vectorial j?)

-,

3. Para la misma particula anterior calcular el trabajo cuando la fuerza es: F= %(y i—x 7)

SOLUCION 4.10.

1) Para calcular la circulacion se puede utilizar un parametro ¢ que describa la trayectoria:

v (1,1)
- El médulo de la fuerza debe ser f: f =—f %
al La trayectoria es: B t} te(0,1)
- X y=t
] (0,0 ”

[2f 2f

2) La circulacién en una circunferencia se calcula usando un vector unitario @y que describa
con mas facilidad la trayectoria, en concreto, el diferencial de longitud.
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3) Calcular el trabajo de la fuerza: F = %(yf— xj) a lo largo de una circunferencia.

|

O(Rsend i — Rcost j) = Fy(senfi — cosd j)

cosf =%

:ﬂ —
sent R}—>F:
R

|

dl = Rdfiiy = Rdf(—senf i + cosd 7)

3 v Naval & wl

¢
i

&
R

F
X

W =[F.dl = [ —(Fysen%0 + Fycos®d) - Rdf

W = [" ~FyRd§ = —27RF,

AGFron

as

by
B
2 10

1
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PROBLEMA RESUELTO 4.11.

Un carrito de feria de masa m, asimilable a una particula puntual, describe dos lazos
circulares uno vertical y otro horizontal por su parte interior, tal y como se muestra en la
figura. El primer lazo de radio R es el vertical y lo describe sin rozamiento entrando en él
con una velocidad inicial vy. El segundo también de radio R es el horizontal y en él existe
rozamiento dindmico con coeficiente p4. (Suponemos que en este segundo lazo la reaccién es tal
que compensa el peso de la particula y evita su caida). En el resto de tramos no hay rozamiento.

R
¥
T
./ '
m _ Vi
g B
Obténgase:

_ﬂl 1. Velocidad con la que llega al punto mas alto del primer lazo.
:,‘ 2. Valor minimo de la velocidad inicial vy necesario para que no pierda contacto con la
FIQJ circunferencia en el primer lazo.
@ 3. Velocidad de entrada al segundo lazo.
)
e 4. Modulo de la velocidad en funcion del tiempo en el segundo lazo suponiendo que entra
6 en ¢l en un tiempo ¢t = 0s en la aproximacion vy >> /gR.
ol

@  SOLUCION 4.11.

1) Por conservacion de la energia:

1 1
§mv§ = imv2 +mg2R = v =/} — g4R

an 2) El punto més desfavorable del lazo vertical es el mas alto pues en él la velocidad es menor.
@ Cuando pierde contacto N = 0. En ese momento:

2

v
N+mg:m§ N=0=v=,4/gR

.f Como v = y/v3 — g4R, se tiene que la velocidad minima es: vy = /5gR
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3) Por conservaciéon de la energia: .

Ny, =m%
== 4 Ty R
‘% ) {Nz —mg =20
[z
Z —aN = —pa\ /N2, + N2 = —pia /N2, + m?g* = m%
p
g —,ud\/mzv‘*/R2 +m2g? =m — —bd T+ R2g? = &
aeza
&
~ [bagp— [ dv o fdy 141
) 0 R _vo vit R2g2 Nvo v2 T w0 vg
N 1
~ 1
%t-i- P

da a las Ingenierfas Aeron

[~

ca aplica

(8) Departamento de Fis]



FISICA 1 Problemas Resueltos: Dinamica de la Particula 4.21

PROBLEMA RESUELTO 4.12.

Un punto mévil describe un movimiento vibratorio armoénico simple, sobre el eje x, alrededor
del origen.

Se sabe que & = —2x, y que para t =0, vy = 0, yzp = —2 (unidades fundamentales SI).

Calcular: periodo, frecuencia angular, amplitud, fase inicial, ecuaciéon horaria y velocidad
del movimiento.

;: SOLUCION 4.12.
c

“oa = ¥ prax H

k

(N}
Lo ]
ol e

El movimiento armoénico simple lineal verifica la ecuacion:

& dv 2
E;_: fl a = —wWx

dt
De aqui se tiene que la ecuacién diferencial del movimiento arménico simple: i + w?x = 0

&) De esta ecuacion se puede deducir inmediatamente la pulsaciéon del movimiento:
wWwr=2—=w=+v2rad/s
) El periodo se obtiene a partir de la pulsacion: w = 2% —T=7nv2s

Sy =Y2 g1

&, La frecuencia es la inversa del periodo: v = 3-8

1
T

) La ecuacién paramétrica del movimiento armonico simple es: x = Acos(wt — ¢)
> Y la velocidad: v = —wAsen(wt — @)

—= A partir de las condiciones iniciales t = 0, v = 0, y xg = —2 se debe calcular la amplitud
Ay la fase inicial ¢.

=4
= —2 = Acos(—yp) R —2 = Acosy R A=2
@ 0= —v2Asen(—¢) 0 = V2Aseny ="

Sustituyendo:

6B x = 2cos(V/2t — 1)
v = —2v2sen(v/2t — )

»

T Py
i

K
R

=

()

Nfmec
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 4.13.

Una particula de masa m se halla unida a dos muelles ideales iguales, de longitud natural
Ly y constante elastica k cada uno. El conjunto se sitia sobre la vertical a la superficie terrestre
segtn se indica en la figura. Se pide:

1. Calcular la distancia d en la cual el sistema se encuentra en
su posicion de equilibrio.

'y
2. Hallar las ecuaciones diferenciales de movimiento.
3. Obtener las ecuaciones de movimiento en los dos casos
siguientes. 2o A4
a) A partir de la posicién de equilibrio se desplaza la masa %
una distancia vertical Lo + d hacia arriba y se suelta.
. Yo b
b) En la posicién de equilibrio se la comunica una percusion
= de valor P = —Pi.
SOLUCION 4.13.
%
@A Dibujamos el diagrama de fuerzas en equilibrio.
@ Para dibujar la fuerza de los muelles tenemos
@ Lo que comparar la posiciéon del sistema en equili-

brio con la posicion del sistema con los muelles

sin estirar.
T T kiLo-dl)
2k(Ly —d) —mg =10

mg

d=Lo=g;

En la situacién dinamica suponemos que la masa se encuentra en una posicién genérica x
que comparamos con la situacion de los muelles sin estirar:

T 6

o gy n ] g
!|;.’.-|_| J {} (H
1 s | Wy R kG

}
@ —2k(x — Lg) — mg = mi Lo kixeLoy  Kx-Lo)
= n
2k 2k
m m
- 2k ZkL
v mx o g Lo * mg
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2 2
T+ —ka: = ﬁ(Ecuacién diferencial del M.A.S.)
m m

La solucién se escribe directamente: una funcién arménica en la que la frecuencia angular es

w = 4/2k/m més un término constante C' que verifique la ecuacién anterior, llamada ecuacién
no homogénea.

=
-t

r = Acos(wt+ B)+C

v = —Awsen(wt + B)

By

e
)
a5
oy

# e ]

D
=!
i)
i
=
]
[z
3
.\L__le
a

Si sustituimos en la ecuaciéon no homogénea y despejamos obtenemos que C' = d.

&L (Nota: La ecuacién homogénea i + w?z = 0 tiene de solucién z = A cos(wt + B))

@

Rierias

Falta calcular A y B a partir de las condiciones iniciales del movimiento.

o=
=8

Caso 3.a

En este caso se tiene que x(0) = Lo+ d y v(0) = 0. Sustituyendo:

)
)

Lo+d= Acos(B) +d
o 0= —Aw sen(B)

o Resolviendo queda: B=0y A = L.

9 Caso 3.b

ip En este caso se tiene que z(0) = d y v(0) = —P/m. Sustituyendo:
oL, d= Acos(B)+d

‘1:; . —Aw sen(B)

e
2. m

" Resolviendo queda que: B =m/2y A = P/(mw).

| P
“Raimn’
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PROBLEMA RESUELTO 4.14.

Se dispone de una cuna con un angulo de inclinacién « que permanece fija sobre la superficie
terrestre. Sobre la cufia se sitiia una masa m unida a dos muelles iguales de constante elastica
k v longitud natural [y. El muelle superior se halla unido por el otro extremo a la cuna. El
inferior a otra particula de masa M que permanece fija.

Se pide:
1. Posicién de equilibrio del sistema medida en el sistema de referencia de la figura.

Situada la masa m en la posicion de equilibrio:

2. Calcular la velocidad inicial que se le debe comunicar para que llegue justo a la posicion
de la masa M sin llegar a chocar con ella.

3. Si existe rozamiento de coeficiente p qué trabajo realizaria dicha fuerza en el movimiento
del apartado 2.

@ SOLUCION 4.14.

Realizamos el diagrama de fuerzas en equilibrio, para lo cual comparamos esta situacion
an con la del sistema cuando los muelles estan sin estirar:
%




)
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1,
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=
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Las ecuaciones de la estatica en el sistema de referencia dibujado son las siguientes:

N —mgcosa =0
—2k(xeq — lo) + mgsena =0

Resolviendo las ecuaciones queda:

mgsenq
2k
Tomamos como referencia de energias potenciales la parte mas alta de la cuna.

qu = l0+

De esta manera la energia potencial gravitatoria de la masa m sera negativa. Para que llegue
a la posicién de M sin chocar debe llegar con velocidad nula.
Sea v; la incégnita del problema:

E(1) = —mgsenaw., + Q%k(fﬂeq — 1) + %mv%
E(2) = —mgsena2ly + 2%1.@(2[0 — 1p)?

En ausencia de fuerzas disipativas se conserva la energia mecanica E(1) = E(2). De esta
ecuacion se despeja vy. Recordemos que la normal no realiza trabajo dado que es una fuerza

perpendicular al desplazamiento.

Si existe rozamiento dindmico entonces: Wp = E(2) — E(1).

El trabajo en este caso seria igual a:

2lp
Wp = / _MN;. dl’;: — §Umg cos Oé(QZO - -Teq)

Teq

Faisn’,
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PROBLEMA RESUELTO 4.15.

Una particula material de masa m se mueve bajo el efecto de una fuerza F' = —kr, siendo
7 el vector de posiciéon de la particula en un determinado sistema de referencia. La particula
ocupa en el instante inicial, ¢ = 0, la posicion (xg,0) y se mueve con una velocidad (0, vp).

Se pide determinar:

1. Las ecuaciones paramétricas del movimiento de la particula.

2. La trayectoria seguida por ésta.

3. El impulso comunicado por la fuerza desde el instante inicial ¢ = 0 hasta un instante
genérico .

4. El trabajo producido por la fuerza entre el instante inicial ¢ = 0 y uno genérico t.

@  SOLUCION 4.15.

@ 1) Las ecuaciones dindmicas del movimiento en coordenadas cartesianas son:
_:‘ , " - mi = —kx T+ _—z=0

b4 F = —kr=—kxi— kyj — { R — 7]?

L mj=—ky |, kg

@ "

Obtenemos las ecuaciones de un movimiento armonico simple. La solucién se toma de la
forma:

r = Acos(wt+ B); v, =—Awsin(wt + B)

(
y=Ccos(wt+ D); v, =—Cwsin(wt+ D)

w=1/k/m

Y las constantes A, B, C'y D se calculan imponiendo las condiciones iniciales en las cuatro
ecuaciones anteriores:

7(t = 0) = (20,0) y 0(t = 0) = (0,0)

to ae
) Pty b .‘( =

] x = xg cos(wt)
= = cos(wt —7/2) = sin(wr)
& = — cos(wt — w/2) = — sin(w
@ T w

15

o
)it
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2) Elevando al cuadrado y sumando podemos eliminar el pardmetro tiempo para calcular
la ecuacion de la trayectoria:

SL’2 y2

3 (vofw)’

3) Calculamos el impulso mecénico entre dos instantes: I=1i+ ij'

¢ ¢ ¢
I, = /Fm(t)dt = /—kxdt :/—kxo cos(wt)dt = —vVmkxg sin(wt)
0 0 0
t t t
I, = /Fy(t)dt = /—k‘ydt = /—k;(vo/w)sm(wt)dt = mug(1l — cos(wt))
0 0 0

4) Obtenemos el trabajo de esta fuerza conservativa:

7 7 T Y
W:/ﬁ-dfz/ﬁ-(dfordyf) :/—k:xdx—l—/—kydy
70 70 o 0

Al ser conservativa no hace falta especificar una trayectoria particular o concreta (z = x(t)
e y = y(t)) entre los puntos inicial (x¢,0) y final (x,y). En este caso se supone que ha sido una

r=ux
quebrada formada por los segmentos: 0 para t € (xg,z) y . para t € (0,y).
Y= Y=

1
W = —k(zg — 2* — y*)

De la misma manera se puede obtener la energia potencial de la que deriva suponiendo el
origen de energias en el punto inicial:

r T T Y
E, = E,(x,0) —/ﬁ dr = /ﬁ (dzi + dyj) = /—kxda: +/—/<:ydy
0 7o 7o o 0

1
E, = §k(x§ -z’ - 3/2)

Se puede comprobar que: F = —%EI,Z— %Ep;‘

| P
‘Fraian
)



