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Geometria de Masas

PROBLEMA RESUELTO 6.1.

En la figura se indica la seccion recta de un cilindro con
un hueco, homogéneo, de masa M y radio exterior R.

Calcular:

1. Centro de masas.

2. Momento de inercia respecto de un eje que pasa por
P y coincide con una generatriz.

DATOS: M =10kg R =0.2m

SOLUCION 6.1.

1) En primer lugar, calculamos la densidad del sélido dado que se utiliza tanto para el
calculo de su centro de masas como para el de los momentos de inercia.

Utilizamos la férmula que relaciona la densidad con la masa y el volumen suponiendo que
ésta es constante, y por tanto:

M:/pdv’:p/dv’:pv
1% 1% M

R 7 - IrR2L

1 2
= 2—7 — = — 2
V—[WR 27T<2>‘|L 87TRL

El centro de masas se encuentra en los planos de simetria del sélido.

De esta manera: oy =0
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Para determinar la posicion del C'M en el eje y, calculamos primero el centroide (que coincide
con el C'M al ser homogéneo) del semicirculo de radio R/2 usando el teorema de Guldin-Pappus:

&

R/2

/ a -
i N=A

El volumen al hacer girar en torno al eje Ox
la superficie plana de la izquierda es igual al
valor de dicha superficie multiplicada por 27ys,
siendo 1, la posicion en el eje Oy del centroide.

v

_ — .2 = —_
37T 5 Y2 Y2 3

2
4 (3)3 (%) 2R
2

Para obtener el C'M de la figura completa de superficie S aplicamos la superposicion. Para

ello la figura se descompone en otras dos: un circulo de radio R, masa M, superficie Sy y centro

de masas y; = 0 del cual hay que extraer (por este motivo su masa se multiplica por un signo
menos) un semicirculo de superficie Sy, masa My y centro de masas ys.

2 ”(E)Q

y1 - My +yo - (—My) . Y1 - pS1+ Y2 - (—pS2) _ 0-7R* —ys - ;

Yom = 2
M, — M, pS TR2 — ”(f)

2R

Yom = _E

2) Si consideramos un cilindro macizo de radio R es facil obtener su momento de inercia
respecto del eje z que pasa por el punto O.

](1 . R 2 _ R 2 _ 1 4
Or = ripdV = r°p2mrLdr = §7TL,0R
0 0

Aplicamos de nuevo la superposicién considerando que nuestra figura se compone de un
cilindro completo de radio R al cual le quitamos un semicirculo de radio R/2.
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FiSICA I Problemas Resueltos: Geometria de Masas 6.4

¥ d¥ = 2ardrL
El momento de inercia del semicilindro de radio R/2 es la
mitad del valor anterior, eso si usando un valor del radio

R/2:

e _ smLp(R/2)"
Oz — 5
2
1 1 1 R\* 31 31
O Oz Oz 27T p 2 27T P 2 647T p 56

Para calcular el momento de inercia respecto del punto P debemos aplicar el teorema de
Steiner:

Io. = Ica - + Myl } N
Ip. = Ion. + M(R - you)?

= Ip,=lo.+ M [(R —you)” — y%’M} =

= Ip, = (;’(1),“—2;)]\4}%2:
- = Ip, = (ig - ;ﬂ) MR?
Sustituyendo valores numeéricos:
xov = 0 cm yor = —0.6 cm Ip =0.597 kg - m?
Mo
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\ PROBLEMA RESUELTO 6.2.
L

@ Calcular, utilizando los teoremas de Guldin, el area de A

,;51 revolucion engendrada por el arco de circunferencia AC, R,

Z de radio Ry angulo 7/4, al girar alrededor del eje vertical A0

- AB. A )%
0 B C

SOLUCION 6.2.

L1

ol

L
o

Aplicamos el teorema de Guldin-Pappus para obtener la posicion zg del centroide del arco
AC en el sistema de ejes dado.

s

AR
ﬁ_k— i

Sea S la superficie de revolucién de la figura derecha y L la longitud del arco AC' de la
figura izquierda.

& AR

Bl e

—

&

o7

Se verifica:

=

TSN
ey s o

i

S fi

oz S =L 2nxg —>7TR2\/§:%R‘27T$G = g =

™

U Y 1 r=Rcos6
Donde hemos tenido en cuenta que la longitud del arco

AB es:
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Y la superficie de esfera que abarca al girar en torno al eje y es:

L w/4
S = /27rrdl = / 21 R cos O RdH = 27 R? sen9|g/4 = TR*V/2
0 0

Sin embargo, el eje de giro es AB y no el eje y del sistema de referencia. Por tanto, hacemos
girar el arco AC' respecto del nuevo eje lo cual genera una superficie de drea A (figura de la
derecha) para aplicar otra vez el teorema de Guldin-Pappus. Obsérvese que ahora la distancia
del centroide al eje de giro no es ¢, sino d (véase la siguiente figura).

& 'y
y
y d
A » A
I:s"d" X’ R "’J,
w4 _ X
0 ——— » O | S >
Rcos(m{4) ¢
S B
e '
2R%2\/2 /4
AZLQ?Td:%R'QTF rg — Rcos — A=" 4\/_<—1)
T
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\ PROBLEMA RESUELTO 6.3.
L

2 En la figura se muestra un semianillo homogéneo, de masa

j M y de seccién recta cuadrada de lado e = R/4. R

i

= Calcular:

e 1. La posicion del centro de masas.

=2 2. El momento de inercia respecto del eje OZ, en

j_;,j funcién de M y R.

=

o

j' SOLUCION 6.3.

h 1) El plano Oxy y el Oxz son planos de simetria del sélido, por tanto, en ellos se halla el
,)g centro de masas del mismo: yg = 0; zg = 0.

Ii’__"" Para calcular la posiciéon del centro de masas a lo largo de la direcciéon x asimilamos nuestro
ey solido tridimensional con una superficie plana homogénea, y calculamos el centroide de esta
@ ultima.

Ll

= Sea Vs el volumen que genera la superficie plana homogénea de area Sal girar en torno al
R eje Oy

i)

Aplicamos el segundo teorema de Guldin-Pappus para obtener la posicién xg del centroide en
el sistema de ejes dado:

4 (3}2)3: R w(38)

4
@ V=252 — R} — —n( = — -2
S Trq 37‘(’ 37‘(’ 4 9 9 Trq
; Despejando: zg = %
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La masa del sélido al ser homogéneo es igual al producto de la densidad por el volumen:

2 2

4

R[7rR? 7 [/3R\? R #R? 7
—_— ‘ / ! —_ ‘/ — f— . — —_— . — s —
M_V/pd —F —peS—p4[ ( )1 P 72 16

El momento de inercia respecto del eje z que

X

pasa por el origen se puede calcular a partir de

un diferencial de volumen dV = wredr (véase >

figura)

dV=smr dre
R R R
Io, = / r2dm = / r2pdV = / r?prredr =
3R/4 3R/4 3R/4

R /R g RORL(S
= = TPD— frnd —_ — -
e P 4 P 4 4 44
{0 3R/4
= R R? R? 175 25
@ O=T TP Ty Ty a5 9T B2
i)
Q:q’ ) o
@
&=
g;;
I
(s

1
&

]
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PROBLEMA RESUELTO 6.4.

Para un octavo de esfera homogénea de radio R y =
densidad o, tomando ejes cartesianos que coincidan con
diametros de la esfera, calcular:

1. La posicion del centro de masas.
¥

2. El momento de inercia respecto de los ejes del
sistema de referencia.

SOLUCION 6.4.

1) Por simetria en el caso de una semiesfera de masa Mj, la posicién en z del centro de
masas, zs, se halla a la misma altura que el de un octavo de esfera z,:

(M, /4)20 + (My/4)20 + (My/4)20 + (M,/4)z2,

Zs = =2,
M
f z dm
El calculo del centro de masas de una semiesfera es mas sencillo por simetria: z, = *;
S
2 v El diferencial de volumen que se encuentra a una

distancia z es el siguiente:

dzk hﬁ

F dm = pdV = r2dz = R? — 22)dz
r« P pT p( )

L4

¥ Y la masa de la semiesfera es:

M, = TpR?

DN | —
W

Con lo cual sustituyendo e integrando:

_ [ zpm(R? — 22)dz _ §R .

= SmpR3 8
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2) El tinico momento de inercia factible de calcular por integracién es el momento de inercia
de una esfera respecto de su centro:

R R 4
Ip = / r2pdV = / r2p drrdr = gﬂpRE’
0 0

Este momento de inercia es la suma de ocho
momentos de inercia iguales correspondientes cada
uno de ellos a un octavo de esfera.

Y

TpR®

co| —
O] >

y 1§ =

Aplicamos las propiedades de los momentos de inercia para calcular el momento de inercia
respecto de un eje del sistema de referencia.

Por simetria, el momento de inercia respecto del eje x
es idéntico al momento de inercia respecto del eje y y al z
momento de inercia respecto del eje z.

[OCC = [Oy = IOz o

L4

Ademas se verifica: 21p = Io, + Ioy + o

Con lo cual: Iéogg = %I(()O = =mpR° §

Expresando el momento de inercia en funcién de la masa: M, = % p%ﬂ'R?’ = p= ff\gg

Sustituyendo: 10, = LmpR® = 2M,R?

Nota:
Para una esfera de masa M el momento de inercia respecto del eje z valdria: Ip = %WpR5
4
IO = g?TpR5
4 3M
M=p-1R’= p=
P3m P~ iR
2 8 2
Ioe = ~Io = —7mpR> = “ MR’
Or =3l = " T 5

Obsérvese que es idéntico al de un octavo de esfera con la salvedad de que las masas en una
y otra férmulas son diferentes, una es la de un octavo de esfera y la otra la de una esfera.

Nfmec
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 6.5.

s
@We

_,
'J\.-
.

Determinar la posiciéon del centro de masas del sélido
plano de la figura, formado por varillas de seccion
despreciable y masa total M, asi como su momento de
inercia respecto al eje OZ.

VN

¥

A (E]

Cal

4L

B

e

?
I

2L

4 o APy
AGFD

'''''

= SOLUCION 6.5.

= CENTRO DE MASAS

= Obtenemos las longitudes de todas las varillas.

4 Longitudes:

»
¥

L1:L2:4L L3:2L
L4:7TL L5:L6:7TL/2

4L Longitud Total: Ly = 2L(3 + )

Calculamos los centros de masas de cada varilla en el sistema de referencia de la figura
(inicamente interesa la coordenada yc de cada elemento ya que la z¢ del sélido completo es 0
por simetria).

Yor =Yc2 = —2L  yos = —4L  yea =2L/7  yos = —yce = —L/7

Aplicamos las propiedades de superposicion:
Lp.yc =4L(—2L) +4L(—2L) 4+ 2L(—4L) + nL(2L/m) + nL/2(—L/m) + nL/2(L /)

—11L
3+

yo =
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MOMENTO DE INERCIA respecto a Oz

Momento de inercia de una varilla de longitud L y masa M respecto a un eje
perpendicular a ella y que pasa por su centro de masas: M L?/12.

Momento de inercia de una varilla circular (un anillo) de radio R y masa M respecto
a un eje perpendicular y que pasa por su centro: M R2.

Momento de inercia de una varilla circular (un anillo) de radio R y masa M respecto
a un eje perpendicular y que pasa por la varilla (trasladamos el del centro a una distancia R
por Steiner): M R* + M R?* = 2M R?.

Utilizando estos resultados obtenemos el momento de
inercia de una varilla semicircular (un semianillo) de radio 4

R y masa M respecto a un eje perpendicular y que pasa '
A

¥

por su centro: M R? y respecto a un eje paralelo y que

pasa por su circunferencia, y por lo tanto la atraviesa:

2M R2. 2
) . . . 41

(Seria la mitad de los anteriores para la misma masa,

como la masa se hace la mitad quedaria idéntico valor) Y

Momento de inercia de las varillas rectas:

I, =1, = (ML)(4L)*/12 + (ML)(5L?), donde (ML) es la masa de las varillas 1 y 2, (4L)
su longitud y (5L?) es la distancia al cuadrado entre su centro de masas y el punto O, origen
del sistema de referencia.

I3 = (A\2L)(2L)%*/12+(A\2L)(16L?), donde (A2L) es la masa de las varillas 3, (2L) su longitud
y (16L?) es la distancia al cuadrado entre su centro de masas y el punto O, origen del sistema
de referencia.

Iy = (MrL)L? aplicando la expresion calculada arriba para un semianillo respecto de un eje
que pasa por su centro.

Iy = Is = 2(ML/2)(L/2)? aplicando la expresién calculada arriba para un semianillo
respecto de un eje perpendicular que lo atraviesa.

Sumando todos y sustituyendo A = M /Ly, se obtiene:

(224 +97)

Ip, = — 170
9% 7 (36 + 127)

‘Fraian
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PROBLEMA RESUELTO 6.6.

Determinar la posicion del centro de masas del
solido homogéneo de la figura formado por una placa
circular a la que le faltan los dos trozos indicados
y cuya masa total es M, asi como su momento de
inercia respecto al eje OZ.

SOLUCION 6.6.

Obtenemos los resultados pedidos combinando los siguientes sélidos.

(o a-@)

3 4

Refiriendo los centros de masas de cada superficie a los ejes indicados:

rc1 =0 yer1 =0

To2 =0 Yoo = —2Rx*7  siendo ¢ = arccos(d/Ry)
re3 =0 Y3 = —2d/3

Tog = —4R1/37T Yo4 = 0

&
Y En el caso 2 se obtiene por integracién:
I (=reosa)(rdadr)
—rcos o) (rdadr
X _ JydS; _ 0 —¢
L Yoo = =
L Sy

Ry ¢
[ | rdadr

0 -

I = -TCOosd R
' 2 14
: [ rdr [ (—cosa)da

* 0 4

Yo2 = Ry =
[ rdr [ da
0 —
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En el caso 3 se obtiene por integracion:

_ JydSs _ [ydydx
S [ dydx

Ycos

9 (—y)tan
‘];lydyfytazflgo (de

Yes = —; ot
j;ldyfytayngo wd'x

La superficie de los sélidos anteriores es:

Sl =T (R2)2
S2 =@ (R2)2 ‘
Sy = d Ry sen g La superficie total es: Sy = S; — Sy + 53 — S,

Si=m(R)’ /2

La posicion del centro de masas del solido sera:

xSt — Te2S2 + 10353 — TeaSa
St

To =

- Yc151 — Yo252 + Y3 Sz — YouaSa
- S

Lo

(=7 (R1)?/2).(—4R, /37)
_ 5

(—p (RQ)Q).(—Q Ry sen¢/3p) + (d Ry sen p).(—2d/3)

Yo = Sy

El momento de inercia también lo calculamos por composicién. Escribimos los momentos

de inercia individuales respecto al eje Oz y luego sumamos o restamos convenientemente.
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Para el circulo:

o m (Ra)*(Ry)”

[1: 2

¥

Para el sector circular de arco 2¢p se tiene por integracion:

Rs

I, = /O'T2d52 = /TZ(ngrdr)
0

0 ¢ (R)’(R)?
2

_[2:

Para el triangulo hallamos los momentos respecto a los planos Oxz y Oyz para sumarlos y
obtener el momento de inercia respecto al eje z.

Tomamos un elemento diferencial como el que se

indica, situado a una distancia y del plano Oxz, de
espesor dy y longitud 20.
Para facilitar los calculos cambiamos de sentido el
eje Y.
/ ds = o 2b dy
i 4 = % siendo B = Rasengp
. >
B d, 2 2Bo d 3 Bod?
Y [xz:oya%dy:Tfoydy:T
L4

Tomamos un elemento diferencial como el que se
indica, situado a una distancia x del plano Oyz, de
espesor dx y longitud h.

ds =0 hdx

siendo B = Rgsenyp

4
B—z B

L. = 2 a*ohdr = 2od Ba2(B—z)de = Bzod

Iy =1, + ]yz

. Ry)*
Para un semicirculo: I, = %

T
‘2
&=
=
@n
@
I«
4
g=
&=

=5
&l

)
o=

|

El momento de inercia buscado es I} — Iy + I3 — I4 teniendo en cuenta que o = M/Sr.

\,.
T
HEE

ﬁ D

P

‘Raisn )
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PROBLEMA RESUELTO 6.7.

Determinar la posicion del centro de masas del sélido homogéneo de la figura formado por
un cono, un cilindro y una semiesfera y cuya masa total es M, asi como sus momentos de inercia
respecto del eje OZ.

SOLUCION 6.7.

CENTRO DE MASAS (por simetria z¢ = yo = 0)

Cono:
z | zdm
M
Ze = v

dm = p dV = p wr’dz = p mtan’p(H - 2)%dz

ta R
np=—
H

H
M, = /dm = /p rtan’p(H - 2)°dz
b 0

Resolviendo y simplificando pues H = R y teniendo en cuenta el cambio de ejes:

R 7R3
‘/1:71—R2§:T
R 9R
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Cilindro:
Vo = 7R*R = mR3
R 3R
m=fty =
Semiesfera:

El céalculo del centro de masas de una semiesfera es mas sencillo por simetria:

|z dm
L M
=2
M,
El diferencial de masa que se encuentra a una

distancia z es el siguiente:

dm = p dV = p mridz = p m(R* — 2*)dz

Y la masa de la semiesfera es: M, = % . %’ﬂ'pR?’

Con lo cual sustituyendo e integrando:

JE2pm(R? — 22)dz 3
2 = —
%ﬁpR?’ 8

Por tanto, respecto a los ejes del problema quedaria:

21 R3
V3= 3
5R
Z3 = ?
Z El resultado final es:

Vi =Vi+Vy+ Va3 =21R’

27 Vi+ 2V +23V3 4R

= Vi 3

Py ]
]

i
;,:ff:-"ﬁ[" !
N [l

B0



2l < il

|
L7

SR
T
R

v N

s
&

:

e
(‘.-::C'_—é:

Qezzn

¢

Gl

aplic

o
=

s

ge

©

i]

TR

2

arta

e
e

|

FiSICA I Problemas Resueltos: Geometria de Masas 6.18

MOMENTO DE INERCIA

Cono:

Por integracién I, = [ r? dm, donde el dm es un
M
cilindro hueco de radio r, altura z y espesor dr.

dm = p dV = p 2nrzdr
dm = p 2n(H — z) tan pz(— tan pdz)

tangp—R
"

0
I, = /—p om(H — z)*tanpzdz
H

Resolviendo y haciendo H = R se tiene:

53 TR R? R®

= —— T 7"'_
R I TR

Cilindro:
El célculo es analogo siendo ahora el dm un cilindro hueco Z _
de radio r, altura la del cilindro H y espesor dr: ¢

L= [+ dm
M 5
dm = p dV = p 2rrHdr e o
R
L= /7«3 p 2 Hdr %

0

Resolviendo y haciendo H = R se tiene:

R
I, =p 7TR37 = pm—

2 R5

2
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Semiesfera:
g oV El momento de inercia de una esfera de masa M respecto
de su centro es:
& Ip = /R r?pdV = /R r?p drridr = é7r,0RS
L2 © 0 0 5)
N7 ¥ 3
\‘Q’/ Io = MR
X

Por las propiedades de simetria:

2o = Ioy + oy + Io. = 310,

@
by 2 2
- Iox=-1p=-MR?
5
@ Si se tratase de media esfera, la masa pasaria a ser la mitad y el momento de inercia también:

= 1 2
é IOz - 5*7\4651067"(1]—%2 = BMsemiesferaR2

@ Quedaria al final:

E Sumando todos:

bz Y teniendo en cuenta que p = V—]‘i queda:

7o
i
—_
w

I, =-——-MR’
30

RO ¢
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