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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE
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ESPACIO

FISICA I

PROBLEMAS RESUELTOS

7.- CINEMATICA DEL SOLIDO



Cinematica del Sdélido

PROBLEMA RESUELTO 7.1.

Consideremos dos sistemas de ejes: Uno, S, ortogonal, de versores {z’, 7, k:}, y otro, Sy,
&= ortogonal, de versores {u;, iy, Uz} cuyas direcciones positivas son:

OX,=i+]. OY,=—i+j 02 =k

Calcular:

1. Versores {i, 7, k} en funcién de {i;, Uy, U3} y viceversa.

— -,

2. El angulo que forman los versores: (u1,1) y (s, J).
3. Posicién de un punto de coordenadas (a, b, c) en S en coordenadas del sistema S;.

4. Los productos vectoriales P = u; X ty; P, = 1y X 3 y P3 = 3 X 1, expresados en
funcién de los versores de S.

5. El producto escalar E = (i; — i) - (3 + Uy — Us).

SOLUCION 7.1.

1) Los unitarios en las direcciones de los ejes del sistema S; son:

— \/_ - s — \/§ - > — e 1
u1=7(2+]); U2=7(—Z+1); us =k ]
,:%—“ En forma de matriz quedaria:
V2 V2o
. . Lo 2 2
(ul Us U3):(z]k> ? ? 0
0 0 1

Matriz antisimétrica de rotacion alrededor de un eje.
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7.3

—

Despejamos los unitarios ¢, 7, k

—

ﬁl+ﬁ2:\/§],ﬁl—ﬁgz\/§;, U

w
I
el

En forma de matriz:

2 2
(77 F)=(m o) =2 2o
0 0 1

La inversa coincide con la transpuesta.

2) El angulo entre dos vectores unitarios se obtiene por el producto escalar:

Obsérvese que la matriz general de un giro 6 es:
cosf —sinf 0
(1_1:1 1_1:2 ﬁg):(;jk) sin @ cos 0
0 0 1

aq 5 5 0 a
€1 0 0 1 c

También se verifica:
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4) Tanto el producto vectorial como el escalar son independientes del sistema de referencia.
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PROBLEMA RESUELTO 7.2.

v <

en metros.

L a

%

. S5

Un sistema de referencia OXY Z, inercial, coincide con el sistema O'X'Y’Z’ en el instante
de interés dibujado.

Con respecto al sistema OXY Z el sélido tiene un movimiento, en el instante dibujado, dado
por:

Velocidad del punto O":  Gpr =i +2j+k (m/s)

Aceleracién del punto O':  Gor =51+ 75 + 9k (m/s?)

oo Velocidad angular: Q =i+j (rad/s)
L_E: Aceleracion angular: @ =2k (rad/s?)

1. Calcular el vector velocidad y el vector aceleracion del punto A del solido, de coordenadas
(—a/2,b/2,c/2), en tal instante respecto del sistema inercial.

—
2. Velocidad de deslizamiento del sélido sobre la recta soporte del vector O'A.

3. Demostrar que, en el instante considerado, no existe eje instantaneo de rotacion.
4. Hallar la ecuaciéon del eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento.

5. Encontrar la velocidad que debe de tener el origen O; de un cierto sistema de referencia

inercial O1X1Y71Z; que se mueva en traslacién con respecto a OXY Z, manteniendo sus
2 ejes paralelos a los de OXY Z, y tal que en el instante de interés coincidan ambos, para que
en el sistema de referencia 01 XY 7, si exista eje instantaneo de rotacién y coincida con
el eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento calculado en el apartado anterior.

§ 'f'lcj\l £

o gy =t o
!|;.’.-|_| J {} (H
1 s | Wy R kG

15

-]

Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.

o
)it

Z A
A
El paralelepipedo de la figura, macizo y homogéneo, tiene :
su centro de masas en el punto O’ (centro geométrico i
del sélido), origen de un sistema de referencia O’ X'Y’'Z’ i O
ligado al sélido. Los valores de a,b y ¢ estan expresados ¢€ P
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SOLUCION 7.2.

%,

e U

= La posicién del punto A | instante de interés es: O'A — —97 4+ b7 4 ¢k
(= ap081C10n e punO parae Inmstante dae imteres es. = —§Z+§]+§
Lrrp ol

c . —
= Aplicamos el campo de velocidades: U4 = o, + Q2 x O'A

= Siendo:

g = - > = - > > - = 7
i_?'J QXOIA:<Z+])X(_%Z_’_g]‘f‘gk):gl—%]—i—(%—f—g)k
j La velocidad del punto A queda:

. c\ » c\ » a+b) -
“A:(l+z)”(2‘z>f+<l+ ) )’“

e En el caso del campo de aceleraciones tenemos:

—_— L L =
@ g =do+a x OA+Qx (2 xOA)

= Ahora conocemos:
| i |
e

) La velocidad del punto A queda:

&, —b\ - 3a+0b\ - -
) 5A:<5+a2 >i—|—<7— a; >j+(9—c)k:

B 2)

—
La velocidad de deslizamiento sobre la recta O’ A se puede calcular a partir de la velocidad
e del punto O, aunque también se puede utilizar cualquier otro punto de dicha recta:

&=
=
b8 —_ = .
an Vora = V4 ‘
=
s

- e e 2 - b—.’ '
&h —(Z+2j—|—/€)'<—a +]+;k>

& vVa2+ b2+ \ 2 2

_ (~a+2b+c)
R
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3)
Para que exista eje instantaneo de rotacion es necesario que la velocidad de deslizamiento
del solido sea nula. Calculamos el vector velocidad de deslizamiento del sélido:

5\ @ o [~ - . ([(+i)\ s 324
Uy = UA - — —_— = U, e —— —_— = ) 2 k [ A PR
" ( |w|>|a| < ww)w G R e T e

Por tanto, no hay eje instantdneo de rotacion.

x I

La ecuacion del eje instantaneo de rotaciéon y minimo deslizamiento es:

— CUXﬁO/ W ;—;‘i‘]g \/——.' =2
OF =" —_ =4+ A—
T 3] 5t 2(z+j)

También se podia haber utilizado la velocidad del punto A: E = ﬁj—gﬁ + A Z

||

5) La velocidad del punto O del sélido en el sistema S es: 178, = 17(01 + Tor
Basta con que 17(01 = —Up para que 17(01, - =0.
Por tanto, la velocidad del origen de S, O, respecto del S; debe ser: 178 = —Uor.

La velocidad del origen de S, Oy, respecto del S debe ser: vp, = —17(01 .

Y por tanto:
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PROBLEMA RESUELTO 7.3.

El cilindro recto de la figura, de longitud L y radio R, se mueve girando en torno al eje OZ,
de forma que su eje esta siempre contenido en el plano XY, el centro de una de sus bases esta
fijo en el origen O del sistema fijo dibujado y la distancia angular 6 entre el eje OX y el eje del
cilindro corresponde a un movimiento arménico simple de amplitud 7/2 y pulsacién w. En el
instante ¢t = 7/(2w) el eje del cilindro coincide con el eje OY'.

ILE

Al mismo tiempo, el cilindro gira en torno a su eje con velocidad angular constante ws en
el sentido que se indica.

En la otra base del cilindro se encuentra una particula P que describe un movimiento circular
sobre su perimetro.

P Para el instante genérico que se indica en la figura, calcular:
1) 1. Velocidad angular y aceleracién angular del cilindro.

2. Modulo de la velocidad de la particula, relativa al cilindro, para que en todo instante se
halle en la posicién més alta.

Velocidad y aceleracion absolutas de la particula en este caso.
3. Velocidad y aceleracién absolutas de la particula en el instante genérico considerado, si

el modulo de su velocidad relativa al cilindro es v}, constante, sentido a izquierdas visto
desde O, y se encuentra en la parte mas alta de su movimiento.

SOLUCION 7.3.

1) Colocamos unos ejes méviles OX'Y'Z" de tal manera que el eje X’ coincida con el eje del
cilindro, el eje Z’ coincida con el eje Z, y que giren en torno a este eje.

7 = cos i + sin 9]
j' = —sinbi + cos ]
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De acuerdo con los datos del problema el movimiento del eje del cilindro sigue la ecuacion
armonica: 6 = 7 sin(wt)

La velocidad y aceleracion angulares del sistema S’ se obtienen derivando:

W = wk = w = fl—f = Jwcos(wt)
oy = ok = a; = dd% = —ng sin(wt)

La velocidad angular del cilindro es, por composicion de rotaciones:

(IjC :cvl—i—cvg —)(I}’C :wlk—i—wgz”
Y la aceleracion angular:

= das, 7 di’ . - = . =
Qg = (th)s = a1k+w2<d—lt>s = a1k + wewy X ¢ = ark 4+ wowy )

También se podria calcular diciendo que &, arrastra a @y con lo cual dg = @1 + &1 X Ws.

2) Ligamos un sistema S” al cilindro de manera que su origen coincida con O. La velocidad
respecto a este sistema v}, para que esté siempre en el punto mas alto es una velocidad igual
y contraria a la del punto mas alto del cilindro respecto de S’. Es decir, la particula debe dar
vueltas sobre la superficie del cilindro en sentido opuesto a la velocidad de giro de éste (wy) de
manera que ambas velocidades de giro se compensen.

En el eje j' seria: v, = wo Ry’

La velocidad respecto al sistema S’ seria, por movimiento relativo:

T = T+ Dy X OP = 0 + @ x BP =0
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Y analogamente respecto al sistema S: Up = &y X O? = w L]’

La aceleracion absoluta de este punto se puede obtener, por ejemplo, derivando:

dwy -~ dj’ . 5 - S
ip =217 L[ ) = aiL] +wild x 7 = an L — w?Li
dt dt )

3) En este caso la velocidad del punto es:” @ = v/5)’

Respecto al sistema S’ serfa por movimiento relativo: vy = U + Wa X OP

Y respecto al sistema S: Up = Up + @y X O? = (v} + Lw; — ng)f’

Para la aceleracion, por movimiento relativo, seria:
o o) = = V2o - -
dp = @} + o X (Jy X Oﬁ) = — Lk 4 dy x (g X Oﬁ)

Donde hemos tenido en cuenta la aceleracién de la particula por describir un movimiento
circular. Y respecto al sistema S:

Tp = Ty + G X (31 X OP) + 23, X T+ @ x OP =
"2

= (wiwe R — Lw? — 200" p)7 + Lanj + (Lwiws — Ryw? + 2wyt p — %)k'

En este caso y dado que los origenes de los sistemas S’ y S” coinciden, se puede comprobar
que las velocidades y aceleraciones se podian haber obtenido pasando directamente de S” a S
teniendo en este caso el sistema S” la velocidad y aceleracién angulares compuestas:

LUC:CU1+(32
&C:&1+ &2 +Q71Xu72
~—

0
Upzﬁﬁé—i—cﬁch?

Gp = @+ B0 X (Bo x OP) + 280 X Th + G x OP

‘Fraian
)
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PROBLEMA RESUELTO 7.4.
El s6lido de la figura esta en movimiento. Los ejes OXY Z estan ligados al solido. Se conocen,
en funcién del tiempo, las velocidades absolutas de tres puntos del solido, las cuales, expresadas

en componentes respecto al sistema de referencia ligado al sélido, son:

Uo = ti + 3%

Tas = 17+ 327 + <2sm (;) — 2cos <;)> X

Uy = <t—|—2cos <;)>z+ (3t2 — 2sin (;))j+281n (;) k

Los puntos O, M y N tienen coordenadas O(0, 0, 0),
M(1,1,0), N(0,1,1) en dicho sistema de referencia.

Utilizando el sistema de referencia ligado al sélido, calcular:

1. Velocidad angular del sélido en funcién del tiempo.
2. Ecuacién del eje instantaneo de rotacion y minimo deslizamiento, en funcién del tiempo.

3. Velocidad de deslizamiento del sélido.

Todas las magnitudes en unidades fundamentales SI.

SOLUCION 7.4.

1) Las velocidades de los puntos del sélido verifican:

-

Q= Qi+ Q] + Q.k
o A =0y Q=10y-0Q

Llamando w = 2%“cenemos las siguientes ecuaciones:
(2sin(wt) — 2cos(wt)), =0—Q, =0

2Q), cos(wt) = 2Q,, sin(wt) — Q, cos(wt) = Q, sin(wt) (1)
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Del campo de velocidades del solido se tiene:

—

— — — -
Uy =To + QX OM = ti+ 3t%) + (Q — )k
De esta ecuacion:
(Q, — Q) = 2sin(wt) — 2 cos(wt) (2)
Operando: Q, = 2cos(wt); €, = 2sin(wt)

—

Por tanto: ) = 2sin(wt)i + 2 cos(wt)}

2) Sea E(z,y,z) un punto del eje instantaneo de rotacién y minimo deslizamiento:

) o i ik
Ug = Up + Q X OF =17 + 3t%j + | 2sin(wt) 2cos(wt) 0
T Yy z

Tp = (2cos(wt)z + £)i + (3t2 — 2sin(wt)2)] + (2sin(wt)y — 2 cos(wt)z)k

En los puntos del EIRyMD la velocidad es paralela a la velocidad angular, por tanto:

ooy o (2cos(wt)z+t)  (3t? —2sin(wt)z)  2sin(wt)y — 2 cos(wt)x
Ug || &= . = =
2sin(wt) 2 cos(wt) 0

3) La velocidad de deslizamiento del sélido es:
vg = U - G = 2t sin(wt) + 6t* cos(wt)

Y
‘Faian )
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PROBLEMA RESUELTO 7.5.

En la figura se indica el mecanismo de un tren de aterrizaje formado por varillas coplanarias
articuladas en sus extremos.

En el instante que se muestra, el tren se esta desplegando por acciéon del cilindro hidratlico
EC, la varilla DC' esta horizontal, las varillas AB y BC' forman un angulo « con la vertical y
los puntos A, D y E se consideran fijos.

En dicho instante, la velocidad angular de la varilla AB es &, = wik segun se indica y su
aceleracion angular es nula.

1. Calcular, en tal instante, la velocidad del émbolo R con respecto al cilindro P.

B 2. Posicion del centro instantaneo de rotacion, CIR, de la barra BC'.
= DATOS:

@ Longitudes AB = L;: BC = Ly; CD = Ls

;':.?"" Los angulos o y 3 son conocidos.

@

% SOLUCION 7.5.

&

J:i La velocidad del punto C, v¢, es perpendicular a DC' pues D es un punto fijo. Ademas
? apunta en el sentido negativo del eje Oy porque el émbolo se estd desplegando.

:—E La velocidad que se pide es la proyeccién de v sobre la recta EC. Dado que DC' sigue un
A movimiento circular, el angulo con la perpendicular a EC' es 8. Por tanto, la velocidad que

= piden es:

-

(Y :170‘ E = |’U0|Sinﬁ
]
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Utilizando el campo de velocidades del solido relacionamos las velocidades de C'y B:
170 = UB +d Bc X B?
Uo = vcf, Wpo = wBCE, U = w1 Ly (cos Qi — sin OJ')

Donde hemos tenido en cuenta que el movimiento de B es un movimiento circular con
velocidad w; en torno a A. Por geometria se tiene que:

BC = Lay(— sinad + cos aj); AB = — Ly (sin ai + cos o))

De la ecuacién del campo de velocidades se obtienen dos ecuaciones escalares:
Ox : wiLicosa — Lowpo cosa = 0

Oy : vg = —wi Ly sina — Lawpge sin «

wpe = w1l / Ly

Resolviendo: :
vo = —2w L sin o

vge = |ve|sin B = 2w, Ly sin assin 3

25
==

e

f
Lo
5

También se puede resolver por las propiedades de la velocidad de deslizamiento:

170'%2173'3?

F.

i

La posicion del CIR de la barra BC esta en la interseccion de las perpendiculares de las
velocidades de dos puntos cualesquiera, por tanto:

Up = w1L14,,, donde 4,, es perpendicular a AB.

-

Uc = voj

Trazando las perpendiculares encontramos que el CIR es la imagen especular del punto C'

respecto de un eje perpendicular (paralelo al eje ;) que pase por el punto B. El CIR se encuentra
por tanto sobre la barra AB.




