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Movimiento Relativo

INTRODUCCION. CASOS SENCILLOS

Considérense los siguientes movimientos instantaneos y en todos los casos calctlese
la velocidad y aceleracion de la particula respecto de un sistema fijo en el instante
considerado.

a) Un vagén de tren se mueve rectilineamente con una velocidad vy respecto de un
sistema situado en tierra. Una mosca (particula) se mueve dentro del vagén con una
- velocidad v’ respecto del vagén, formando un angulo 6 con la horizontal y contenida en
ez la direccién del movimiento.

: WL om0
@ X

@ SOLUCION Up = (v + ' cos 0) i+ senb j

j= ap= 0
HiE
R
@ o . < 30
5 b) Un tiovivo gira con velocidad angular ox |y
w antihoraria y con aceleraciéon angular z
a horaria. Un nifo (particula) subido en
un caballito a una distancia d del centro ¥ —
tiene una velocidad v" dirigida hacia arriba ""-::*iI
L x
respecto del tiovivo. y
ﬁp = —wdi + U, k

SOLUCION . o
ap= adi— w2dj
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. w0
I c) En las condiciones del caso b) el cobrador

z (particula), que se encuentra a una distancia L
del centro, se dirige al encuentro del nifio con
velocidad v en direcciéon radial desde el centro
de la plataforma.

) ip= —wLitv ]
SOLUCION {UP whitvg

ip= (aL—2wv) i—w*Lj

d) Un tanque se mueve con una velocidad vg. La cabina del tanque gira con una
velocidad angular w horaria y con una aceleracién angular o antihoraria. Un cafién situado
en la cabina y cuya posicion en ese instante coincide con la direcciéon del movimiento lanza
un proyectil (particula) que se encuentra a una distancia d del centro de la torreta con
una velocidad v respecto a su alma.

SIS0 000,

|

SOLUCION

—

p= (V+ w) itwdk
ip= —w?di+ Qwv —ad)k

e) La tierra (esfera de radio R) gira con velocidad

angular constante w. Un cohete (particula) despega

desde un punto de su superficie con una velocidad v’ I;.

= y una aceleracion ¢’ medidas por un observador en

S su superficie dirigidas radialmente desde el centro de

= la tierra e inclinadas un angulo # respecto del plano
) ecuatorial.

SOLUCION

= v cosOi+v senf j —w R cosf k

{&'p = (a'cos@—w2R cos@) i+d senf j— 2w cost k

"Ul
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f) En las condiciones del caso e) una nube
(particula) se mueve sobre la superficie de la
tierra en un punto de latitud 6 con velocidad v’
tangente a la misma, dirigiéndose hacia el plano
X ecuatorial y contenida en el plano definido por el
eje terrestre y el radio vector que une el centro de
la tierra y la nube.

SOLUCION

op= v senf i —v cosh j—w R cosl k

dp= —w?Rcoshi—2wv senb k

g) Una noria de radio R gira con velocidad angular
w antihoraria y con aceleraciéon angular o horaria.
Dentro de una de las barquillas se encuentra un nino a
una distancia d del punto de suspension de la barquilla
que lanza un objeto (particula) con una velocidad v’
respecto de la barquilla.

SOLUCION

-

Tp=(W —w (R—d)) i
p=a(R—d) i+ (w* (R—d)+2w0) ]

h) Una cesta de feria se balancea con velocidad
angular w; antihoraria y con aceleraciéon angular ay
horaria en torno al eje y y se encuentra inclinada un
angulo 6 respecto de la vertical mientras gira respecto
a su propio eje con velocidad angular wy. Un nino
(particula) se halla acomodado dentro, a una distancia
d del punto de suspension de la cesta y en el eje de
giro de la velocidad ws.

SOLUCION B
{Up = —w; dsenf k

ap= —w2dsenli+a,dsend k

Fraisn




FISICA 1 Problemas Resueltos: Movimiento Relativo 3.5

PROBLEMA RESUELTO 3.1.

En el instante de interés indicado en la figura, un tren
T recorre la via MTN P con velocidad V' = 60km/h /6 g
y aceleracién tangencial de médulo a; = 1m/s%.

El tramo MTN es un cuadrante de circunferencia de F
radio R = 500m.

Un automévil A circula por la carretera recta QS
dirigiéndose hacia el cruce de trayectorias y frenando @ ,/ a

con deceleracion a, = 2m/s%.
Calcular:

1. Aceleracion del tren T, en la posiciéon indicada, vista desde el automovil.

2. Lo mismo, pero suponiendo que el tren esta detenido.

SOLUCION 3.1.

Trabajamos en unidades fundamentales SI.

:, Dado que nos piden calcular una serie de magnitudes cinematicas desde el punto de
@A) vista del automévil ligamos a éste un sistema de referencia S’

Tg’ Ejes fijos (Sistema S): Oxyz fijos a tierra.

) Ejes moviles (Sistema S’): O'z'y’ 2’ fijos al automévil, paralelos a los fijos en el instante

considerado.

1) En este caso conocemos la aceleracion y la velocidad del tren en el sistema fijo S.

TG
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Y la aceleracion del tren, ar, es:

— —

ar =d;+d, = (1+ %Cosg)(—j) + (1 — “sen

+
274 B) = —039(7 + k)

Ut

La velocidad del tren es vy =V = 60(km/h) = 50/3(m/s)
La aceleracion del origen de S’ serd la del automévil:

c?o/:c?a:—aasen%j—aa Cos%k‘:—Q 2j+\é_k = —j — 1.732k

Relacionamos aceleraciones absolutas y relativas entre los sistemas S y S’, teniendo

en cuenta que S’ no gira (2 = 0) y la aceleraciéon de su origen coincide con la aceleracion
del coche:

—

Cﬁl‘T:C?,T—i-aO/—F%X?ﬂ—FQX(ﬁX?ﬂ)—FQQXﬁT:J&w—FdO/

Para despejar la aceleracion relativa del tren medida por el coche:

25
==

f
3

F.

dp = dr — Gor = —0.10] + 2.046F /2

i

2) Si el tren se encuentra detenido carece de aceleracién absoluta, por tanto:

ir=0 = dp=—-do=j+1732k ™/

PR
‘Faian’,
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PROBLEMA RESUELTO 3.2.

Una noria gira con velocidad angular w antihoraria y A
con aceleracién angular a horaria. Dentro de una de I
las barquillas situada en la parte mas alta de la noria

se encuentra un nino que lanza un objeto (particula)

con una velocidad v’ respecto de la barquilla. El nifio "’
se encuentra a una distancia d del punto mas alto de [

la noria.

Calctilese la velocidad y aceleracion de la particula
respecto de un sistema fijo a tierra en el instante
considerado.

SOLUCION 3.2.

Colocamos un sistema de ejes moéviles ligado a la barquilla, ya que, la velocidad relativa
se refiere a ésta (Up = v'7’). En el instante de interés estos ejes coinciden con los fijos.

Ejes fijos (Sistema S): Oxyz fijos a tierra y con origen en el centro de la noria.
=2 Eje Oz horizontal y contenido en el plano de la noria y eje Oy en la vertical.

@ Ejes moviles (Sistema S’): O'z'y'2’ ligados a la barquilla y con origen en el punto més
alto de la noria.

Aunque parezca lo contrario el sistema maévil carece
de velocidad y aceleracion angulares (2 =0 a = 0).
Su origen describe un movimiento circular:

R IR . 5
270/ :CDXOO/:W]CXRJZ—(A}RZ
— —
dor =W X (@ x 00" +a x 00" =
= wk x (—Rwi) 4 (—ak) x Rj = —w?Rj + aRi

La velocidad absoluta, teniendo en cuenta que en el
instante de interés coinciden los unitarios de los ejes
Sy S, es entonces:

o R R ED AT AR A
JE '_]'['(‘-'.-] NS

15

}
] — ——+ — - -
17p = 170/ —f—l_JVP—f—Q x O'P = —wRi—l—v’@" = (UI —wR)i

La aceleracion absoluta es:

o
)it

—

— — —> — — —
ip=do +idp+Ox (AxOP)+dx0P+20x i =aRi — w?Rj

| =
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 3.3.

Un cuadrado de lado L gira en su plano, alrededor del eje

¥y OZ, con velocidad angular constante w.
M l\j Un punto M se mueve sobre el lado AB con velocidad
w _J ¥ constante v, relativa al cuadrado.
0 » Determinar, en el instante dibujado, la velocidad absoluta

de M y su aceleracion absoluta.

SOLUCION 3.3.

Se debe ligar un sistema de ejes moviles S’ al cuadrado, de manera que en el instante
de interés coinciden con los ejes del sistema fijo S (i =4, 7 = j', k = k’). La velocidad v
es en realidad una velocidad relativa medida por este sistema ligado al cuadrado

Ejes fijos (Sistema S): Oxyz fijos a tierra.

Ejes moviles (Sistema S’): O'x'y’z" ligado al cuadrado.

¥y La velocidad angular tiene el sentido negativo del eje z ya
y que el giro es horario visto desde este eje: 2 = —wk.

MY -

[ l La velocidad de M respecto del sistema S’ es: ¥, = —v j’

0=0 X x El origen de S’ carece de velocidad respecto de S: T = 0

La velocidad absoluta de M es:
- - = — -2, g g e 2 g hve
Uy =t + 0y + QX O'M=—vj +(—wk)x (Li+ Lj) =—vj +wL(i — j)

Ty =wLli— (v+wl)j

S’ carece de aceleraciéon angular y M carece de aceleracién relativa dado que el
enunciado no informa acerca de ello; ademas O’ carece de aceleracion:

= __‘—) __'\
,&M—O,GO/—O.

La aceleracion absoluta de M es:

T U e
Gy = dor + @y + QU x (Qx O'M) + S x O'M +2Q x @),

Ax (Ax OM) = (—wk)x WLi— ) = —W*Li+ 7 > >
X(ﬁx ) = (—w k) x wL(i — j) v (H_‘])}&’MZ—(2w0+w2L)i—w2LJ
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PROBLEMA RESUELTO 3.4.

Un tanque se mueve con una velocidad wvy.

P u La cabina del tanque gira con una velocidad
: angular w horaria y con una aceleraciéon angular
w L__) « antihoraria. Un canén situado en la cabina,

e B P moviéndose rigidamente con ella, cuya posicién
! o

en ese instante coincide con la direccién de

Y =" movimiento del tanque, lanza un proyectil P
T . K ) (particula) con una velocidad v" respecto de su
x alma y situado a una distancia d del eje de giro

de la cabina como se muestra en la figura.

Calculese la velocidad y aceleracion de la particula respecto de un sistema fijo en el
instante considerado.

SOLUCION 3.4.

Colocamos unos ejes moviles, paralelos a los fijos a u
en el instante de interés, ligados a la cabina del u—)
— tanque dado que nos dan la velocidad relativa del % !
@ proyectil respecto de ésta. El origen del sistema ! 7 .
ey mévil S” lo colocamos en el eje de giro de la Ot—Jjo—»
5] cabina para evitar que la velocidad angular w y d o
i, y la aceleracion angular a confieran velocidad y T (@@
; aceleracién al origen O por el giro. 0 %
Ejes fijos (Sistema S): Ozxyz fijos a tierra.
Ejes méviles (Sistema S’): O'z'y’2’ ligados a la cabina del tanque.
La velocidad del origen O’ es la del tanque: v = voz
La velocidad angular es negativa al ser horaria vista desde j 0= —wj
La velocidad relativa del proyectil es: o/ = v/ i
S El vector de posicién en el sistema S’ es: 7 = di’
"; La velocidad absoluta teniendo en cuenta el paralelismo de ejes de S y S’ es:

= —

p =T+ Tor + QX 1l = V7 + voi + (—wj) x (di) = (V' + vo)i + wd k
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El origen O’ carece de aceleracién pues el enunciado no habla de esta magnitud: dpr = 0

-

La aceleraciéon angular es positiva al ser horaria vista desde j : & = aj

La aceleracion relativa del proyectil es nula pues el enunciado no habla de esta
magnitud: @p = 0

La aceleracién absoluta teniendo en cuenta el paralelismo de ejes de S'y S’ es:

ap=ap+do +a X 7p+ Q% (Qx7p)+ 20 x Tp

ip=aj x dil + (—wj) x wdk + 2(—wj) x V7

ip=—adk —w?di + 200 k = —w?di+ (2w’ — ad)k

\eD
‘Faian )
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PROBLEMA RESUELTO 3.5.

El ascensor de una mina desciende con velocidad
constante de 12m/s con respecto a la superficie
de la Tierra.

Calcular la aceleracion del ascensor con respecto
a un sistema de referencia fijo en el centro de la
Tierra y que no gira con ella, si el ascensor esta:

1. En el ecuador.

2. A )\ = 40° de latitud norte.

3. A X\ = 40° de latitud sur.

(Ejes: origen en el centro de la Tierra, eje Oz que pase por el polo norte, eje Oy pasa
por el ecuador y el plano Oyz contiene al ascensor.)

SOLUCION 3.5.

Ejes moviles paralelos a los fijos en el instante de
interés, con origen fijo al centro de la Tierra y que
giran con velocidad angular constante e igual a la
de rotacién diaria terrestre.

Es decir: vpr =0y Q= wrk

La velocidad relativa respecto del sistema que gira
con la tierra es:

¥ Tp = —vpcosAj — vpsen\k’

donde v} es la velocidad de descenso del ascensor

y A se mide positivamente en latitud norte y
negativamente en latitud sur.

El vector de posicién en el sistema mévil es: 7, = RrcosAj’ + Ry senAk’

La velocidad absoluta es Tp = To + ¥ 4 €2 x 7 v haciendo el producto vectorial y
sumando, queda (los ejes de ambos sistemas son paralelos):

Up = —wrRrcos\i — vpcos\j — vpsenk

La aceleracion de O’, la aceleracién relativa de P y la aceleracién angular son nulas:
60/:(), 6/1320 Yy a=>0
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La aceleracion absoluta es:

—

ap=do +dp+Qx (X 7)) +ax i+ 20 x T
Haciendo los productos vectoriales y sustituyendo,

—

ap = wrk x (—wrRpcosAi) + 2wrk x (—vlhcosAj — vpsen\k)

Ap = 2wrVpcosA i — wihRycos\ j

g Basta con sustituir los valores numéricos,
N5 Ry =6,37.10m

2 wr = 17,2710 rad/s

A =0° 40°y — 40°, segtn el caso.
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\ PROBLEMA RESUELTO 3.6.
5\

@@ Un punto P recorre, con celeridad constante v, la
= semicircunferencia de radio R; ésta, a su vez, gira
alrededor de su diametro con velocidad angular
wy constante.

Calcular los vectores velocidad absoluta y acele-
racion absoluta de P, para una posicién genérica
dada por el angulo 6, con respecto a los ejes fijos
dibujados.

SOLUCION 3.6.

Se debe ligar un sistema de ejes méviles S’ a la Semlclrcunferen01a de manera que en
oz el instante de interés coinciden con los ejes del sistema fijo S (z =7, j = ] k= k)

’;—_'.I., La velocidad v es en realidad una velocidad relativa medida por este 51stema ligado a la
%5 semicircunferencia.
= Ejes fijos (Sistema S): Ozyz fijos a tierra con origen O en el centro de la
aiJ semicircunferencia.
;J Ejes moviles (Sistema S’): O'z'y’Z ligados a la semicircunferencia.
,Ef 2 Y La velocidad angular tiene el sentido positivo del
"Te: & by eje Y, ya_gue, el_"giro es antihorario visto desde
Ix;‘j _.B.E- < g este eje: 1 =wy
&L, 'R La velocidad de P respecto del sistema S’ es:
e VI o=0’ X X - = 2
9 : S Up=v(—costi’ — senbj’)
Y el vector de posicion de P en el sistema S’ es:
™ = R(—senbi’ + cosfj")
901 El origen de S’ carece de velocidad respecto de S:
) Tor =0

La velocidad absoluta de P es:
Tp = Uor + Tp + Q X P = v(—cosbi’ — senB]’) + (—w 1) x R(—senbi + cos07)

Aplicamos el paralelismo de los ejes de S y S’ en el instante de interés:

Up = U + Up + Q X 7'p = —vcosti — vsenf) + w1 Rsenbk
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S’ carece de aceleracién angular dado que el enunciado no lo dice, ademés O’ carece
de aceleracion:

dﬁ_—; N _—»
anyaO/fO

En este caso la particula P si que tiene aceleracion relativa dado que esta describiendo

una circunferencia con velocidad angular w = %:

@p = DX (@x7p) = wk' x (WK x R(—senbi' +cos0})) = wk' x (—wRsendj —wRcoshi)

v?

= (senbi’ — cosfj')

@» = w?R(senbi’ — cosby’) =

Por tanto, tiene moédulo w? R, direccién radial y sentido hacia el centro de la
circunferencia.

A ‘5"’

Calculamos los términos que faltan de la férmula ' P 1Y
que relaciona las aceleraciones absoluta y relativa 'z ="' g
teniendo en cuenta el paralelismo de ejes: d, 0=0’ ¥ 30
QA x (Qx71r'p)=wyj xwiRsenbk' = w? Rsenbi 2
20 x ¥ = 2(w1j) x (—vcoshi — vsenbj) =
2w 1vcosfk -

e[S

La aceleracién absoluta de P es:
d’P:JO/—Hf’p—i—ﬁ X (Q X O’ﬁ)+§ x O'P + 20 X V' p
ap = “(senbil — cosj’) + w2 Rsend i + 2w (weosfk =

R
= (% + w%R)senG;— %00595—1— 2w yucosOk

A

‘Faisr’
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PROBLEMA RESUELTO 3.7.

En la figura se muestra un satélite
cilindrico de radio R que se mueve
con velocidad de su centro de masas
vg = Ugl; y gira alrededor de su eje
de simetria con velocidad angular &, =
wll_s), respecto a los ejes fijos dibujados.

En el instante de interés mostrado, la y
barra M P de longitud L, que gira

alrededor del punto M y esta siempre

contenida en un plano que contiene al eje

del satélite, esta separandose del satélite

con velocidad angular ws.

1. Definir con precision los ejes que se van a utilizar en la resolucién.

2. Calcular, para el instante de interés, la velocidad y la aceleracién absolutas del punto
P situado en el extremo de la barra.

SOLUCION 3.7.

Se debe ligar un sistema de ejes médviles
S’ ala velocidad angular que arrastra. Se
> podrian ligar ejes moviles a la velocidad
 angular arrastrada, aunque en este caso
es mas facil describir el movimiento de la
particula como un movimiento circular.

Ejes fijos (Sistema S): Oxyz fijos a tierra.

Ejes moéviles (Sistema S’): O'z'y'z" (En este caso se debe ligar el sistema movil al
satélite, preferiblemente, con el origen en su eje de giro para evitar que éste tenga velocidad
o aceleracion respecto al sistema fijo debido a la velocidad angular wy; por tanto, el origen
tendra exclusivamente la velocidad vg = Uglg).
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El movimiento del punto P respecto del sistema
S’ es un movimiento circular con centro M. La
velocidad angular lleva el sentido del eje —i' al
ser el giro horario visto desde este eje.

Ty = (—wad) X MP = (—wai’) x (Lsendj’ + Lcos@E’) = wyL(cosj — sen@E’)

S
o
|

Q@ = (—wai') X ((—wgf’) X ]T/[—ﬁ) = (—wyd) X (OJQL(COSQ? — sen@l%"))
@ = —wiL(senj’ + cosOk)

Relacionamos las velocidades medidas por el sistema S’ y el sistema S. El sistema S’
tiene velocidad angular w; en el sentido positivo de k al ser el giro antihorario visto desde

—

este eje (A =w 1E) La velocidad de su origen es U = g = vgk.

La particula tiene de vector de posicién en el sistema S”: /p = (R + Lsenf)j’ +
(Lcost — d)K', siendo d la mitad de la altura.

Velocidad absoluta: vp = U + U + QO x ! P
ﬁ = Ww 1E - -

. L= Qxr'p=—w(R+ Lsend)i
r'p = (R + Lsend)j’ + (Lcos® — d)k'

Sumando todos los términos y teniendo en cuenta que los unitarios de los sistemas S
y S" coinciden en el instante considerado:

Up = —wi (R + Lsen@)f%— woLcosh] + (vg — w2Lsen9)E
Aceleracién absoluta:
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El sistema S’ no tiene aceleracién angular y su origen tampoco tiene aceleracién (no

lo dice el enunciado): % —0ydp =0
@ = —w3L(senj’ + cosOk)
Q x (O x ) = wik x [~w; (R + Lsenf))i = —w?(R + Lsenf)j
20 X T = 2wk X [waL(coshj — senbk)] = —2wiwsLeosti

Sumando todos los términos y teniendo en cuenta que los unitarios de los sistemas S
y S’ coinciden en el instante considerado:

ip = —2uwiwy Leosti — [w? (R + Lsend) + w3 Lsend]j — w3 LeosOk

 F
Faisn’,
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PROBLEMA RESUELTO 3.8.

El pasador P de la figura se desplaza a
lo largo de la varilla AB con velocidad
relativa constante v”. La varilla gira respecto
a una articulacion a la que esta sujeta en su
extremo A, con velocidad angular constante
Ww1.

La articulacion esta unida a un disco horizon-
tal que rota con velocidad angular constante,
wy, respecto a su eje E, que esta fijo al siste-
ma S, de ejes Ozyz. La distancia entre el eje -—p)
de rotacion del disco y la articulacién es a. =l
Para el instante mostrado en la figura, en el que la varilla forma un édngulo 6 con la
horizontal y el pasador esta a una distancia b de la articulacion, se pide calcular:

1. Velocidad angular w y aceleracién angular « de la varilla respecto al sistema fijo S.
2. La velocidad del pasador respecto al sistema fijo S.

3. La aceleracion del pasador respecto al disco horizontal.

SOLUCION 3.8.

1) Colocamos dos sistemas de referencia
moviles.

Uno ligado al disco, S’ con origen O’ en
el eje de giro y con velocidad angular ws.

Y otro ligado a la wvarilla, S” con
origen O” en la articulacién y con
velocidad angular wy. Es decir, se coloca
un sistema ligado a aquellas velocidades
angulares tales que se relacionan unas
con otras por el arrastre.

En este caso, Wy arrastra a .

No se debe confundir con un sélido con una tinica velocidad angular descompuesta en
distintos ejes, y que en ningin momento unas componentes arrastran a otras, por ejemplo,
alabeo, cabeceo y guinada en un aeroplano.
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Por composicion de rotaciones:

2632+L31 :w2j+w1k‘

&l

— —

_O_[)2+O_21+(x_}»2 Xu_jlz(,dgj lek’ZWlei

QL
|

2,3) Calculamos la velocidad respecto del sistema S’. Tenemos que imaginar que el
disco no gira y aplicar las ecuaciones que relacionan las velocidades en dos sistemas en
movimiento relativo. El origen de S” no se mueve.

-

W 7 - "
/P = UIO// + 'U//P + wp X O P
v p =04 v"(costi + senbj) + wik x b(cosdi + senby)

V' p = 1v"coshi + v"senfj + wl(bcosﬁf — bsen@f)
v

p = (V"cost — wibsend)i + (v"send + wibcosh)]

Calculamos la aceleracion respecto del sistema
S’. Tenemos que imaginar que el disco no
gira y aplicar las ecuaciones que relacionan las
aceleraciones en dos sistemas en movimiento
relativo. El origen O” no se mueve. S” tampoco
tiene aceleracion angular.

- - — —
a'p = CL/O// +a’p —|-(Ijl X ((Ijl X O,/P) —|-O71 X O//P—i- 2(31 X 17%

5] a'p=0+0+wk x wi(bcoshj — bsenbi) + 0+ 2wik x v"(cosbi + sendj)
: a'p = —w?bcoshi — wibsenh] + v cos0] — 2wiv" senbi
d'p = —(w?bcost + 2w 1" senb)i 4 (2w cosd — w?bsend)]

Calculamos la velocidad respecto del sistema
S. Ahora trabajamos como si ya no existiera
el sistema S”. La velocidad relativa de la
particula ha cambiado a v'. El origen de S’
no se mueve.
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Calculamos la aceleracién respecto del sistema S. Ahora trabajamos como si ya no
existiera el sistema S”. La aceleracion relativa de la particula ha cambiado a a'. El origen
de S’ no se mueve y el sistema S’ tampoco tiene aceleracion angular.

e TPy L~ YD o
dp = Ao + dp + Wy X (o X O'P) 4 dy X O'P + 2dy X Up
dp =0 — (wbcosh + 2w 0" send)i + (2w cosh — wibsend)j+

Fwaj X (—wa(—a + beosd)k) + 0+ 2waj x ((v"cos — wibsend)i + (v send + wibcosh)j—

-,

—ws(—a + beost)k)

dp = —(w?bcosh + 2uwiv"send)i + (2wyv" cosh — w?bsenf)j—

—w2(—a + bcosh)i — 2w (v"cost — wibsend)k — 2w3(—a + beosd)i

ap = —(3w2(—a + beost) + w?bcosh + 2w send)i+

+(2wv"cost — wibsenB)] — 2ws(v"cost — wibsend)k

KSisn ;

=]
=

Yas)
3

|

;.\u =
HE

B0
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PROBLEMA RESUELTO 3.9.

Un avién situado en posicion horizontal respecto
del suelo se desplaza con una velocidad horizontal
V. Realiza al mismo tiempo una guinada con
velocidad angular w; y un alabeo con velocidad
angular ws. El piloto se halla a una distancia d
del centro de masas tal y como se muestra en
la figura. Calcilese la velocidad y aceleracion del
piloto respecto de un sistema fijo.

SOLUCION 3.9.

Ejes fijos (Sistema S): Ozyz fijos a tierra.

Ejes moviles (Sistema S’): O'x'y'2’ ligados al avién y origen O’ en el CM por tanto,

—

su velocidad angular es: 2 = wik + CL)Q;

Ademas su origen tiene velocidad: v = —vgj

w1y no arrastra a wq, ni a la inversa,
puesto que se trata de componentes
de la velocidad angular en el mismo
sistema de referencia moévil. Por
tanto: 627&&1’1 XU_J)QyO_Z%(A_J’Q X(El

Calculamos la velocidad absoluta del piloto (punto P):

— _—+ — —

\1113_;"' Up = Uor + @VP +QxOP = —vg) + widi
£
7 (La particula carece de velocidad relativa respecto al sistema S’ puesto que no se
b mueve respecto al sélido)
@
%S Calculamos la aceleracién absoluta del punto P:

— — - = = —/> o —/> — —

p=do + dp +Q X (XX O'P)+da x O'P+ 20 x vp

R

0 0
ap = widj — wywidk

O' carece de aceleracion, P carece de aceleracién relativa y S’ no tiene aceleracién
angular.

ey
“Faisn’
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PROBLEMA RESUELTO 3.10.

En el instante que se muestra en la figura, un helicéptero en vuelo estacionario (su
centro de masas permanece fijo) gira alrededor del eje Y con velocidad angular w;. La
hélice antipar, contenida en el plano XOY en el instante de interés, gira alrededor de un
eje paralelo a OZ, con velocidad angular wy y aceleraciéon angular o indicadas. Hallar,
en el instante dibujado, los vectores velocidad absoluta y aceleraciéon absoluta del punto
P de la hélice.

-
e

(Témense ejes moviles con origen en el centro de la hélice, fijos al helicoptero y paralelos
a los fijos (dibujados) en el instante de interés)

SOLUCION 3.10.

Ejes fijos (Sistema S): Ozyz los dibujados.

Ejes méviles (Sistema S”): O'z'y’2’ ligados al helicéptero, con versores coincidentes con
los versores de los ejes fijos en el instante de interés y con origen O’ en el centro de la
hélice antipar.

Obsérvese que O’ tiene un movimiento circular instantdneo respecto del sistema fijo y
el punto P tiene un movimiento circular instantdneo respecto del sistema S’.

Calculamos la velocidad absoluta del punto P: vp = Up + Upr + Q2 X 75

T = —wRj

Uor = —wlLE

Q=wj = p = —wRj —wi(L+ R)k
7= Ri

Q x e = —w Rk
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Calculamos la aceleracién absoluta del punto P:

—
—

ip=ap+do + % x 7+ Q x (Qx7p) — 20 x T

v Na

.
G

= C?P = —<(JJ§ -+ QW%)RQZ_ OéQRQj
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Otra notacién util en Movimiento Relativo

En muchos problemas de movimiento relativo se hace necesario recurrir a varios
triedros de referencia para llegar al resultado deseado. Cuando esto sucede, la notacion
utilizada hasta aqui, con superindices primados para diferenciar los distintos triedros
de referencia involucrados en el movimiento no es la mas adecuada, siendo conveniente
substituirla por otra mas eficaz basada en subindices numéricos.

En esta nueva notacién se sobreentendera que:

= W;; 6 d;;, representan la velocidad o aceleracion angular de los ejes de un triedro S;
(que puede considerarse fijo a un sélido i) en su movimiento respecto a un triedro
S, (que puede considerarse fijo a un sélido j).

J

] 775 representa el vector de posicién de un punto P fijo al triedro S; (o de la particula
P del sélido @) en su movimiento respecto al triedro .S;.

] UP 6 af; , representan la velocidad o aceleracién de un punto P fijo al triedro S; en

su movimiento respecto al triedro ;.

Para ilustrar esta notacién, en la figura se han dibujado tres triedros de referencia en
movimiento relativo y definidos del siguiente modo:

—

» So(0; X,Y, Z) triedro fijo, con origen en O y vectores unitarios {T,f, k} fijos.

» S1(01; X4, Y7, Zl) triedro mévil respecto a Sy, con origen en Oq, que se traslada
con velocidad 7% U9 v aceleracion c_i% y cuyos vectores unitarios {@1, J1s k:l} giran con
velocidad y aceleracion angulares Wig y dqp.
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n S5(0s; Xa, Y, Zg) triedro mévil respecto a Sy, con origen en Os, que se traslada
con velocidad 752 y aceleracién @52 y cuyos vectores unitarios {@2, 72, k:Q} giran con
velocidad y aceleracién angulares Wy y Q.

Obviamente Sy(Oq; Xo, Y, Z5) estaré también en movimiento con respecto a S,
y en ese caso 752 v aceleracién @52 denotarfan la velocidad con la que el observador
ligado a S7 ve trasladarse al punto Os y W v da; la velocidad y aceleracion angulares
con las que ese mismo observador ve girar a los ejes de S5.

Considérese, por ejemplo, como relacionan la velocidad y la aceleracién de una
particula P fija en el origen O de S;, sendos observadores fijos a Sy y S1. Las férmulas
de composicion de velocidades y aceleraciones deducidas anteriormente, se escriben en la
nueva notacién como:

-p P
U20—U21+U10 + 1o X Ty

—P — P
a20:a21+a +0610XT21+W10X(M10X 1)+2W10X’U21

Se incluyen a continuacion dos problemas resueltos utilizando la nueva notacion.
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PROBLEMA RESUELTO 3.11.

En el instante t* indicado, el brazo BC'E -s6lido 1- en forma de L de la pieza que
se representa en la figura esta girando alrededor de su eje EC' con una velocidad y una
aceleracién angulares Wy (t*) y d1o(t*), respectivamente. En ese mismo instante, el disco D
-solido 2- de radio R esta girando alrededor del segmento BC' con una velocidad angular
y una aceleracion angulares o (t*) y dap (t*).

Considérese el punto A del borde del disco que en el instante t* se encuentra en la
posicion especificada en la figura. Determinar, con respecto a un triedro de ejes fijos
So(C; X,Y, Z), con origen en la posicién que ocupa el punto C' del brazo en el instante ¢*:

1. La velocidad absoluta de A, Ta,(t*).
2. La aceleracién absoluta de A, @p,(t*).
3. La velocidad angular @pg(t*) del disco.

4. La aceleracién angular @po(t*) del disco.

Para el calculo, témense como datos: @io(t*) = 5k, a@y(t*) = 2k, G (t*) = 47,
Qo1 (t*) = =47, R =0.15y £ = 0.12, todo en unidades SI.

(ETSIAE, autoevaluacion 7-G5, diciembre 2014)




FISICA 1 Problemas Resueltos: Movimiento Relativo 3.27

SOLUCION 3.11.

METODO 1:

Utilizando dos sistemas auxiliares maoviles.

Empezaremos especificando los triedros de referencia elegidos para resolver el
problema. Asi:

w So(0 =C;X,Y;Z), el sistema fijo al que se hace referencia en el enunciado.

» S1(01 = B; X4,Y1, Z3), ligado al brazo, con origen en el punto B del mismo, ejes Z;
y Z paralelos en todo instante, y cuyo movimiento (en unidades SI) con respecto
a Sy, en el instante t* en el que el punto A ocupa la posicién mostrada en la figura,
queda definido por:

7B = &) x C@ = 5]21 X 0.12;1 = —0.64, (traslacion del origen de S; respecto a Sy)

@8 = @ x OB + & x (@ x CB) = 21 x 0.12]) + 5k1 x (—0.671) = —0.247, — 3],

(= %

= o = = bk (rotacién de los ejes de S; respecto a los de Sp)
i 0
I.'____:_.‘ %

o - Wio ddd, dw, ? n dky 2?
Hin o = _— = _— = _— w =
' dt ) dt ), at )l '
0 0 So

n S5(0Oy = B; Xs, Y3, Z5), ligado al disco, con origen en el punto B de éste, ejes Y, e
Y} paralelos en todo instante, y cuyo movimiento (en unidades SI) con respecto a
S1, en el instante t* mostrado, queda definido por:

B _ =B _ ~ . .7 .
U5, = dy; =0 (no existe traslacién del origen de Sy respecto a Sy)

= 47y (rotacion de los ejes de Sy respecto a los de Sy)

&l

Wo1 =

0
. a1 dis dws\ - djs -
Qo1 = () = <> = <> Jo + wo = —4j,
dt o \dt )5\ dt t)s

Para facilitar los calculos, se considerara que los ejes de Sy, S7 y S son paralelos en
el instante de interés, por lo que en ese instante -y s6lo en ese-:

Do) ) JIAE) 1R k) | k)

Page—
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3.28

A) Movimiento de A relativo al triedro S;

De la figura se ve que en el instante t* mostrado:

BA=015  (m)

El punto A esta fijo al disco. Por tanto, su velocidad relativa respecto al triedro Ss,

74,, es nula. Y lo mismo se puede decir de la aceleracién relativa @ 4,.

Utilizando la férmula que relaciona las velocidades de A en S7 y S:

o 0 . .
GA =B+ 58 + G x BA =147 x 0157 = —0.6F  (m/s)

Y la formula que relaciona las aceleraciones de A en S7 y So:
0 0

0 = —=
621 :_»21 +§%§(—|— O?Ql X BA—i—CUQl X ((,321 X BA) +2(,321 X ﬁDQ =
= — 45 x 0.15 + 4] x (—0.6k) = =241+ 0.6k (m/s?)

B) Movimiento de A relativo al sistema fijo Sy

Utilizando la férmula que relaciona las velocidades de A en Sy y Si:

— N R = = o . =
Uy = Ui +0 9 +&10x BA = —0.6i—0.6k+5kx (0.157) = —0.6i+0.755—0.6k

y la que relaciona las aceleraciones de A en Sy y Si:

— —

C?go = 6%4‘61241 +&10 X BA-F(,UlO X ((-*_-;10 X BA) +2(Ijlo X /171241 =
= —3j — 0.24i — 2.47 + 0.6k + 2k x 0.157 + 5k x 0.75] + 0 =

— —6.391 —2.7]+ 0.6k (m/s%)

(m/s)

Obsérvese que no existe aceleracion de Coriolis porque los vectores &g y 774, son

paralelos.
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De lo dicho hasta ahora, es claro que la introduccién de los dos sistemas auxiliares
moviles nos ha permitido abordar el estudio del movimiento absoluto de A de una
manera simple y sistematica. No obstante, cabria preguntarse como depende el
procedimiento de, por ejemplo, la eleccién del origen del sistema moévil S; ligado
al brazo. Vamos a ver que por lo que concierne al movimiento relativo de S,
con respecto a Sy, es indiferente el punto del brazo que se escoja como origen de
S1, debido a la condicién segtn la cual la distancia entre dos puntos cualesquiera
de un sélido permanece siempre constante, por lo que no existe velocidad relativa
entre ellos. Para fijar ideas, supongamos que hubiéramos tomado el origen de S; en
el punto C' del brazo en lugar del punto B. Se tendria entonces que:

SC _ =C _
U10—a10—0ﬂ .
Wip = w1 = 5 ky , g =2k
B _ =B _ [y
U21—a21—q ~
W1 = Wo = 4 Jo ) Qg1 = —4 J2

Puede comprobarse que el movimiento de A respecto a S; conduce a los mismos
valores para ¥, v @4, de antes. Por otro lado,

=1 0

o . . o 5 — - - - 2 - ird g

Ty = DB +T 4 +&10xCA = —0.6k+5kx(0.1254+0.157) = —0.6i+0.755—0.6k  (m/s)
® (3.1)
@ y ademas:

0
— —

Eigo :%‘f‘(—i?l +O?10 X OA‘F(DlO X ((,310 X CA) + 2(310 X ’171241 =

= —2.47 + 0.6k + 2k x (0.12] 4 0.157) + 5k x (—0.67 + 0.755) + 0 =

= —6.39 —2.7] + 0.6k (m/s?)

(3.2)

como debia.

§ 'f'lcjl £
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METODO 2:

Utilizando un dnico sistema auziliar movil y composiciéon de rotaciones.

Es posible determinar la velocidad y la aceleraciéon del punto A con ayuda de un tnico
triedro auxiliar mévil ligado al disco. En efecto, introduzcamos el sistema:

» S3(03 = B; X3,Y3, Z3) ligado al disco, y cuyo movimiento con respecto a S, en el
instante de interés t*, y en unidades SI, queda definido por:

o8 =d x C@ = 5k x 0.12] = —0.67 (traslacién del origen de S3 respecto a Sy)

@8 = x OB + & x (& x OB) =

—

= 2k x 0.12] + 5k x (—0.6i) = —0.247 — 3]

(Jso = W19 + Way = 5 k+ 4} (rotacién de los ejes de Sz respecto a los de Sy )

& do ddd
dpn=|—r| = o) (=) Wi X Wa1 =
dt ) dt ) dt )
0 0 1

= @10 4 A1 + @1 X To1 = —207 — 4] + 2k

También en este caso se ha considerado que los ejes de S3 son paralelos a los ejes fijos
de Sy en el instante t*.

Habiendo elegido el triedro S fijo al disco, es claro que su velocidad angular &po(t*)
y su aceleracién angular de rotacién dpg(t*) coinciden con la de los ejes de Ss. Por ello,

Gpo(t) = —20i — 45 + 2k (rad/s)

Apo(t*) = —20i — 47+ 2k (rad/s?)

Podemos calcular directamente ahora la velocidad de A por transformacién de
velocidades (A pertenece al disco):

O _> - g -, - — — -
Tio = T+ T+ (@a0 x BA) = —0.67+ (55 +4) x 0.157 = —0.6{+0.75]— 0.6k (m/s)

(3.3)
y en cuanto a su aceleracion:
6%0 :5%+%+&30 X BA—i—wgo X (0330 X BA) +2(D\30 X%:
— 0.247 — 3] + (=207 — 47 + 28) x 0.151 + (55 + 47) x 0.75(f — 0.6k) = (3-4)

= —6.391 —2.7j+ 0.6k (m/s%)

como debia.
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Como una prueba final es instructivo comprobar que las expresiones (3.1) y (3.3) son
equivalentes:

— — —
Uy =4y + @10 X CA = Gy x BA+ &y % (BA—FC@):

5 . 5 e . . —_—
=W XC?—}—(ww—i—wgl) x BA = :ﬁ)—i-wog X BA

Y también las (3.2) y (3.4):
- -
EL’IZ%O :6541 + 6210 X CA-F(ElO X ((Ile X CA) + 2&710 X U2A1 =
—_— —_— —_—
:6221 x BA +(I521 X (0321 X BA) -+ 0_210 X Cﬁ + &10 X BA+
5 5 o 5 —_— 5 5 —_—
+wig X (wm X C@) —+ Wig X (wm X BA) + 2wW10 X (w21 X BA)

Esta expresion se puede reescribir con ayuda de la identidad de Jacobi para el doble
producto vectorial:

wig X (CL)QI X BA) = (ww X (,{)21) x BA + Wo1 X (ww X BA)
Con lo cual, tras una simple reordenacion:

5 . . 5 . . —_—
a:jgo :[&10 X @ + wig X ((,4.]10 X ﬁ)] + [0610 + oo + ((-UIO X w21)] X BA+
5 . 5 5 —_—
+ (W10 + Wa1) X [(Wr1o + Wa1) x BA)| =
—_— —_—
:6% + 6230 X BA+ {Ijgo X ((Ijgo X BA)

con lo que se concluye la prueba.

P
Faisn’,
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PROBLEMA RESUELTO 3.12.

En un cierto instante t* el brazo AB de
la gria mostrada en la figura estd girando
alrededor de un eje vertical fijo AZ con
una velocidad y una aceleraciéon angulares
Wy y da, respectivamente, mientras que la
carretilla T' estd moviéndose hacia afuera, a
lo largo del brazo con una velocidad y una
aceleracion vr y dr relativas al mismo.

De la carretilla cuelga una carga C -sélido
4- de tamano despreciable, que esta siendo
elevada bajo la accién de un motor con
velocidad constante vg relativa a la carretilla.

En el mismo instante t*, los cables que sujetan la carga se encuentran en posicién

vertical y estan oscilando por accién del viento en el plano ZAB con una velocidad y una
aceleracion angulares &y y .

A efecto de notaciones y cédlculos se tomaran los siguientes triedros de referencia:

» So(O = A; XY, Z) triedro fijo.

» 51(07 = A; X1,Y1, Z7) triedro mévil con respecto a Sy, ligado al brazo AB y con

origen en A.

n S5(Oy =T Xy, Ys, Zy) triedro mévil con respecto a Sy, con origen en el centro de la

carretilla.

w S3(03 =T X3,Y3, Z3) triedro mévil con respecto a Sy con origen en el centro de la
carretilla y cuyos ejes giran con la velocidad y la aceleraciéon angular de oscilacion

de los cables.

2. Aceleracién de la carga C' relativa a la carretilla, @,

1. Velocidad de la carga C relativa a la carretilla, o5, (t*).
2

().
3. Velocidad de la carga C relativa al brazo AB, 7§, (t*).

4. Aceleracién de la carga Crelativa al brazo AB, @, (t*).

5. Velocidad absoluta de la carga C, 75, (t*).

6. Aceleracién absoluta de la carga C, @ §,(t*).

Considerando que en el instante t* mostrado los ejes de los triedros Sy, 51,52 v S3 son
paralelos, se pide:

(ETSIAE, enero 1987)
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SOLUCION 3.12.

Empezamos especificando los sistemas de coordenadas que se eligen para resolver el
problema. De acuerdo al enunciado:

—

» So(A; X,Y; Z), el sistema fijo mostrado en la figura con vectores unitarios (7, 7, k).

)

» 510, = A Xl, Yi1,71||Z) ligado al brazo AB, con vectores unitarios
@ (T(t),71(t), k1 = k), origen en la carretilla, y cuyo movimiento con respecto a
= Sp queda definido por
{ vy =0 ; i =0 }
{ ) Wio = waky A1g = anky
) n S(0 =T, Xy = Xp,Y5 = Yl, Zy = Z4), fijo a la carretilla, con vectores unitarios
{‘:?f (B(t) = 71(t), 5(t) = Ji(t), ks = k1), y cuyo movimiento con respecto a S queda
- definido por:
@ W) =vrfy . @9 = arh
@’21 =0 y &21 =0
58 » S3(03 =T; X3 = Xy,Y3,7Z3), con origen en la carretilla, vectores unitarios (i3(t) =
& 15(t), 73(t), k3) y cuyos ejes giran con la velocidad y la aceleracién angular de los
cables.
ﬁi%OQS = 6 ) &?23 = 6
Wa(t) = wits A3a(t) = a3

Los ejes de estos tres sistemas son paralelos en el instante de interés t*, en el que la
carga C' ocupa la posicion mostrada en la figura.

Por tltimo, y a efectos de notaciones, podemos asumir que la carga forma parte de un
solido 4 al que hemos "pegado" un triedro Sj.
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A) Movimiento de la carga C' relativo a Ss.

Aqui simplemente:

B) Movimiento de la carga C relativo a la carretilla.

Utilizando la formula que relaciona las velocidades de la carga en los sistemas S3 y
Sgi

0
Ui (1) =0a5(0) + 75 (1) + Faa(t) x G (1)
:Uckg + w3 X (—hEg) = hwiJ3 + Uclgg,

Y en el momento de interés:

—C

U 49 (t*> = th—l— Ucl;;

En cuanto a las aceleraciones, se tiene que:

M+M+ Gipa () X 75 (1) + Fan(t) X (@a(t) x TG (1)) +23a(t) x TG (1)

Pero:

Oégg(t) X %(t) = alZg X (—hlgg) = Oélhj;;,
Q_J’32( ) X ( W32 t) X 7’ ( )> = wli}) X (hwlj_:g> = hw%]gg
2&732(t) X Ufg(f) = 20)123 (Ucl;g) = —20.111}0‘5;‘3

Por tanto: B
a%(t) = (arh — 2wive)Js + hw?ks

y en el instante de interés:

@& (t*) = (arh — 2wive)T+ hw?k
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C) Movimiento de la carga C' relativo al brazo.

Ahora: 5 (1) = T4 (t) + T5(t) = hanJs + voks + vrls
y de aqui: 7% (t*) = (vp + hw))J+ vek
Asf mismo:  a@§(t) = a2, (t) + d%(t) = a%(t) + ard

por lo que @ (t*) = (arh — 2wive + ar)j + hw?k

D) Movimiento absoluto de la carga C.

Se tiene ahora que:

Pero
B1o(t) x 75 (t) = woky X [sT1 — hks] = —wos 7y — hwsa(ky X k3)
De aqui:
75 (1) = —wys T+ (vr + haw )T+ vek
Similarmente:

Ahora:
&10(15) X ’f_‘401(t) = —052/;:1 X (Sj_i — h]zg) = —OéQSZ_i — Oézh (El X Eg)
ww(t) X (u_)’lo(t) X F%(t)) = w2k1 X <_CL)28 71 — hWQ(El X ];3))

En el instante de interés:

650(25*) = —[as + 2wa(vr + wih)]T+ (ar + arh — 2wive — was) T+ hw%lg

(s
“Faisn’,




