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CAMPO ESCALAR

Se tiene un campo escalar cuando a cada punto del
espacio se le hace corresponder, de forma univoca, el
valor de una magnitud escalar:

(x,5,2) > p(x,¥,2)

r — p(r)

A cada punto del espacio se le asigna un valor

Superficies Equiescalares:

> Superficies con p=Cte=p,=pi.,
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FISICA Il Operadores diferenciales

CAMPO ESCALAR

Derivada Direccional en la direccion i[, :

Variacion del escalar p por unidad de longitud en esa
direccion

ap Qi Pis1t T Pi s A_p
dl (Q) = BTO Al B i}?o Al

El valor maximo de %(Q) se obtiene

” en la direccion normal, pues la distancia
entre superficies equiescalares es la

menor An<Al

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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GRADIENTE

En el campo escalar de la magnitud p se define el
gradiente de p en el punto Q, y se representa por

Vp =grad p

Es una magnitud vectorial, asociada al punto Q, cuya
direccion es la del mayor variacion de P, sentido el del

crecimiento y mddulo la variacion de p por unidad de
longitud.

J.C. Jiménez Séez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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FISICA Il Operadores diferenciales

GRADIENTE

De acuerdo con la definicion anterior, se puede escribir

Vp(0) = grad p(Q) = j—i(gm@

—

_ i 2Poqoy = 22 u,
lgrad p(Q)|= lim —==(0) = —=(0)

Vp(O)=grad p(O)

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan \=" ..
U.D. Fisica Il p;‘ < pH—l ‘Fraian
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GRADIENTE

La derivada direccional se puede calcular en funcién del
gradiente:

dp_dp.dn_dpcos dp . .

= = a=—u u =
dl dn dl dn dn
d .
F}Z) =grad p-u,
Vp(Q)=grad p(0)

También se puede escribir:

dp = grad p-(dli,) = grad p-dl

J.C. Jiménez Séez N
S. Ramirez de la Piscina Millan p . < p irl] NS
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FISICA Il Operadores diferenciales

GRADIENTE

Expresion analitica del vector gradiente en coordenadas
cartesianas

dp = gradp'df

dp=a—pdx+apdy+apdz; —~ grad p=—i+—j+—k
ox Oy Oz ox Oy 0z

dl =dxi+dyj+dzk

"y

Apzp(F+AF)—p(F):Vp-AF:a_pr+apAy+apAz
ox oy 0z

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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GRADIENTE

Expresion analitica del vector gradiente en coordenadas
cilindricas en simetria axial p=p(r):

5}? . resladistancia al eje y u el

rad p = _ o . .,
& g ar’ vector unitario en esa direccion

Expresion analitica del vector gradiente en coordenadas
esféricas en simetria esférica p=p(r):

p op .  resladistancia al origeny u,
grda p = _},” el unitario en esa direccion
§:§a§;;§:ﬁe la Piscina Millan Fa;'am 2
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FISICA Il Operadores diferenciales

GRADIENTE
Vector simbdlico NABLA

Este operador diferencial vectorial se define sin necesidad
de apoyo en ningun sistema de coordenadas.
Para su manejo operacional, en coordenadas cartesianas,
Su expresion es:

=g = O 9,

Vsz—+j—+l§—
ox oy 0z

Y aplicado al campo escalar p,

szgradpza—pf+a—pj+a—pE

Ox oy 0z

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan W

U.D. Fisica fFaian
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GRADIENTE
Ejemplo: Gradiente de una funcion radial p(x,y,z)=p(r(x,y,z))

dp 8r;+dp or ~:+dp8rﬂ

dr Ox dr ﬁy] dr 0z

dr \ Ox oy 0z

Vp =

8?_6(\/x2+y2+22)_x.

ox ox r
ar Y. or_2

b
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FISICA Il Operadores diferenciales

GRADIENTE

Ejemplo: Gradiente de una funcion radial p(X,y,2)=p(r(x,y,z))

v dp(xf+yj+zk) r dp
p — = —
dr v r odr
En coordenadas esféricas:
dp _
Vp = e’ u,
dr
CAMPO VECTORIAL

Se tiene un campo vectorial cuando a cada punto del
espacio se le hace corresponder, de forma univoca, el
valor de una magnitud vectorial

(x,y,2) > w_(x,y,2)i + w,(x,, z)j+w.(x,y, z)k

r — w(r)
A cada punto del espacio le asocia un vector.

. nez Saez

Ramirez de la Piscina Millan

.D. Fisica Il
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FISICA Il Operadores diferenciales

CAMPO VECTORIAL

Se representa mediante lineas de campo, también
llamadas lineas vectoriales o lineas de fuerza.

Son lineas tangentes a los vectores campo en cada punto.
Las lineas de fuerza no pueden cortarse.

w(Q) ,
Linea de Campo
Ww(P) Union de las sucesivas
Q tangentes a los vectores
P campo en cada punto
CAMPO VECTORIAL

; Cuantas lineas de campo se pintan en un punto P?

R indica el numero de lineas perpendiculares
|W(P)| que atraviesan la superficie unidad
colocada normalmente al vector

Ww(P)=3i

- —@ = |
4

. L. dx dy dz

Ecuacion matematica de las lineas: w||dl = — = 2 =
W, W\-' W,
35&1:;;2 lc:e la Piscina Millan Fa;'am
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FISICA Il Operadores diferenciales

FLUJO

C -«

W, AS, = |1/Tzl.||A§j,.‘cosctlf

n° de lineas por
= unidad de superficie X%
perpendiculara w

superficie _
perpendicular aw

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica fFaian
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= n°de lineas que atraviesan AS y por ende AS’I.

FLUJO
ﬁ',f
ds Sumamos las lineas que " -
| atraviesan todos los W, - AS,
diferenciales de superficie =l
g = [W-dS = lim 3" 4, -AS,
C - : AS, 0 4=
S i=1

Significado Fisico:
n° de lineas de campo que atraviesan S

intensidad de campo que atraviesa S

Si la superficie es cerrada se representa por: (.f) w-dS

J.C. Jiménez Séez

S. Ramirez de la Piscina Millan S
U.D. Fisica Il
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FISICA Il Operadores diferenciales

FLUJO

Si se utilizan las lineas de campo de forma cuantitativa, el
flujo a través de una superficie representaria el numero de
lineas de campo que atraviesan la superficie considerada,
siempre que las lineas se hayan dibujado de forma que el
numero de ellas que atraviesan la unidad de superficie,
colocada normalmente, sea igual al médulo del campo en
cada punto.

El flujo es aditivo:

§=8+8,> ¢ = j.&ﬂz-dS’ = ¢._\', +¢S2

El flujo a través de una superficie suma de otras dos es la
suma de los flujos a través de cada una de ellas

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il fraian
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DIVERGENCIA

Numero de lineas de campo que atraviesan una superficie S
dividido por el volumen encerrado.

1 .
— \w-dS
AV o

Si salen suman, si entran restan

lj = +3-3 42
Av A
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FISICA Il Operadores diferenciales

DIVERGENCIA

Al hacer Av—0 nos quedamos
con las que nacen o mueren en P.

Numero de lineas de campo que nacen (+) o
mueren (-) dentro de S por unidad de volumen

1

Av—>0 Ay 7S
J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan :
U.D. Fisica Il FFaian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

Si la divergencia de un campo es cero, las lineas de
campo No nacen ni mueren en ningun punto, se cierran
sobre si mismas (Campo vectorial solenoidal).

J puntoscon V- w # 0 V-w =0 Vpunto

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan .
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FISICA Il Operadores diferenciales

DIVERGENCIA

Expresion analitica del vector divergencia en coordenadas
cartesianas:

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il fraisn
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DIVERGENCIA

Expresion analitica del vector divergencia en coordenadas
cilindricas en simetria axial p = p(r)u,

div p = 10(rp) resladistanciaalejey i el
r Or vector unitario en esa direccion

Expresion analitica del vector divergencia en coordenadas
esféricas en simetria esférica p = p(r)u,

2
I 0(r" P) resla distancia al origeny .
r? or el unitario en esa direccion

div p =

J.C. Jiménez Séez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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FISICA Il Operadores diferenciales

TEOREMA DE GAUSS O DE LA DIVERGENCIA

En una superficie cerrada (el sentido del diferencial de
superficie es la normal hacia afuera) se verifica:

Flujo Integral de la divergencia

b w-dS = V-wdv

Numero neto de lineas de
campo que atraviesan la
superficie (Ej:+3-2)

Numero de lineas que nacen o mueren por
unidad de volumen por volumen = Numero de

lineas que nacen o muerenen v (Ej:+2-1)
Fraian

epartamento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aerondutica y Naval

CIRCULACION (INTEGRAL DE LINEA)

Proyeccion del campo
(Intensidad del campo
en la direccion de la

dl, / curva)

|
X
.. ‘\
e
o
N
3|
> ‘D
b N W B

—

AT 1“ - Multiplicamos la
—_— ‘ L ‘ proyeccion por la longitud
bomgiiod de Curve de la curva en la que se
Suma de proyecciones
pesadas por la longitud Z

tiene tal proyeccion
ngJomada ‘A L.

n
|Al‘— E W
‘ i=1
Sler de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il FFaian
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FISICA Il Operadores diferenciales

CIRCULACION (INTEGRAL DE LINEA)

En el campo vectorial de la magnitud w, se define la integral
de linea entre dos puntos Ay B, alo largo de la curva I

n
—>. B —
lim > w,-Al = | W dl
Af_,- -0 i1 A(.'m'va I
/'/’—\\. B
/ﬂ/ Si la linea es cerrada recibe el
W2 nombre de circulacion

iy § i .ai
w

l Curva T

J iménez Séae

S. Ramirez de la Piscina Millan :

U.D. Fisica fFaisn
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CIRCULACION (INTEGRAL DE LINEA)

Significado fisico: Intensidad local del campo en la
direccion de la curva

ponderado por la longitud en la
gue se tiene ese valor del

campo:
& d !
w - dl
dl
Cuantifica la intensidad del campo alo % &
largo de la curva: I w-dl
4 r
Ezga'r;tmrezqe ;a PFiSCina:::I”énd las Ingen s Aeronautica y Naval Fa;am :
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FISICA Il Operadores diferenciales

CIRCULACION (INTEGRAL DE LINEA)
PROPIEDADES

j” w-d2’=—j‘4 wedl

A(I‘)

Esaditva I =1, +1, —

La integral de linea en una curva suma de dos es la suma
de las integrales de linea

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
U.D. Fisica ll

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval raian
ROTACIONAL
Suma de
1 proyecciones
_J'V*V. Jd]  pesadas por la
AS 1 longitud asociada

en la curva circular
I' dividido por el
area que encierra

Da una idea de la intensidad del campo
en torno a la curva normalizado por el
area encerrada

J.C. Jiménez Séez
S. Ramirez de la Piscina Millan
U.D. Fisica Il

- . -, Fraian®
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval
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FISICA Il Operadores diferenciales

ROTACIONAL

Al hacer AS—0 eliminamos la
dependencia de la curva y le

asignamos el valor al punto P

Al ser la curva muy pequena, seria la
intensidad de remolino del campo en

P por unidad de area en torno a u,

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica ll

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

fraisn

ROTACIONAL
(Vxw)-u, .
\ .......... (VXW) (Vxw)-u, =(rot w)-u, =
' = T i
AS—0 AS 4

La proyeccién del rotacional en P en la
direccion de u = Intensidad de remolino

en el punto P en torno a z?in por unidad de
area

La direccién del rotacional en un punto es aquella
en torno a la cual las lineas de campo se
asemejan mas a un remolino.

S. Ramirez de la Piscina Millan
U.D. Fisica Il
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

fraisn
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FISICA Il

Operadores diferenciales

ROTACIONAL

Expresion analitica del rotacional en
coordenadas cartesianas:

i ]k
Vxws= & & %
Oox Oy Oz
W ow, o ow,

dez
la Piscina Millan
o de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aerondautica y Naval

fraisn

TEOREMA DE STOKES

En una superficie S se elige como sentido del
diferencial de superficie el del avance de un tornillo
girando con el diferencial d/ de la curva de contorno.

- ds
dl

Curvall Curval'

S=cualquier superficie abarcada por T’

z
Piscina Millan
F

isica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

fraisn
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FISICA Il Operadores diferenciales

TEOREMA DE STOKES

En una linea cerrada se verifica:;

Circulacion Flujo del rotacional
_ w-dl = [Vxip-dS
Intensidad r S /

del campo syma de las intensidades de remolino locales en

entorno a 44 4 cada dS por unidad de area por el diferencial

la curva I de superficie. En el interior las intensidades se
compensan unas con otras en diferenciales
contiguos. Solo dan resultado neto en el contorno,
es decir, la intensidad del campo en la curvaT.

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan :

U.D. Fisica fFsian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

TEOREMA DE STOKES
Propiedad: V -(Vxw) =0

El rotacional es un campo sin fuentes.

Dem.: Si I colapsa a un punto, la circulacion tiendea Oy S
es cerrada. Entonces se tiene:

0 ¢ wedl = [ Vxib-dSz=[V-(Vxib)dv

['=0 S —cerrada

Flujo del rotacional Teorema de Gauss

I

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan .

U.D. Fisica Il FBIE:‘H
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FISICA Il Operadores diferenciales

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

Si un campo vectorial w se obtiene del gradiente de uno
escalar V, la circulacion de ese campo entre dos puntos no

depende del camino I" (al campo escalar V del que se
obtiene se le llama funcion potencial).

]3
W= grad V < j Ww-dl =V(P)-V(A)

Ar

Si la integral de linea de un campo vectorial w entre dos
puntos no depende de la curva I', se puede definir un

campo escalar V tal que su gradiente es el campo w.

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il fFaisn

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

}’)
Siw=grad V= [ w-dl =V(P)-V(4)

A r
Demostracion:
P R P . P
[ vi-dl = | grad v -di =[dv=v(P)-V(4)
Ar Ar A
ﬁzéa'g?siirsazﬁe la Piscina Millan Fa;'am 2

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval
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FISICA Il Operadores diferenciales

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

,
Si [ w-dl =V(P)-V(4)=v=gradV

A r
Demostracion:

; ~ Ase suele tomaren elw, y sila
V(F)=V(A)+ I w-dl  integral no es impropia, se puede
y hacer I/'(7 — o) =0

F+AF
V(F + AF) =V (F) = j W-dl =W AF ) .
- — W= gra

V(i +AF) =V (F)=VV -AF

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il fFaisn

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

wa-d" = f w-dz”virzjr w-dl =V(P)-V(A)

Es equivalente que la circulacion para toda curva cerrada
sea cero, y que la integral de linea entre dos puntos no
dependa del camino

J.C. Jiménez Séez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il fFaisn

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval
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FISICA Il Operadores diferenciales

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO
Demostracion:
La circulacién a lo largo de cualquier curva cerrada I
es nula: -
w-dl =
- A - r
d[ d! /‘ I = r] + 1"2
[‘2 Fl P B A B P N
[ wail=— [ wedl = [ w-d
Ar Py A
CurvaTl P E & &
- paratodacurval’; yT,
E;I;::EEEE: ;aeF:is:iicn: /:illilcé:da a las Ingenierias Aeronautica y Naval FBIIEH? .
CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO
Vxw=0< ip-dl =0 VI
I
Es equivalente que el rotacional de un campo vectorial sea
cero, y que su integral de linea en una curva cerrada sea
cero.

FAIAN - ETSIAE



FISICA Il Operadores diferenciales

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

Demostracion:
dl N - P
Vxw=0« 0=jV><w-d =<j.>w-dl
S / r
Curva I”

Teorema de Stokes

La circulacion a lo largo de cualquier curva
cerrada I es nula

. ez Sdez

Ramirez de la Piscina Millan :

D. Fisica ll fFaian
epartamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

w=gradV < Vxw=0

Propiedad:

Vx(VV)=0

. ez Saez

Ramirez de la Piscina Millan -
.D. Fisica Il Fa;am )
epartamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval
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FISICA Il Operadores diferenciales

OPERADOR LAPLACIANO

Expresion analitica en coordenadas cartesianas:

6p 6p 0’ p

V- (Vp)=(V-V Vip =
(Vp) =( )p=V'p o ayz t 5,

Laplaciano de un campo vectorial:

Viw=Vwi+Viw j+Viwk

Propiedad:
Vx(Vxw)=V(V-w)=-V’w
é;;%ﬂf:;%:z;eéscmag:lénd a las Ingen s Aerondutica y Naval Fa;am :

OPERADOR LAPLACIANO
Significado fisico:

Desarrollo de Taylor

1 8°p o . 1 1 0%p
O)+(Vp):r+— X +—= +—
P = PR 2 Ox* 28y2y 2 0z° 2 Ox0y

Integrando en un cubo centrado en el origen O:

< p>:LJ‘pdv:p(0)+ 8‘€9+6‘€)+6“{9 Cte
Av J ox~

o’p , 10%*p ,

xXy+...

oy 0z°

El laplaciano es proporcional a la
(O))diferencia entre el valor medio del

campo cerca del punto y el valor en
el punto

J .
S. Ramirez de la Piscina Millan =

U.D. Fisica Il Faian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aeronautica y Naval

V:p=Cte(< p>-p
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FISICA Il Operadores diferenciales

SEGUNDO TEOREMA DE GAUSS

@dEXT?jdvvxw
LY \%

Otra definicion de rotacional:

Vxﬁleiml— ds x w
Av—)()AV S

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica fFaian

Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval

OTROS OPERADORES

Operador sobre un campo vectorial:

(a-V)

(@-V)b=i(a-Vb)+ j(@-Vb,)+k(a-Vb,)

J.C. Jiménez Séez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica ll fFaisn
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