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MAGNETIZACION DE LA MATERIA

» Una pequena corriente, como por ejemplo la debida a
un electron en torno a un nucleo, constituye un dipolo
magnético.

» Los atomos pueden o no presentar un momento dipolar
magnético neto, dependiendo de la simetria o de la
orientacion relativa de sus orbitas electronicas.

« Las orbitas en las moléculas, en general, no presentan
simetria esférica, por tanto, pueden tener también un
momento dipolar magnético permanente.
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MAGNETIZACION DE LA MATERIA

* En general, los materiales no presentan momento
magneético total (neto) debido a la orientacion al azar de
sus atomos o moléculas.

 La presencia de un campo magnetico externo
distorsiona el movimiento electronico produciendo sobre
los electrones un movimiento de rotacion en torno a la
direccion del campo, efecto que da lugar a una
magnetizacion neta.
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

Para una ESPIRA (no necesariamente plana ni circular)
pequena (de radio pequeio comparado con la distancia al
punto donde se calcula el campo |g|>|p'| ), el desarrollo

multipolar es: . Id7'
A(F) =20 ==

rr=p-p
» (ﬁ 1 d ﬁ '
ar L1 -5/
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

= g5 ] 1 D ~p" 1 g ]
p >>p - =7l T & 3 o = == D V(T}'F
e e TR T T i 7
Sustituyendo: 7 g 2 1
A(p)=trq—h-Loqip v | —|dp
4z Y |p | 4 ¢ |p |
\

Término MONOPOLAR Término DIPOLAR
Circulacion a lo largo de una curva cerrada 4 ld p ' 6
de una diferencial vectorial exacto ' A Cﬁ |,5 |

s 1 N
J.C. Jiménez Saez r
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

También se puede escribir como expresion del potencial
magneético vector creado por una espira conductora en
aproximacion dipolar:

A(p

i’ﬁ’fﬁ'
!

— —

Llamandoa: «a = p

—

Esta relacion queda:

a = I - Y —
A(p) = ‘Z; § (a@-p')dp
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

Recordamos el desarrollo del doble producto vectorial:
(p'xdp)yxa =(a-pdp'—(a-dp')p

Y tenemos en cuenta que sobre la curva I se cumple que:
d((a -pYp')y=(a-pdp'+(a-dp')p

donde se ha tenido en cuenta que @ es un vector constante
y, por tanto, da = 0

Sumando las dos ecuaciones anteriores:

= - == 1 ol J =f i 1 - e =_f
(a -p)dp' = 52 xdp')xa +?d((af'0)p)

nez Saez : .
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

Sustituyendoen: 4 (5) = ’uolcf (o -p')dp'

Queda:

- ,uOI 1 ., . ey
A x d xa +¢ d((a -
CA)=<- 2{@( p) cf (@ -p")p )}
Y teniendo en cuenta que la circulacion a lo largo de una curva
cerrada de una diferencial exacto es cero:

§ d((@-pp')=0

I
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

Queda: E(ﬁ):ﬂcf 1—(,5">< dp'yxa
4r + 2

Si tenemos en cuenta que:
g p
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POTENCIAL MAGNETICO VECTOR: Desarrollo Multipolar

Se define el Momento Dipolar Magnético como:

ﬁz[ﬂﬁfxzdﬁ’]

E(F)z—;?sz{ Ko ]

4z |F - F |

Potencial Magnético Vector para un circuito por el que circula
una intensidad constante en aproximacion dipolar

. nez Séaez 2
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

Momento Dipolar Magnético: m = 1(_'3 [ p xap ]
r

2

o 1 — ¢ — ¢

triangulo = 5 X dp
, s p'xdp’
}5.\, M otriangulo 9

Area del triangulo de la figura

Sumando vectorialmente obtenemos el vector area
subtendida por la espira.

§-§|Lxar =18
2 2

J.C. Jiménez Saez L [
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

Para una espira plana:

Unitario normal
ds

triangulo
o

p'xdp |ﬁ

y

triangulo —

2

—

o= 1(]dS i, )i = 1 (Area Espira)ii

El médulo del momento dipolar es el producto de la intensidad
por el area de la espira, la direccion la de la normal a la espira, y
sentido, el determinado por el sentido de recorrido de la corriente
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

Z4

En general, en tres dimensiones:

Vector superficie subtendida
por la curva

m=1S=1(Si+S,j+S.k)

Cada una de las componentes del vector superficie (S,, S,, S,) son las
proyecciones de la curva en los diferentes planos coordenados. Se elige
como sentido de cada superficie el que determina el sentido de la
corriente proyectada sobre dichos planos al aplicar la regla del
sacacorchos.

J.C. Jiménez Saez \ P .
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

= 1
m=1§S =1—Qrxdr
T

r

= I%cﬁ (ydz — zdy) + I%cﬁ (zdx — xdz) + 1};;95 (xdy — ydx) =
= I(ftj‘) ydz + f(j) zdx + §Cﬁ xdy)

Cada una de las componentes del vector superficie (S, Sy, S,)
son las proyecciones del circuito en los diferentes planos
coordenados. Se elige como sentido de la superficie el que
determina el sentido de la corriente al aplicar la regla del tornillo

m=18=I(Si+S,j+8k)
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

¢ Qué pasa para densidades de corriente?

Idi' > J(F)dv' 29

P I p xJ(p)dv
4 2
Momento dipolar para densidades

Haciendo el desarrollo multipolar del potencial vector para
densidades se demuestra que el valor de m anterior es
correcto (véanse las aplicaciones).

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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VECTOR MAGNETIZACION
= : . Av
m_ = momento dipolar del atomo o P - S—

molécula s dentro de un volumen Av,

_____________________

Vector Magnetizacion (Imanacion):

> m,
M (F))=——— ‘
¢ Av

Suma de los momentos dipolares moleculares por unidad de volumen
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VECTOR MAGNETIZACION

— —

CS a
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VECTOR MAGNETIZACION

Es decir:

47r|r—-ra|

A(F) ==Y AVQA;I(FQ)XV|: Ko }

Medio Magnético A(F) = —IM (") x VL‘ FZO AFJ dv'
Tl —r

Potencial creado por un medio magnético en funcion
del vector imanacion
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DENSIDADES DE CORRIENTE DE MAGNETIZACION

A(F)=—[M (F)yx V| —£

47 |r - |
V'x”ff(?i):V"TM_(F')—M(F)XV* _] _ :V'TM_(FHMU“)XV _1 :
|r —r'| |r —r'| [r —r'| ¥ —r'| |r —r'|
\ V‘, '1 ' :_V 'l '
7

() =] Vx| 200D fayrs [T S
4z |7~ 7| |7
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DENSIDADES DE CORRIENTE DE MAGNETIZACION

Si aplicamos el segundo teorema de Gauss:

Iﬂwﬂmﬁg 14,V x M (')

Ay =L For

4

4rc|F =7

Unitario de la normal
= >- exterior a la superficie
J =V %M
Y

/[
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DENSIDADES DE CORRIENTE DE MAGNETIZACION

% = j m dS J d f T 7]
A(?”) Ju(}-[ |;—r| ﬂOI m AV 7

A todos los efectos existe una
Densidad de Corriente de Magnetizacion:

J =VxM (A/m?) SV

Y una Densidad de Corriente Superficial de Magnetizacion
en la superficie de normal 7 :

—

J. =M xn (A/m) dS' =i dS’

S m

Nota la unidades de la magnetizacion son idénticas a las de .J S m

imé
amire d I P a Millan
Fl'sica 1l

artam

A\ o )
o ‘fcaian®
ento de Fisica Aplicada a las Ingen s Aeronautica y Naval L J

INTENSIDAD DE CORRIENTE TOTAL DE MAGNETIZACION
1, =p(M xii) -l + [ (Vx M) -7 dS = (M xi)- el + | M -dll =
L S L I
= (M xii)-Zdl+ [ M -(Fx )dl =0
L L

Intensidad que atraviesa la
seccion transversal S del conductor

T sale hacia fuera de la hoja

La intensidad de corriente total de magnetizacion es cero

J.C. Jiménez Saez
S. Ral mlr z de la Piscina Millan
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CAMPO MAGNETIZANTE (CAMPO H )

En presencia de corrientes de cargas libres de densidad

total J y de magnetizacionJ , la Magnetostatica se rige
por:

VxB=pu,(VxM+J)

Y por:

\ -
D. Fisica Faian
partamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval J

eparta

CAMPO MAGNETIZANTE (CAMPO H )

Se define el campo magnetizante ;7 como:

o

. B o~ . . .
et - B = p,(H + M)
0

Este campo verifica: V x H=J V-H=-V - M

El campo / depende Unicamente de las corrientes en
conductores y en materiales en movimiento con densidades
“artificiales” (véase la electrostatica).

Tradicionalmente al campo magnetizante se le conocia como
CAMPO MAGNETICO o INTENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO

J.C. Jiménez Saez 1 P

S. Ramirez de la Piscina Millan W .
U.D. Fisica Il f Fa,lam 3
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CAMPO MAGNETIZANTE (CAMPO [j[)
LEY de AMPERE en presencia de Medios Magnéticos

— —

VxH =J-> ¢H-dl=1I,,=§J dS
I S

La circulacién del vector H es igual
a la intensidad de corriente de cargas
libres

Permite el calculo del vector H en problemas de alta simetria
sin tener en cuenta las corrientes de magnetizacion

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan

U.D. Fisica Il FS:'E:‘!? -
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CAMPO MAGNETIZANTE (CAMPO H )

Para resolver los problemas de medios magnéticos se
necesita la relacion M (H ).

Usualmente la magnetizacion tiene una dependencia lineal
con el campo macroscopico.

Por tanto, basta conocer z,

—_—

M =yH =(u, -1)H

¥ = susceptibilidad
L. = permeabilidad magnética relativa

J.C. Jiménez Saez
S. Ramirez de la Piscina Millan
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CAMPO MAGNETIZANTE (CAMPO H )

Es decir:
B=p,(H+M)=puH=pypH

. >1 paramagnetismo

M, =1 . .
U, <ldiamagnetismo

Si |M |« |H | es posible despreciar los efectos
paramagneticos o diamagnéticos.

La relacién lineal NO siempre es cierta. En materiales
ferromagnéticos: U #cte; U= u (g )

J.C. Jiménez Saez 1 - -
S. Ramirez de la Piscina Millan M—". .
UD. Fisica I Fraian >
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DIAMAGNETISMO

Efecto de distorsion (materiales con atomos sin momento
dipolar permanente):

El efecto de un campo sobre el movimiento

electronico es equivalente a una corriente B
adicional inducida en el atomo. .
La corriente asociada tiene un momento  ;
dipolar de sentido opuesto al campo

debido a la ley de Lenz.

La sustancia adquiere una magnetizacién M opuesta al
campo. Se tiene que g < 1.

J.C. Jiménez Saez L =
S. Ramirez de la Piscina Millan = .
UD. Fisica Fraian
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PARAMAGNETISMO

Efecto de orientacion (materiales con atomos o moléculas
con momento dipolar permanente):

El campo externo produce un par que B
tiende a alinear todos los dipolos en la — >
direccion y sentido del campo.

m

Este efecto es mucho mas intenso que el diamagnetismo.

La sustancia adquiere una magnetizacién M en el mismo
sentido que el campo. Se tiene que g, > 1.

J.C. Jiménez Saez 1 )
S. Ramirez de la Piscina Millan — .
UD. Fisica I Fraian >
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FERROMAGNETISMO

La interaccion cuantica de espines electronicos produce
un alineamiento de momentos dipolares, y por tanto, una
magnetizacion de pequenas regiones microscopicas
llamadas dominios (~1 um).

En presencia de un campo externo, los dominios
orientados mas favorablemente a la direccion del campo
crecen a expensas del resto; ademas la magnetizacion
en los dominios tiende a alinearse con el campo.
Tenemos un IMAN.

Existe una temperatura, Temperatura de Curie, por
encima de la cual la sustancia se hace paramagnética (el
movimiento térmico vence a las fuerzas de alineacion).

J.C. Jiménez Saez 1 =
S. Ramirez de la Piscina Millan —. .
UD. Fisica Fraian
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FERROMAGNETISMO

Hay fendmenos irreversibles en el proceso de alineacion
(histéresis). La relacion entre M y H es compleja, y se
puede tener M # 0 sin fuente externa 4 = 0 (iman
permanente).

Sustancia Antiferromagnética: La interaccidon cuantica de
espines hace que los momentos dipolares sean
antiparalelos resultando una magnetizacion neta nula.

Sustancia Ferrimagnética: La interaccion cuantica de
espines hace que los momentos dipolares sean
antiparalelos, pero los momentos magnéticos orientados
en un sentido son diferentes de los orientados en el
opuesto, resultando una magnetizacion neta.

J.C. Jiménez Saez \ -
S. Ramirez de la Piscina Millan M—". .
UD. Fisica I Fkaisn®
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CAMPO EN LA SEPARACION DE MEDIOS

B‘ Superficie de separacion de dos medios
p )

gSé-dﬁ:o
S

B, -(—i)AS + B, -iAS =0

BZH _Bln :O

El unitario normal apunta hacia el medio 2.

Condicion de Contorno:
En la direccion normal el vector induccion magnética se conserva

J.C. Jiménez Saez L = -
S. Ramirez de la Piscina Millan = .
UD. Fisica Fraian
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CAMPO EN LA SEPARACION DE MEDIOS

Superficie de separacion de dos medios

(ﬁdgxﬁ = Idv VxH = Idvj
7 S v v

S|

------------- HAS x H, +(~1)AS x H, = eAS J

ix(H,—H,) =1in3eJ =J, — H,-H, =J

Condicion de contorno:

En la direccidn tangencial, la diferencia de componentes del
campo H es la densidad de corriente superficial libre

J.C. Jiménez Sa \ ;

S. Ramirez de la Piscina Millan \W—". .
UD. Fisica I ‘fraian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval J

DESARROLLO MULTIPOLAR PARA DENSIDADES

Haciendo el desarrollo multipolar del potencial vector para
densidades se demuestra que:

- / J(Fdv' .

A(F) =22 UV _ixv .
4r |r—r| 7r|r—rc
Aproximacion dipolar para densidades
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DESARROLLO MULTIPOLAR PARA DENSIDADES

A(F) IJ(F’)dv’

A

(r")

J

\

_./ _b_ > — _-_

Fc /_7’ d\’ ! ' —-‘ r = p p

Ny

R}
[l

N
|

-
/ — A5) =t J-J(r Ydv

J.C. Jiménez Saez T

S. Ramirez de la Piscina Millan } " :
U.D. Fisica Il ‘fraian
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DESARROLLO MULTIPOLAR PARA DENSIDADES

Desarrollando para g’ — 0

= — - — 1 ) —
A(p) = i‘; jJ(r')dv'[W+ |f)|3 5+ ]
v p

—

jj(i»")dvfz —jf»"(V’-j)dv': 0
) ) V'-J =0

Propiedad: /W =x'yz

[Jvipav+ [y -Tydv' = [v'-(Jy)dv'=§yJ-dS' =0
v v v S

J = 0 en la superficie /

S. Ramirez de la Piscina Millan E\- ' >
U.D. Fisica I ‘Kaian >,
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval L J
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DESARROLLO MULTIPOLAR PARA DENSIDADES

A(p) = [ 7

4 r
(p'x J)x L= (L pT - (L T)p
P P P
ﬁ I\ T / 1 /(_) N T 1 /5 T ' )5
— (L 50T = (L BT+ (D) (5 x Ty x
P P | P
1 0 N T 2) TN = '
— [ (LT + (L T)pyav =0
29 P P
E;[z:%Egnq: ::IaeF:iSsCica AN:)Ililcada a las Ingenierias Aeronautica y Naval \\Fafam ;

DESARROLLO MULTIPOLAR PARA DENSIDADES

Demostracion de la igualdad anterior (componente f):

T (L phi+ Loxyav' = [T - (L pi +x'V'( L p))av' =
p p . P p

7~

< C—

= jJ-V'(x’(%ﬁ'))dv'

Aplicando la propiedad vista anteriormente

[J-vi(x(2 -ﬁ'))dve/jx'(ﬂ- j

o V' Jdv' =0
3 3 /0
v P
V'-J =0
. —

J.C. Jiménez Saez

S. Ramirez de la Piscina Millan
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FISICA Il MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

DESARROLLO MULTIPOLAR PARA DENSIDADES

Ap) = 22[ 2 (5 Tyx Loav' -
4z s, ol

I . f r ’ H P = H /5
Iz(px e P P T

hoY
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DIPOLO MAGNETICO

POTENCIAL DE UN DIPOLO

DIPOLO: Circuito muy pequeino

4 I r

E(F):)uo E’[mgzm:?yJ,ug }:[???';ZH?_:X] /,{Ok[my ms.X']
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FISICA Il

DIPOLO MAGNETICO

MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

CAMPO DE UN DIPOLO

Calculamos la componente I de

B:
B(7)=V x| ogixl
r

J.C. Jiménez Saez
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DIPOLO MAGNETICO

CAMPO DE UN DIPOLO

2
m X
Sumamos y restamos: (—-3) ————
3
47 m (m x+m_ y+mz)x m,. 3(m-F)x
B, = =—5—(~3) 3 A 3
K 7 r r r

47 \ r v

B(r)-- 4o 5B
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FISICA Il MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

DIPOLO MAGNETICO
CAMPO DE UN DIPOLO

Otro método:
Teniendo en cuenta el desarrollo del doble producto:

Vx(ixb)=daV-b-bV-i+|b-V]i-[da-V]b

Vx(yom Xr_‘)= HoMi o T F o Mo +[r. _v}pom _[,uom .V] F

4 P 4 S 4 r e 4 4 P
e et A T
0 0
F o , x o .y 0 bz 1 3%"-% 1 3y y 1 3z z
Follegl = A el f el o S g S e
r cx r 6}’ r 6 z P r ¥ r r r r r r r
Es decir: B (7 Ho 1.~ r
sdecir: B (r) = - m -V |—
4 3
J.C. Jiménez Saez C o~
S. Ramirez de la Piscina Millan M=—". .
U.D. Fisica ‘fraian
Departamento de Fisica Aplicada a las Ingenierias Aeronautica y Naval ]

DIPOLO MAGNETICO
CAMPO DE UN DIPOLO

Recordando la definicion del operador (a-V)
(@-V)b=(a-Vb)i+(a-Vb,)j+(a-Vb )k
La componente sobre el eje X sera:

Hy - X
=l _—m .V —e—]
) ype (r3)

4 3 5
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DIPOLO MAGNETICO
MOMENTO SOBRE UN DIPOLO

Este resultado también valdria para una

m espira en un B uniforme
B
B uniforme El momento no
/ depende del
o o -~ D _ - 5 & punto respecto
F=§dF =I1§dixB=1(§di)xB=0 el o o6
calcula

f=f()=€i;FX(]dFX§)=n7ZXg

ez
a Piscina Millan

Pyl
[
3
=%
0

1l
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epartame

DIPOLO MAGNETICO
MOMENTO SOBRE UN DIPOLO

r =mxB
T =m Bsma (—u)

El momento tiende a poner el circuito de forma perpendicular
al campo

B >

m
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FISICA Il MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

DIPOLO MAGNETICO
MOMENTO SOBRE UN DIPOLO

Demostracion: %: <J'>;»'>< (dF x B) = 4}(3’ -F)dF—~<_f>(F-dF)§

| *~<

Efg(r drF)B = BCJ.) (V[ Jd;;) —( Diferencial exacta

d((B-7)F)=(B -

NN

YdF + (B -dF)F,,  $d(F(B7)=0

?:(ﬁ(?-ﬁ)df=—<]‘>(§'d’7)?

T 1 - = oL ~ rxdr -~ m

— == (~(B-dF)F + (B -F)dF) = -Bx =—Bx—

I 2 / 2 I
J.C. Jiménez Séez (g ;.)d}_". - (g . d}_;)F = (}7 X dF) X B- R~
E;[Saimrzqeri A’V;I)III ada a las Ingen s Aeronautica y Naval Fafam

INTENSIDADES LIBRES
EN MATERIALES NO
CONDUCTORES
Hilo infinito de densidad A por unidad de longitud con

velocidad Vv

V

Intensidad por movimiento de cargas creadas artificialmente

dg dq dz dq
dt  dz di dz

I=
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INTENSIDADES LIBRES
EN MATERIALES NO
CONDUCTORES

MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

Aro de carga Q uniforme con velocidad angular @ en torno
a su egje

1 o

dq dg db dq %
di do di dé’ 2

Z -
a Piscina Millan ‘ — y

sut ‘fcaian

e Fisica Aplicada a las Ingen s Aeronautica y Naval L J

DENSIDADES DE
CORRIENTE DE
MAGNETIZACION

Hilo de corriente de radio R, densidad libre uniforme y
permitividad /¢,

AH2rr=1

dentro

Z
JIF 1 -
H = =—Jr H = Hu,
_ . 2rr 2
Hacia afuera de la hoja
Ir
2 -
[=[JdS=JzR® —— H=——
27 R
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FISICA Il MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

DENSIDADES DE
CORRIENTE DE
MAGNETIZACION

Hilo de corriente de radio R, densidad libre uniforme y
permitividad g,

ﬂrzuoh'
B=u g H =
Jui /‘lO 2 R
M = (u —1yH =W DI
' 27 R’
(e, -DIR _ (u, - DI

S 27 R? 27 R
Sentido hacia dentro de la hoja js = M 7 N
Egi’”& I(E ;F:: /i/::lénd a las Ingenierias Aeronautica y Naval FS:'EM?
FERROMAGNETISMO

Cilindro finito uniformemente imanado
M =(u, -1)H pu, #cte
=uH p=u(H)
Y =
v ~ El campo B de un cilindro uniformemente

i imanado en la direccion de su eje de
dl {M - Q | simetria es idéntico al de un solenoide de
s n espiras por unidad de longitud de las
: < =
/‘@/ mismas dimensiones por el que circula
L

Suponemos un material ferromagnético:

una intensidad | tal que:

J,'??:VXM26

— —

J.S’m =M xn —’J.S'm :M\

J j Fdl— nbl=Js L—J, =nl=M

S m S m
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FERROMAGNETISMO

MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

Electroiman toroidal de N espiras con entrehierro de
longitud L (material ferromagnético)

V-B=0—> Igd§ =0—> B,S, =¢, =¢, = B_,S, Entrehierro
s

/

B, =B
B,=u,H, (vacio)
B, = . LH,;+M,)

e

i1 , =5 M ;

VxH=J— ¢H-dl = > (27R-L)H,+LH, = NI
r

C. Jiménez Sa
m

ez o T -
mamrezsenpacna i Al SET ferromagneético: B, = uH, pu = u(H) Do
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