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Operadores Diferenciales

PROBLEMA RESUELTO 2.1

Dado el campo vectorial V =& x 7 siendo & = wk y 7 el vector de posicion.
Se pide:

1) El gradiente del médulo. z

2) La divergencia del campo.

3

—_—— =)

)
)
) El rotacional del campo.

4) Calcular el flujo del rotacional de V a través
de la superficie encerrada por la circunferencia
' de la figura, de radio R y centrada en el
origen. El sentido de recorrido de la circunferencia
determina el sentido del diferencial de superficie
de acuerdo con la regla de sacacorchos.

5) Verificar que se cumple el teorema de Stokes.

SOLUCION 2.1

La expresion del campo en funcion de coordenadas cartesianas es:

7 4
) T 7k
V=dx7=|0 0 w|=w(-y'+x))
oy z .
— I
Calculamos el médulo ’V’ = w\Vy? + x? P Y 9”9
X/ x ___1 _______
u,
Utilizando coordenadas cartesianas:
2 _ 5‘V‘a a\v( L (at+y))
V’V‘ = 72—{—7]—w71/2
Ox Ox (22 4 42)



FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.2

Se puede obtener en coordenadas cilindricas: “7‘ =wyVy?+ 22 =wp

ﬂ

‘V‘ U, = wii, donde el unitario radial de coordenadas cilindricas es:

(x7+ y))

ﬁp = COS 077"_ Sin 072 W

T+ 2=
p

b\%

Las superficies equiescalares son cilindros cuyo eje de simetria coincide con el eje Oz. El
gradiente es normal a las superficies equiescalares. Por tanto lleva la direccién del unitario
radial de coordenadas cilindricas.

“7‘ :w\/m:wp:cte

Obtenemos la divergencia en coordenadas cartesianas:

Vet Ty

V.V:&”c dy

Es pues un campo solenoidal que carece de fuentes (puntos donde nacen lineas de campo).
Expresado en coordenadas cilindricas el campo quedaria:

V = w(—psin 07+ pcos 07) = wpiiy

Por tanto las lineas de campo giran en torno al eje Oz.

-
S = El rotacional en coordenadas cartesianas es:
i) (|
—y o 0 o] o) _ 7
/ - —wy wzr 0
Y
’f/ No es un campo conservativo.

|

Calculamos el flujo a través de la circunferencia centrada en el origen. El area encerrada
mas simple es la del circulo. El diferencial de superficie en este circulo es: dS = dSk

Dado que el rotacional es constante, el flujo queda:

0= [VxV-dS =V x V-5 =28 =20rk?

El teorema de Stokes afirma que el flujo del rotacional es igual a la circulacion del campo. Al
tratarse de una circunferencia usamos coordenadas cilindricas: dl = Rdf1y

21T
/v><V-d§=j{V-df:/wRﬁ0Rd9ﬁ9:2mR2

0

i El sentido de giro de la curva I' determina los limites de integracién de 0 a 2.

e |
4, ) T




FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.3

PROBLEMA RESUELTO 2.2

Sea el campo el vectorial A = a4z + 2y + 32)7+ Thsin(z2)7+ c(—z + y)k

Z F
dS

Calcular el flujo a través de la superficie de una esfera de

@@ radio R centrada en el origen (superficie S y volumen V). _
'."_.. =
X

-5  SOLUCION 2.2

) Utilizamos el teorema de la divergencia:
L . 4

/A LdS = /VA AV = / (da—0)-aV = (4a =)V = (da— ) g7

= S v Vv

Z2 PROBLEMA RESUELTO 2.3

@ Dado el campo vectorial A = acos 27+ by — 2))+ 8zk.

i z4 _

i)

&) Calcular su circulacién en la circunferencia I' de la figura
-y de radio R, situada en el plano x = 0, y cuyo centro

@ coincide con el origen. El sentido de circulacién se muestra .
en la figura. Y

SOLUCION 2.3

Utilizamos el teorema de Stokes. Calculamos el rotacional del campo vectorial.

—

Vx A= =0y

o 7

J
El
9y

Flo =y

acosz bly—=z) 8cz

La superficie mas simple encerrada es la del circulo. El sentido del diferencial de superficie que
corresponde de acuerdo a la regla del sacacorchos al sentido de circulacion es: dS = dS7.

}Kﬁ.df:/vxA’.d§=/b7-ds¢:bS:wa2
T S S
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FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.4

PROBLEMA RESUELTO 2.4

Dado el campo vectorial H = a7 siendo 7 el vector de posicién y una circunferencia de radio
R, situada en el plano x = ¢, y cuyo centro coincide con el eje Oz (véase figura).
Se pide:

1) El flujo a través de la superficie abarcada por la
circunferencia.

2) Su circulacién a lo largo de la circunferencia.

SOLUCION 2.4

El campo en coordenadas cartesianas queda: _‘.Z 1
TR
H = ar = a(xi+ yJ+ zk) g
dl
Calculamos el flujo a través de la espira teniendo en ‘
cuenta que el diferencial de superficie es: dS = dS7 = /> Y
dS _
/ﬁ - dS = /axodS = axom R
S S
X

Para calcular la circulacién utilizamos coordenadas cilindricas dado que su geometria es la que
mejor se adapta a la curva:
dl = RdOiy

siendo: 1y = — sin 07’4 cos 07 el versor azimutal de las coordenadas cilindricas.

El campo en coordenadas cilindricas es:
H = oF = a(a7+ Ri,) = a(aT+ Rcos 07+ Rsin 0k)

La circulacién resultas:
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PROBLEMA RESUELTO 2.5

ol Dado el campo vectorial H = —4az7— 16by 7, probar que es un campo conservativo.
) Calcular el potencial del que deriva (H = V¢ ).
= Obtener la integral de linea entre los puntos (0,1,0) y (2,-1,0).

a9 SOLUCION 2.5

= Para probar que es conservativo obtenemos el rotacional y comprobamos que es cero:

I
I

Para obtener el potencial podemos aplicar dos métodos.

an = El primero resuelve las ecuaciones:

,_:,-1 —dar = gi — ¢ = /—4axdx = —2ar* + Cy(y, 2)

ez )0,
—16by =
o 4 dy

— ¢ = /—16bydy = —8by* + Cy(z, 2)

—

2 Las constantes se obtienen por tanteo para lograr que se cumpla la ecuacion: H = V.

¢ = —2ax® — 8by* + C

da a

@

WET

=

La constante C' no depende de las coordenadas.

&
8 Lo

i

=

o

= Otro método para obtener el potencial es utilizando la integral de linea. Asignamos al
origen el potencial ¢yg.

NS

o

(xy,2) (,9,2)
¢ = ¢(0,0,0) + H - dr = ¢o+ (—dazxdr — 16bydy) = ¢o — 2ax* — 8by?
(0,0,0) (0,0,0)

P - S
qu—"ll'.-"- )
H

= [Eh
-:f]'e_'-'_s L |

o

Para calcular la integral de linea entre dos puntos utilizamos el potencial:

-]

(2,71,0) 5 (2,71,0) (2,71,0)
/( H-dF:/( Vqﬁ-dF:/ dé = $(2,—1,0) — ¢(0,1,0)

0,1,0) 0,1,0) (0,1,0)

Py
fi |

13 RS~ ]

&=
W
|

Gy

(27_170) —
/( H-dif = —8a—8b+8h = —8a

0,1,0)

=TT IS
)




FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.6

PROBLEMA RESUELTO 2.6

Dado el campo vectorial H= —aa:3z_'+26yf+3bzl§ . Probar
que se verifica el teorema de la divergencia en un cubo de
lado 2L cuyo centro geométrico se encuentra en el origen 2L

de coordenadas. Y
X
SOLUCION 2.6
Calculamos la divergencia del campo:
VA
-~ OH. 0H, OH
V-H=""" k = —3az” + 5b
o7 + ay + oy ax” +
N La integral de volumen de la divergencia se calcula usando
Y un diferencial de volumen que dependa exclusivamente de

dv x ya que asi lo hace la divergencia:

X AV = (2L)(2L)dx

De esta manera la integral tiple se convierte en una integral de una tnica variable:
L
/ V. Hdv = / (—3az? + 5b)AL%dx = —8L%a + 40L%
1% “L

Para calcular el flujo debemos tener en cuenta las seis

7 caras del cubo y diferenciales de superficie en cada una

ds ka t de esas seis caras. Dado que el campo es constante en
= I ds. 7 cada una de esas caras tomamos diferenciales genéricos:
5 W o o o
s, ;L . dS = dS,.1; dS = dS,.(—7); dS = dS,.]
il d§ = dS,.(=]); dS = dS,,k: dS = dS,,(—F)

%

Los diferenciales de superficie apuntan en cada cara hacia fuera de la misma.
El flujo a través del cubo seria:

b= / i-ds
s
Integrando separadamente para cada cara y haciendo los productos escalares quedaria:

0= [—al¥dS,, + [—al¥dS,, + [2L6dS,. + [20bdS,. + [ 3LbdS,. + [ 3Lbds,.

¢ = —8aL® 4+ 16L%b + 24L3b = —8aL® + 40L>b

Fraisn



FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.7

PROBLEMA RESUELTO 2.7

Y,
_____ (1,4,0)
E Dado el campo vectorial H= axyi+ba? f+022E, calcular la integral
! de linea entre los puntos (0,0,0) y (1,4,0) a lo largo de la recta
@@ i que une los dos puntos.
(0,0,0) X

SOLUCION 2.7

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos mencionados: y = ax + b
Imponiendo las condiciones:y(z = 1) =4, y(x = 0) = 0 se tiene: y = 4z; 2z =0.

Realizamos la integracion utilizando coordenadas cartesianas:

dl = dz7'+ dy7+ dzk

:, /F[ . df:/axydx+/bx3dy

L) Sustituimos que el dy = 4dx, de manera que:

1 1
— — 4
/H-dl:/ax24dx+/bx34da::ga—i—b

0 0

Obsérvese que el sentido de recorrido va en los limites de integracién, de esta manera si se
pidiera la integral de linea del camino de (1,4,0) a (0,0,0) se deberia haber hecho:

4
/H di :/a:c24dw+/bx34dx—§a+b

Para curvas mas complejas definidas por un parametro se recurre al siguiente procedimiento:

y =4t
r = donde t es el parametro que en este caso variaria de 0 a 1 para recorrer la curva.
Z =
dy = 4dt
Los diferenciales quedarian: ¢ dx =dt . Sustituyendo en la integral:
dz=0

t=1
L da
/ f-dl = / axydat / b dy — / ade2dt + / bttt = =+ 4

t=0

‘Kaisn
)



FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.8

PROBLEMA RESUELTO 2.8

Dado el campo vectorial H = azy? , calcular el flujo a
) Iy : 0.0.4)
través del triangulo de la figura situado en el plano x = 0
y que corta el eje Oy en el punto y = 1 y el Oz en el
punto z = 4. Considérese positivo el flujo en el sentido
positivo del eje Oz.

Realicese el mismo ejercicio para el campo H = ay7.

><V

(0,1,0)

SOLUCION 2.8

La dificultad en este caso estriba en que no es posible elegir como diferencial de superficie
ni dS' = ydz7ni dS = zdy7 pues el campo depende tanto de la variable z como de la variable
y. Por tanto en este caso el diferencial de superficie debe ser:

dS =dzdy7

Por tanto debemos resolver:

/ﬁ-dgz / azydzdy
& S S

ZA
e La ecuacion que delimita el lado inclinado del triangulo
0,049 es: z = —4y + 4 (Esta ecuacién se calcula partiendo de
— una genérica z = ay + b e imponiendo que z(y = 0) =4
yz(y=1)=0).

Procederemos integrando la variable z en primer lugar y
luego la y, aunque se puede proceder también a la inversa
(teorema de Fubini). Para una determinada posicién y la
variable z toma valores entre 0 y —4y + 4. La variable y
debe tomar todos los valores posibles para reconstruir el
triangulo, por tanto, debe variar entre 0 y 1.

dy (0,1,0) Y

La integracion en el flujo siempre se hace de menor a mayor.

1 —dy+4 Lo 1
/FI .dS = /aydy / zdz = / %(—41; + 4)2 = /Saydy(l + 9% — 2y)
5 0 0 0 0

1 2a

1
/ﬁ-d§:/8ady(y+y3—2y2):a(6—§):§
S 0
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ZA

(0,0,4)

z=-4y+4

v

a (0,10 Y

Si el campo es H=az y 7 se puede tomar como diferencial de superficie: ds = z dy 7 ya que en
todos los puntos de dicho diferencial el campo toma el mismo valor, de manera que:

1 1 1
/ﬁ-d§:/ayzdy=/ay(—4y+4)dy=/4a(—y2+y)d9
S 0 0 0

5 S 1 1 2a
H-dS=4da(—=+ ) ==
S/ A=3+3)=3

‘FRSisn )
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FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.10

PROBLEMA RESUELTO 2.9

Y

Dado el campo vectorial H = axT+ cak , calcular
el flujo a través de la superficie S del tridngulo de la
figura que corta a los ejes coordenados en los puntos
(b,0,0),(0,b,0) y (0,0,b). Calcular la circulacién a lo
largo del contorno I' de dicha superficie suponiendo
que se recorre antihorariamente desde el punto de
vista de observaciéon de la figura.

L e .(byo,o) >
(0,0,b)

VA

SOLUCION 2.9

S,

(0,0,b)

Para obtener la solucion y ante la dificultad de parametrizar el diferencial de superficie, si no
es por cambio de coordenadas, optamos por aplicar el teorema de Gauss (o de la divergencia) a
un volumen V definido por las caras planas triangulares contenidas en los planos coordenados
que determinan los puntos (0,0,0), (b,0,0),(0,b,0) y (0,0,b) ademés de la superficie dada.

—

La divergencia del campo es: V- H = a

La integral de volumen resulta:

- 1 1
/V -HdV =aV = ag(Area base) Altura = a6b3
s

El flujo del campo a través de las tres superficies de la figura de diferenciales:
dgl = dSl(—f)

dSy = dS(—7)
dSs = dSs(—k)
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FISICA II Problemas Resueltos: Operadores Diferenciales 2.11

Resulta ser:

¢1:/ﬁ-d§1:/0d51:0
S S1
¢2:/FI d§2:/0d52:0
So Sa
b b
S 9 b3 b 51
¢3:/H~d83: —/cxydx: —/cx(—x+b)dx:/c(:v —bx)dx:cg—ci = —cb 8
S3 Ss 0 0
Donde hemos tenido en cuenta que la ecuacion de la recta que define S5 es:
I ; / oo 1
/H ~dS3 = — /c:vydx =— /cx(—m +b)dx = /c(m2 —bx)dr = cg —Cy = —cb?’é
A S3 0 0

El resultado pedido aplicando el teorema de la divergencia y descomponiendo el flujo en suma
de flujos es:

L } 1
¢—!H.dS—V/V-HdV—¢1—¢2—¢3—G(ab3+cb3)

Calculamos la circulaciéon a lo largo del contorno
dividiendo la curva en tres tramos:

/]:7 cdly = /(ax?—k cxk) - (daT+ dzk) = /(amdm + cxdz) =
s

) s
b 0 0
b? b2 b p? b
:/a:cdsc—l—/cxdz:a§+/c(—z—|—b)dz:a§+c§_cb2:aé_cg
0 b b
donde hemos tenido en cuenta que la ecuacion de la curva es © = —z + b.

0 2
/ﬁ Cdly = /(azi’+ cxk) - (daT+ dyj) = /axdx = —ab2
I3 I's b

Obsérvese que el sentido de circulacién va en los limites de integracion.
Sumando los tres resultados se obtiene:
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PROBLEMA RESUELTO 2.10

Dado el campo vectorial H=axT+cxk , calcular el flujo a través de la superficie S de un
cilindro de radio R cuyo eje de simetria coincide con el eje Oz situado entre los planos z =0y
z = H. Calcular la circulacién del campo alrededor de la circunferencia I'" de radio R situada
en el plano z = 0 y recorrida en el sentido horario vista desde el sentido positivo del eje Oz.

6 sin26

] Ayuda: / cos’0dh = 2 + 1 +C
SOLUCION 2.10
Z4 Pasamos el campo a coordenadas cilindricas:
/.—F"_'_“_‘_"'-—..\ . . .
[ ,/-""" H = axt’+ cxk = aR cos 07+ cxk
]
o
g Como diferencial de superficie tomamos:
. q
1 | 45 dS = HRdOi, = HRd(cos 67+ sin 67)
”
”
7 - Realizamos el producto escalar:
& i, < 5 d
0 P H - dS = aHR*cos*6db

Integramos para obtener el flujo, los limites de integracion siempre se toman de menor a
mayor:
2

/ i ds = / aH R2c0s20d0 — ol R
S 0

Z |
Calculamos la circulacion sobre la circunferencia de
radio R. dl
El diferencial de longitud es ahora: .
Uy
. o) ST
dl = Rdfiy = Rdf(—sindi'+ cos 6)) 10 %
X
Realizamos el producto escalar:
oy g 2 . CLR2 .
H -dl = —aR* cosfsin0df = 5 sin 20d6
Realizamos la integracion:
—27
- o R? R? _ R?
j{H dl = / _aT sin 20d0 = aT cos 20), " = GT(l —-1)=0
r 0

Obsérvese que el sentido de circulaciéon se pone en los limites de integracion, no en el diferencial,
a diferencia de lo que ocurre en el flujo.

“fraian
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