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Electrostatica de dieléctricos

PROBLEMA RESUELTO 5.1

Se tiene un dipolo eléctrico de momento dipolar p'= pj'situado en el origen de un sistema

de referencia. Se pide:

1) Calcular la fuerza eléctrica que ejerce sobre una carga puntual de valor ¢ situada en un

punto P(0,d,0) del eje OY para d >> 0 (primera posicién de Gauss).

2) Calcular la fuerza eléctrica que ejerce sobre una carga puntual de valor ¢ situada en un

punto Q(0,0,d) del eje OZ para d >> 0 (segunda posicién de Gauss).

3) Calcular el trabajo realizado por el dipolo para mover la carga anterior desde el punto P
hasta el punto Q.
4) Calcular el trabajo realizado por el dipolo para mover la carga anterior desde el punto P
hasta el punto R(0, —d,0).
SOLUCION 5.1
Zs
s s i ,__!?Q:LQ__.__H‘H T §
|: ) -7 E i T -_\_\ l|
e e e
R E ’,r' p P E .}
".;c
El campo creado por un dipolo eléctrico es:
1 (B3
E = S T A
() 4reg ( r3 * rd
Sustituimos el momento dipolar y la posicién del punto P:
S w1 i 3py?) 1 (2p) - L (2], >0
E(r=yj) = 4 <_pj3+ py5j> T <p3> - 27r601(2”3)1) - y
meo \ [y[” [yl mo \ [y 5 (&)7, y<0

ﬁ:qE(F:

QU

h=5 (B)7
27T€0 a3
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FISICA 11 Problemas Resueltos: Electrostatica de dieléctricos

5.2

Sustituimos el momento dipolar y la posicién del punto @:

T pj 1 (p\-
B(F = 2k = N P
=B = () = e (45)

IR o N 1 P\ -
Fabr=db =1 (5)i

Calculamos el trabajo a partir del potencial.

El potencial de un dipolo es:

- Y N
W=—qV(Q) - V(P)) = —a(0— =) = 1

El trabajo para desplazar la carga desde P a R podemos calcularlo también integrando el

campo a lo largo de un camino sencillo como una linea recta sobre el eje Oy.

El diferencial de linea seria:

R -
W:—q/E-dF:—q/
271'50
P d

0
1
W P

 dmey y?

gp 1

4 " Ameg 12

0

P > 1 P y
£ dy———q/ ()dy—l—q/

3 3
(|y| 5 2meg \y , 2me

A partir de la expresion del potencial de un dipolo se observa que el potencial es antisimétrico

en torno al plano y = 0.

K
=TT IS
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PROBLEMA RESUELTO 5.2

Un condensador cilindrico de longitud L, radio interior R; y radio exterior R, esta relleno
de dieléctrico de permitividad relativa constante ,. El condensador se encuentra conectado a
una bateria de potencial V', estando la armadura exterior a mayor potencial que la armadura
interior.

Despreciando los efectos de borde debidos a la longitud finita

del condensador para poder suponer constantes las densidades de R

carga, calcular:
1) El campo eléctrico y el potencial en todas las zonas del espacio.

Témese potencial cero en la armadura exterior V(r = R,) = 0.

2) La densidad superficial y volumétrica de carga de polarizaciéon
del dieléctrico. Compruébese que la carga de polarizacion total

€S Ccero. YK /

3) La capacidad y energia almacenada.

Nota: Considérese nulo el campo en la parte exterior del condensador.

SOLUCION 5.2

Aplicamos el teorema de Gauss para el vector desplazamiento eléctrico D en cilindros de altura h
y distinto radio r situadas en las zonas:

e - Zona A: r < R;
s :‘--?.'_"::ql Zona B: R;<r<R,.
il |
v - I Zona C: R.<r
Mot St
\'-———'-/

Todos los campos tienen simetria cilindrica radial: D = Du,; FE = FEiu,; P = Pu, siendo u,
el vector unitario radial de coordenadas cilindricas. Vamos a llamar ); a la carga que adquiere la
armadura interior y Q). a la carga que adquiere la armadura exterior.

= En la zona A no se encierra ninguna carga, por tanto el vector desplazamiento y el campo
eléctrico son cero. Por tanto:
Dp=0—>FE,=0

= En la zona B se encierra la carga de la armadura interior @);. En el teorema de Gauss del vector
desplazamiento no se tienen en cuenta las cargas de polarizaciéon. La carga encerrada en una
superficie gaussiana de altura h es, dado que la distribuciéon es uniforme, la densidad de carga
en esa direcciéon por la longitud:

e,

i D i
Dpg2nrh = i7 @ B @

= — Ep =
2nrL B

Dp = =
o€y  2megerrL
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= En la zona C se encierran las cargas de la armadura interior ); y exterior QJ.. No se tienen en
cuenta las cargas de polarizacion. El campo nos dice el enunciado que es cero.

0=Dc2rrh = Qi+ Qe = Qi = —Qe
La polarizacion en el dieléctrico es:

(57" 1)@1
P = r—1)Eg=——""""
ol )Es 2me,rL

La carga de polarizacién en la superficie exterior del dieléctrico se obtiene a partir del vector

polarizacién proyectandolo en la direccién de la normal a la superficie:

JP(Re) = ﬁ(Re) CMegt = (Er — 1)QZ

e R ) PZPUT? Negt = Uy
T €

Y en la superficie interior:

. ~ er — 1)Q; . -
op(Ri) = P(R;) - ling = —w; = Nint = —

La densidad volumétrica de carga de polarizacion es:

e 18(rP)__18<( 2—1)LQ1> .
TEy

pp:_v'

r Or ror

Se comprueba que la carga total de polarizacion es cero:

op(Ri)L27R; + 0 (Re)L2T R, = 0

Para calcular los potenciales integramos desde r = R. (punto
: origen de potencial) mediante una curva radial (en cilindricas)
I 3 V(R)=0 hasta diferentes distancias r del eje de simetria de la distribucién.

Para la zona B se tiene:

Qi / Qi ( r )
- | = gy = — In( —
Vs (r) 2mepe,rL " 277505TL 27TE()ETL . R,

e

Para la zona A se tiene que el potencial es constante dando que el campo en esa zona es cero:

R; r R; Q Q R
A Brdr— | Exdr = — | — %" gr— %t (Z)
/ Bar /\é/ " 2mepe,rL " 2mege, L . R,

R R 0

€
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5.5

La diferencia de potencial entre armaduras es:

i R;
V=Vp Vi, = Vs(R) = %EQongn (R>

La carga que adquieren las armaduras es:
V2weoe, L
Q=T
In (E)

La capacidad del condensador, teniendo en cuenta que ); es negativa, es:

- —Qi _ 2meoe, L 2meoe, L

Vv - In (%) B In (%‘:)

Finalmente la energia electrostatica almacenada en el condensador es:

>0

La energia electrostatica se puede calcular también por integracién en las zonas donde hay campo:

1 i Q; \? 1 Q2 e d
Lo . , -
U—/D.Ed—/< ’)2 Ldr = —=<i [ =
c7 3 YT ) o) 0, T T degenl ]
v R; R;

Q7 I <Re> _ eog,mLV?

L= e

4egermL R; In (%)

‘Faian’
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PROBLEMA RESUELTO 5.3

L]
| i | A‘
= Se tiene una hilo de longitud infinita conductor con seccién circular
%@ de radio despreciable, y cargado con densidad longitudinal A, situado
&= en el eje OZ. Rodeando a este hilo, y concéntrico con él, existe otro
&= conductor de longitud infinita en forma de superficie cilindrica de radio
@ R y densidad superficial de carga o. El hueco interior se encuentra
=2 relleno completamente de un dieléctrico lineal de constante dieléctrica
"55 € = g0 (1 + *"/R) siendo r la distancia al eje del cilindro.
o
&) Se pide en funcién de la distancia al hilo 7:
B
f?:af; 1) Campos de desplazamiento D(r), eléctrico E(r) y de polarizacién P(r) en todas las regiones del
espacio.
@i
Bﬁjg 2) Valor de la densidad superficial de carga o para que el campo en el exterior sea cero.
By
ﬁ'@,’- 3) Densidades de carga de polarizaciéon superficial en la superficie del cilindro y volumétrica en su
= interior.
@ ,
B3 4) Potencial eléctrico en todas las regiones del espacio tomando V(r = R) = 0.
{g
‘%ﬁ Avud / dx 1 I 2ax + b — Vb? — dac
i uda: = n
= v ax?+br+c b2 - 4dac 2ax + b+ Vb% — dac
I SOLUCION 5.3
o
2z Aplicamos el teorema de Gauss para el vector desplazamiento eléctrico D(r) en cilindros de altura
ﬁ h y distinto radio r situadas en las zonas:
it Zona A: r>R
’”%_’—;"3 Z B: R
% ona B: >
Bz
A . ., .,
@ Todos los campos tienen simetria radial: D = Du,; FE = FEu,; P = Pu, siendo u, el vector
r%“‘—:i:-j unitario radial de coordenadas cilindricas.
&)
':g
@) -En la zona A se encierra carga correspondiente al hilo. De esta manera
E se tiene:
@ DA27rh = Ah
T A A
= Dp=——FEs= =
e AT 9y A7 2mre 2rrep(l1 4+ ar/R)
£,
@
ﬂ:J Para que el campo en el exterior sea cero tiene que ser: 0 = —\/27R
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-En la zona B se encierra carga correspondiente al hilo y al cilindro. De esta manera se tiene:

Dg2nrh = Ah + oh27R

L
;21:;: DB:)\—I-J27TR_>EB:&:)\+U2WR
e 27r €0 27reg

e Para que el campo en la zona B sea cero tiene que ser: 0 = —\/27R
)
B La polarizacion en el dieléctrico es:

s Mar/R) A
o= P= —1)Ey = =
foler =1 Ba 2nr(1+ar/R)  27R(1+ ar/R)

o La carga de polarizaciéon en la superficie exterior del dieléctrico se obtiene a partir del vector
polarizacién proyectandolo en la direccién de la normal a la superficie:

L)
] Ao

& —P(R) 7y = —
op(R) (R) - Tlext 2R+ a)

By La densidad volumétrica de carga de polarizacion es:

o= B 19(rP) 10 < Ara ) _ 1(Aa27R +a27r) — Ara?27)
r

& pp=—V-I= r or  ror \2rR+ a27r (27 R + a2nr)?

% o2 R
C_; pp = — 3
= r(2r R + a27r)

(iG] Para calcular los potenciales integramos desde » = R (punto origen de potencial) mediante una curva
radial (en cilindricas) hasta diferentes distancias r del eje de simetria de la distribucién.

A
(] Para la zona B se tiene:

e [ A+ 027R , A+ 027R r
- Vi(r) :—/—dr = L
R

27r'eg 27reg

oiice

3y

Para la zona A se tiene:

V(R)=0

IC

A . Rx 1 ,

Al A 2nr'eg + 2w %ega/ R " 2ameg J (R/a)r! 4 r'? "

(=]

4 {’7-73
1S

e

&

Haciendo uso de la ayuda:

@

@

r

_R)\/ 1 dr'——)\ln< v )
2a7r€0R (R/a)r! + r'  2meg "+ R/«

Valr) = _27?50 <ln (aral R> —In (ai 1>>

Va(r) =

R

=7

@
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PROBLEMA RESUELTO 5.4

Se tiene una corteza esférica dieléctrica de radios R y 2R
de permitividad relativa €, = 2 y cargado con una densidad
volumétrica uniforme de carga p.

En su interior se encuentra una superficie esférica metalica de
radio R, cuyo centro coincide con el centro del dieléctrico y
cargada con una densidad o.

Calcular en todo punto del espacio en funciéon de la distancia al origen r el potencial, el campo
eléctrico, la polarizacion y las densidades de carga de polarizacién.

(Nota: Considérese nulo el potencial para r — co).

SOLUCION 5.4

Aplicamos el teorema de Gauss para el vector desplazamiento eléctrico D en superficies esféricas
de distinto radio r situadas en las zonas:

Zona A: r< R
Zona B: R<r<2R
Zona C: 2R <r

Todos los campos tienen simetria radial: D = Du,; FE = Eu,; P = Piu, siendo i, el vector
unitario radial de coordenadas esféricas.

= En la zona A no se encierra ninguna carga, por tanto el vector desplazamiento y el campo

eléctrico son cero:
Dp=0—>FE,=0

= En la zona B se encierra carga correspondiente a la densidad p y toda la carga correspondiente
a la densidad o.

De esta manera se tiene:

4 4
Dpdrr? = o4nR* + p(gwr?’ - §7TR3)

oR? P

7 + ﬁ(’r?’ — Rg)

Dp =
El campo eléctrico en esa zona seria:

DB N 0’R2 1%
coer  2e0m?  Begr?

EB = (7“3 — R3>
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La polarizacién es entonces:

oR* p 3
P—eo(sr—l)EB—ﬁ—i-ﬁ(r —R?)

La carga de polarizacion en la superficie exterior del dieléctrico se obtiene a partir del vector
polarizacién proyectandolo en la direccién de la normal a la superficie:

o TpR -

Upezt:ﬁ(2R)'ﬁemt:§+ﬂa P:Pﬁra ﬁemt:ﬁr

Y en la superficie interior:
- . g

Upint:P(R)'nint:_z; P:Pura Nint = —Ur

La densidad volumétrica de carga de polarizacién es:

2 2
pp:_v.p:_ia(r P):_18<JR +6( R3)>:_p

r2  Or r2 Or 2

= En la zona C se encierra toda la carga correspondiente a las densidades p y 0. De esta manera

se tiene: 4 4
Dcdnr? = o4 R? + p(gw(QR)S — §7TR3)
oR*  p o3
Do =—+ —("R
C r2 + 32 ( )
El campo eléctrico en esa zona seria:
D R?
Bo=-2¢=7" 1 (TR?)

€0 507'2 350r2

Para calcular los potenciales integramos desde infinito por una curva radial hasta diferentes distancias
r del origen de la distribucién. Para la zona C se tiene:

oR? oR? p 1
Ecdr! / TR | dr' = [ — + —(7TR*) | =
/ car (607“ 2 R 360’/“ ( )> " < €0 + 360( ) T

Para la zona B:

oR 1
Ecdr' — | Egdr’ = | — + =—(TR%) ——/Ed’
/CT /B’r <0+350< >2R 2RBT

oR? 1 p 2 o Rp
Vg = - — = —(17R* — - =
B 450 (7’ R) + 1250( ™) 6eg 7

Particularizando para r = R obtenemos el potencial en la superficie
metalica.
oR 4R?p R2 B @ TR%p

VB(R) - 4760 + 380 680 460 650

P =y
‘Faian
)
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PROBLEMA RESUELTO 5.5

Se tienen tres conductores planos de superficie muy grande A, dos muy
y 4 estrechos situado en © = 0 y © = a, y el tercero de espesor b situado
Q entre xt =2ay ¢ = 2a +b.
Los conductores estan dispuestos simétricamente en torno al plano X Z.
€, El conductor en x = 0 se encuentra a potencial cero, el conductor en
x = a tiene carga @) y el conductor de espesor b se encuentra a potencial
V.
_____ _» Ocupando el espacio entre x = a y * = 2a hay dos dieléctricos de
X permitividades relativas €,1 = 4 y £,0 = 2 colocados segin se muestra
en la figura.
€, Se pide:

1) El potencial y el campo eléctrico en todas las regiones del espacio.
a a b 2) El vector polarizacién y las densidades de carga de polarizacion.

3) La energia almacenada en el sistema.

(Nota: Considérese nulo el potencial para x — —oo y V para z — +00)

SOLUCION 5.5

Trabajamos con unidades fundamentales SI. En la figura aparecen las zonas del espacio que
podemos definir.
Aplicamos el teorema de Gauss para el vector desplazamiento eléctrico D en cilindros de base S
paralela a los planos.
En una de sus bases el campo debe ser cero para poder calcular el campo en la otra que tiene una
posicién .

Distinguimos las siguientes zonas donde puede estar el cilindro en
funcién del valor de x e y:

0<z<a,y>0:zona A,

0<x<a,y<0:zona Ay

Fory

@

= a<x<2a,y>0:zona B,
@) a <z <2a,y<0:zona By
&=

o L7z

= 2a < x < 2a+b:zona C
e

= x < 0:zona F

bt

4] 2a+b < x :zona G
&=

-

i

&, . — .

AR Todos los campos por simetria tienen inicamente componente x:
W

Py

(.)]p
o
I
-
=4
&=
I
&
a1l
I
T
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Dado que fuera de las placas conductoras no hay diferencia de potencial el campo en las regiones
F, v Fy es nulo:

0
0= V(0) — V(—o0) = / Ep,dz —Ep, = 0

o0
0=V(0)—V(2a+b) = / Egdx —Eq =0
2a+b

Por la condicién de contorno podemos calcular la densidad de carga en la cara 2a-+b:
030t = B i =0

v

Siendo 77 la normal exterior, por tanto: 7

En el interior del conductor el campo es cero y el potencial es constante, por tanto:

Dc=0—>EC:0—>Vc:V

'r_ﬁ y f Colocamos superficies gaussianas en forma de cilindro de area de base
T
o= S de manera que en una de las bases el campo sea cero:

remie

- El cilindro de la zona A, encierra parte de carga de la placa derecha
(02au; 02q4d) y parte de la del centro (oq4u, 044):

—Dy,S =02,,5+ 04,5 = Da, = —(024, + 0a,)

EAu = _(O-QQu + O-au)/EO

- El cilindro de la zona B, encierra sélo parte de carga de la placa
derecha:
_DBuS = O'QauS — DBu = —02q,

Ep, = —024,/cr1€0

Anélogamente para la parte inferior:

- El cilindro de la zona A, encierra parte de carga de la placa izquierda y parte de la del centro:

G _DAdS:JQGdS+UadS_>DAd:_(U2ad+aad)

P
1 -
Bk b

EAd = _(UQad + Uad)/EO
- El cilindro de la zona B, encierra solo parte de carga de la placa derecha:
—Dp,S = 04,8 = Dp, = =024, = EB, = —024,/er260

En la interfase de dos medios se verifica la conservacion de la componente tangencial del campo, por

5 tanto en la interfase de los dos dieléctricos se verifica:

@ _ _ _ _ _

@ Ep, = —024,/¢r1€0 = EB; = —024,/€r260 = 024, = 02a,(Er1/Er2) = 2024,
=

B0
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Esta ecuacién resulta también de imponer que la d.d.p. a lo largo de una recta desde un conductor
a otro es la misma pudiendo estar dicha recta en y > 0 o en y < 0.

Realizando la integral de linea entre los dos conductores metdlicos se
tiene para la recta en la parte superior:

a

Vo =V(a)— V(0) = — / (030, + 0a,)/e0dz = (020, + 0u. )a/co
7@ g 0

——

V-V =V(2a)-V(a) =~ / — 024, [€r1€0dT = 024,a/r1€0
1% 0

Para la recta en la parte inferior:

VQ = (O’Qad + O'ad)a/e’;‘o

vV — VQ = Ugada/&-géo

(B

IR

De ambas expresiones se llega a: 024, = 024,(er1/6r2) = 2024,

(07 (=
=

fipfe

(O-Q(Zd + Uad) = (0-2(171, + Uau) - O-au = O-ad - U2ad

F.

f
3

Imponemos que la carga en la placa del medio sea () y obtenemos otra ecuacion para despejar las
densidades de carga en dicha placa:

A 2Q
Yasy T 00y = Q= 00, = 7~ 0a
2Q Q oo
Oau =4 ~ 00y =0a, = 02, = 0a, = 4+

Sumando las diferencias de potencial se tiene:
V = (024, + 0a,)a/c0 + 024, a/Er1€0

V = (02ay + 0a,)a/e0 + 02q,0/r260

Sustituimos en la ecuacion de abajo 0,4 y operamos para despejar gaqq:

024, = (Veg — %a)/2a

© Seguimos aplicando el teorema de Gauss a un cilindro en la zona F), y tenemos que no hay flujo, por
= <2
&= tanto, la carga encerrada es cero. En este caso encerramos cargas también del conductor en = 0 (og,
@ Y 00d):
= _ _
i'g JgauA/Q—i-O'auA/Q—l-UouA/Q—0—)00u = —0gq, — 02a,
4]
-;2 Para un cilindro en la zona Fy: 00 = —04q — 024,
] . ., . , . o . .,
bl Calculamos la polarizaciéon en el dieléctrico y las densidades de carga de polarizacién.
?:TL Para la parte superior:
@
=t
P, = 50(51"1 - 1>EBu = _(51"1 - 1)U2au/5r1 = _3U2au/4
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Para la parte inferior:

Py =c¢o(era — 1)Ep, = —(er2 — 1)020,/r2 = —024,/2

No hay densidad volumétrica de carga de polarizaciéon pues la divergencia es cero. Las densidades
superficiales son en la posiciéon x = 2a donde la normal exterior es 7

Op2a, = P, i=P, = —3094, /4

Op2ag = FPa-i =Py = —024,/2

En la posicién = = a donde la normal exterior al dieléctrico es —:
Opay = Py (—i) = —P, = 302, /4

Opay = Py (—i) = =Py = 04,/2

Para calcular la energia electrostatica podemos recurrir a la férmula:

Qx=0)V(z=0)+ %Q(w =a)V(zr=a)+ %Q(x =2a)V(x = 2a)

1 1
= Ue = i(aauA/2+0adA/2)VQ+i(azauA/Q%—agadA/Q)V

BB O integrar los campos:

1 [ = = 1 [~ = 1 [ = = 1 [~ =
s Ue:5/D~Edv+5/D-Edv+§/D-Edv+7/D-Edv
Au u

2
Aq By

a a

1
T U= 500 [ (0000 d0A/2 + 500 [ (020, + 0u,)f20) dmA 2+
0 0
&h + 5505r1 / (—Ugau/€r1€0)2dl‘A/2 + 5606,"2 / (—GQQd/€r2€0)2dl‘A/2
i)

a a

= 1 9aA 1 2a6A 1 9 GA 1 9 GA
e U, = - - — - —
A c 4(02““ +0a.) €0 + 4(02“d +0a,) £0 + 4(02““) Er1€0 4(02‘“) €r2€0

P
‘Faian )



