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Magnetostatica del vacio

PROBLEMA RESUELTO 6.1

El modelo atémico de Bohr para el hidrégeno consiste en un electron que gira alrededor
de un protén en una orbita circular estable de radio R, como consecuencia del equilibrio entre
la fuerza electrostatica y la fuerza centrifuga (visto en un sistema en el que el electrén estd
parado).

Calctlese el valor de la intensidad de campo magnético en la posicion del protén, debido al
movimiento del electron.

DATOS:

R=53x10"m py=4rx107" T-m/A e=16x10""C

2

1 N-m
. =0.11 x 1073k — =9x10°
m % g 477'60 % CQ

SOLUCION 6.1

e
Si el electron se mueve con velocidad v, la intensidad de orbita es [ = T ya que por un

determinado punto de la 6rbita pasa una carga e en un intervalo de tiempo 7.

El periodo del movimiento del electrén es el tiempo que tarda en dar una vuelta a la orbita:
2R ev

T = —— y por lo tanto [ =
v 27

siendo v la velocidad del electréon en cualquier punto de su
orbita.

=

El campo magnético en el centro de la 6rbita (posiciéon del protén, 7 = 0) producido por
una corriente circular de radio R e intensidad I es (ley de Biot-Savart):

g_uof/dfx (7 —7) _uof/dfx (—7)

C Ar F—m® Ar 3

el / Rdfiiy x (~R,) _ pol [ RdOF _ pol 2 poev -
C 4rm R3 Y / R3 41 R 4nR?
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Usamos la ecuacién de Newton para obtener la velocidad v. La fuerza electrostatica es igual
a la aceleracién (o si se prefiere, en un sistema ligado al electrén, a la fuerza centrifuga):

e? me v° N e2
= /Ij fr— e —
47regR? R dregRm,

Por tanto, sustituyendo la velocidad en la intensidad de campo magnético, ésta quedaria:

o€ e?

B—
47 R? \ 4megRm,

Con los datos del problema, resulta: B =12.4 T
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PROBLEMA RESUELTO 6.2

ol La espira cuadrada de la figura, de lado 2R y centro O, esta recorrida por una intensidad
de corriente I.

Calcular la intensidad de campo magnético producida en el centro O de la espira.

@  SOLUCION 6.2
=3 Calculamos el campo de induccién magnética aplicando la ley de Biot-Savart:

&) A

- } = dl x (—7) = da' 1’ cosO(—k') = Rdx' (—Fk)

8 /dfx (=) _ _; /Rdg;'

r'3

da
~
Nea)
fwa
I

x
y con el cambio de variable: I% ~ cos20
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Los limites de integracion para el angulo 6 son:
T T V8 /5
gmin = Qméx = i 2
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Por simetria, el campo producido por toda la espira serd cuatro veces el anterior:
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FISICA II Problemas Resueltos: Magnetostatica del vacio 6.4

PROBLEMA RESUELTO 6.3

Calcular el campo de inducciéon magnética de un hilo de longitud L por el que circula una
intensidad [ a una distancia r del hilo en un plano que corta a éste perpendicularmente a una
distancia h de su extremo superior.

SOLUCION 6.3

Como se puede ver en la figura, el campo que produce un diferencial cualquiera, situado en
7, es radial en el sentido del versor uy que se usa en coordenadas polares. Tomemos uno de
ellos para integrar:
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Para resolver la integral se debe hacer el cambio de variable:

! T

z
- tga = —; d?' = ———da
(i) r Ccos“(

(@ h
@ SENmsx
o

, R ETE
' (L—h)

(L — h)2-|-7°2

cCoOsSy = —————;
2\ 1/2 .
o (7’2 + 2! ) SeNin = —

.....

; DN | I I, h L—h
e B = / Hol osa da Uy = 'ui(senaméx — SeNOyin ) Uy = Ho ( + ( ) )iy
A 47y 4dmr \/h2 + 12 \/(L _ h)2 + 2

i@ Si el hilo es indefinido:
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FISICA II Problemas Resueltos: Magnetostatica del vacio 6.6

PROBLEMA RESUELTO 6.4

Calcular el vector de induccién magnética producido por una espira de radio R por la que
circula una intensidad I en puntos de su eje.

SOLUCION 6.4

Hr & 7

EE Lgf
e
dl

I —_ — " —
P! dAB e s o ol dl x (F— )
dB =
F i i I =P

i T ¥

X "

QU

I'= Rdb @y = RdY' (cos 07 — sen 0 k)
R, = R(cos 0k + sen017)

—

=3 ﬂi

—F:y;’—Rcos 0k — Rsen0i
|7~ 7 = (y* + R?)"?

Sélo interesa el resultado de la componente 7 del producto vectorial, por tanto:
dl x (F—7) = (R*cos*0'd0 + R*sen®0'd0)j + ...i+.. k=R d0'j+...i+.. .k

Sustituyendo en la integral, tenemos (obsérvese que el sentido de la intensidad va en los limites
de integracién que se hacen de 0 hasta 27):

~ Twl RdO . ol RE

B= J= J
T 3/2 3/2
0 4 (y2 + R2) 2 (y2 + R2)

P
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PROBLEMA RESUELTO 6.5

Calcular el campo de induccién de media espira de radio R recorrida por una intensidad [/
en su centro.

SOLUCION 6.5

;%5 U,
Ug Ay z
5
dl
I 2 _‘;’r dgzﬂoldfx (77—7:’)
r B dr 7= )
}5
X

dl = Rdb' iy

7 = Ri, B

=0 = dlx (F—7) = R0

F— 7 = —Ri,

7—7| =R
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Teoria

Teorema de Ampere: Simetrias

El teorema de Ampere afirma:

r

Si el campo tiene tal simetria que B es paralelo al cﬁ, y ademas el campo toma el mismo
valor en médulo (B) en todos los puntos de la curva I', dicho médulo se puede sacar fuera de

la integral. Es decir:
fédf:]{de:dezzBL
r r r

donde L es la longitud de la curva. Por tanto, si se dan las condiciones de simetria apropiadas
el teorema de Ampere se escribe como:

B L = pupl
En el caso de un hilo infinito o una distribucién de corriente cilindrica infinita de simetria radial
(j=j(r)) se cumplen las anteriores condiciones si se toman como curva de Ampére circunferencias

concéntricas con el eje.

=]
=

i
;,:ff:-"ﬁ[" !
N [l

B0



FISICA II Problemas Resueltos: Magnetostatica del vacio

\ PROBLEMA RESUELTO 6.6
11

Calcular el campo de un hilo infinito recorrido por una intensidad /.

@ SOLUCION 6.6

o I=Curva de Ampére
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PROBLEMA RESUELTO 6.7

Dos hilos conductores, rectilineos, paralelos, de longitud infinita, contenidos en el plano
xr = 0, estdn separados una distancia 2a y llevan la misma intensidad I, pero de sentido

contrario.
-4
N - !
i
g -
i
i 1
e e B >
I e (1 ¥
-—
ks

Calcular el campo de inducciéon magnética B en puntos del eje x.

Hallar el punto de dicho eje en el cual el médulo del campo es maximo.

SOLUCION 6.7

I=Curva de Ampére

Obtenemos el campo magnético de un hilo
indefinido usando el teorema de Ampere.

i
(: - I
B2nr = pol = B = &ﬁg
II 2mr

Particularizando esta expresion para los datos de nuestro problema tenemos que el campo
de un hilo indefinido obtenido por la ley de Ampere viene dado por la expresion:

I
B— Ko

N 21y a? + 22

Y su direccién es rodeando a la corriente (vector unitario azimutal en cilindricas) en el
sentido antihorario visto en el sentido de la corriente.
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Por simetria la componente en la direcciéon de z se anula. Y la componente en z es el doble
de la que crearia un tnico hilo.

g
-
by

£y
:
:
;
:
Ay
.
:
1|.
:
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.
/ 5
]
I

- o : a.
AT RATR. e, N
9,
2p0l = I —
B, =2Bcosa = Fo ¢ éB:%(—i)
2mva? + 22 Va? + 12 m(a® + z2)
P . 1
Este valor serd maximo cuando lo sea la funcién: F(zr) = ——
x? + a?

Derivando e igualando a cero se obtiene como resultado z = 0 para el maximo.

dF 2
LA S S
dx (22 4 a?)

iy

J

P -\:
=
‘:,“]

+

2

=
=2

n‘"‘:h

)0



FISICA II Problemas Resueltos: Magnetostatica del vacio 6.12

PROBLEMA RESUELTO 6.8

Calcular el campo en todas las regiones del espacio de una conductor cilindrico de radio R
infinito de densidad de corriente j = kr (k desconocida) y por el que circula una corriente I.

SOLUCION 6.8

Aplicamos el teorema de Ampere en dos circunferencias
una de radio mayor que R y otra de radio menor que R.

- I
r > R, BQ?TT‘:/L0]=>B:ML’J@
27r

Para el caso r < R debemos considerar solo la corriente
I,. que pasa por dentro de la curva de Ampere de radio r.

B i T
S, T o B r<R, BQﬁr:ugfrzuo/de
0

Tanto para calcular k como para calcular I, usamos, por tanto, la definicion de la intensidad
de corriente:

R R R R3 s
- 2
I = 0/] ds = 0//{:7“/ 2! dr’ = 27rk0/r' dr' = 277]{73 = k= T

' T T 3
I, = /j ds = /kr' 2mr'dr’ = 27rk/7“'2d7"' = 27‘(]{7%
0 0 0

Con lo cual quedaria:

3 . 2
r< R, B2mr=ul, = u027rk§ = B = ,uokgﬁg

L
‘Faian )
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PROBLEMA RESUELTO 6.9

Calcular el campo en el interior de un solenoide infinito por el que circula una intensidad /
y de n espiras por unidad de longitud.

SOLUCION 6.9

Solo la linea del interior paralela al solenoide produce circulacién. En las demads el campo
es perpendicular al di (si el paso de espira tiende a cero el campo fuera se hace cero).

4l L [
|| B ,
] ;...B , B
It I >
dl tgrme g dl
7 dl

Curva de Ampére

Lo mas complicado es contabilizar todas las lineas de corriente que atraviesan la curva de
Ampere. En este caso un total de nL. Con lo cual:

B L = poliopa =ppon LI =B =pyn I

Faisn
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PROBLEMA RESUELTO 6.10

Calcular el campo en el interior de un solenoide toroidal por el que circula una intensidad
I, de N espiras, siendo L la longitud del radio de la circunferencia media del toro y S el area
de la seccion recta.

SOLUCION 6.10

Aplicamos el teorema de Ampere a la circunferencia media del toro. Por simetria, B y dl
son paralelos en todo momento:

N
B 2nr = poliorar = pio N I = B (1) = po 5— [
27r

Si el radio de la seccién recta es pequenia comparada con la longitud L:

N N
B(r) = Ho 5 INB_MO% I

B= o n I Uy, n=namerode espiras por unidad de longitud

Suponemos que la seccion recta es suficientemente pequena de modo que el campo en toda
ella es uniforme e igual aproximadamente al valor calculado usando la curva media como curva
de Ampere.

Curva de Ampére
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\ PROBLEMA RESUELTO 6.11
L

) Una espira triangular y un conductor rectilineo
indefinido, ambos rigidos y estacionarios, estan =
e contenidos en un plano y recorridos por intensidades
%‘: de corriente I, e I; respectivamente. 7 T h

5 Hallar la fuerza que se ejerce sobre el conductor
&) rectilineo.

5 DATOS:
n-_\!

a=1m b=2m ¢
h=1m IQZIlzlA

i

=
il

'hlr:,—.
L

AR
ﬁ_k— i

SOLUCION 6.11

& AR

€23 P

En cables se verifica el principio de accién y reaccién, por tanto, la fuerza sobre el cable
rectilineo es igual y de sentido contrario a la que ejerce el cable rectilineo sobre el triangulo.
Calculamos esta tultima.

&
—

i

En el hilo rectilineo indefinido: B = ";()TI;(—/Z), dF = I, dl x B

TSR
oy e L

i)

Y

_’L En el cable 1: dl = dyj

) dﬁl =1 ZO 1(—]{:) MO 112 /dy —z = ? Foliloh (—1)
Ta

2ra

En el cable 3: dl = da i (el sentido de la intensidad establece los limites de integracién, no
afecta al diferencial)

. I, -
& dFy = I, (de ) x B2L (—F) = -
@ 3= L (dei) x 27mc( ) 21z ’ J, 2w

poly 1o dj —.':> F; . i pol1ls @ -

) = LI
= Fy = “02; 2

Ina—1 Fy =
(Ina n(a—irb))j = I3 = o (a+b)‘7
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En el cable 2: dl = dz i+ dyj' (el sentido de la intensidad establece los limites de integracién,
no afecta al diferencial)

uoll /1,0]1]2 dz - dy =

By L(deisdy) x "0 (LR = dF, = du = dy
dFy o (dri+dyyj) x 27m:( k) = dF, o (xj xz)
h b h
La ecuacion de la recta es: y = —g,r—i— (a—;)_ )h = dy = —gd:v
a+b 0 a+b
- [10]1]2 /dl‘—»_/dy—» _,u0]1]2 (a+b)~ ﬁdj_’
o= 2 (a :L‘j xl)— 2T (In ]+a bxz)
= tolils (a+0b)- ﬁ (a+0)- _ polils . (a+b) - E—.»
= o (In " ]—i—bln ;)— o In " (]—i—bz)

Y la fuerza total es:

. LI h h b\ -
F1+?2+?3:M012 ——+—lna+ ;
2 a b a

faisn )
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\ PROBLEMA RESUELTO 6.12
L

) Calcular la fuerza que ejerce un hilo de corriente I; sobre R
= un cable circular de radio R recorrido por una intensidad

2R 15 situado a una distancia a de ésta tal y como se muestra I1 I

) en la figura.

X

i

RS

‘B
i

L
s

SOLUCION 6.12

AR a3 FE
S

=
ek
>
L

4

dF = I, (d d P71k
2 (dzi+dyyj) x 2m( )

& —
=
(] e

P
—

e

| |’:_)

=y
&,
i
=

|

2m(a + Rcosf)

Feni
oy e L

I, I 8 dF = I, (Rdf ily) X woh

i

|

= toly -
dF = I, Rdf —1,
2 2m(a + Rcosf) (=)

& a ‘r’/}' 5

Dado que: i, = cos6 i+ sen@j’, integramos teniendo en cuenta que el sentido de la intensidad
7 va en los limites de integracion.

é ? . woloh R <7/2 cos 6df i /ﬂ/2 senfdd 7>
&, B 21 (a+ Rcosb) (a + Rcos (9)‘7

] w/2 w/2

Por razones de simetria la fuerza resultante sélo tiene dF
" componente en la direccion de x, la componente en la dANCAl
2] direccién de y se anula.

—7/2
= ? o pololi R ( // cos 6db ;)
@ B 27 s (a+ Rcosb)

K
=TT IS
)
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\ PROBLEMA RESUELTO 6.13
L

Una espira circular de radio R, formada por un hilo conductor de secciéon recta S, esté
recorrida por una intensidad de corriente I.

Se encuentra en un campo magnético de induccion B, perpendicular al plano de la espira,
-

- entrante a la hoja.

(o

Calcular la tension mecéanica y el esfuerzo mecanico al que estéd sometido el hilo de la espira.

= SOLUCION 6.13

3 Para calcular el esfuerzo mecanico interno al que esta sometido la espira cortamos esta por
la mitad para tener una fuerza interna simétrica en los extremos de la semiespira y analizamos
:T.;L: el equilibrio de la semiespira.

+ + 4+ +

La fuerza que actia sobre un elemento dl de la espira debido al campo magnético es:

> dF =1 dl' x B = IRdAy x B(—k) = IR diB i,

P La componente en la direccion de x de la fuerza se anula dado que el diferencial de longitud
en 6 compensa la componente x de la fuerza producido por el diferencial de longitud en 7= — 6.

rrrrr

_|_

+ 4+ 4+ +
+ +

+ N+ +

+ 4+ H e

Z Por tanto, queda solo la componente en la direccion de y:

ﬁ-j'. dF, = dF sent) = IR dfB sent
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Integramos entre 0 y 7 para obtener la fuerza total sobre la semiespira:

a,:/jRBsmwde:2[BR
0

La semiespira debe estar en equilibrio por las fuerzas internas ejercidas por el resto de la espira.
Ademas por simetria estas fuerzas internas deben ser idénticas en cada extremo de la semiespira.

2T = F,

Por tanto: "= IBR
El esfuerzo se obtiene dividiendo por la superficie de una seccién recta de la espira:

rtament

=5
&l

i
HE ["
N [l

B0
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PROBLEMA RESUELTO 6.14

La superficie lateral de un cilindro de revolucion, de altura L t
y radio R = L/2, tiene una carga o por unidad de superficie
@@ y gira alrededor de su eje con velocidad angular w. I1=2R
51:3 Calcular el vector intensidad de campo magnético en el punto
l:: G, centro geométrico del cilindro.
& AYUDA:
Campo de una espira de radio a en un punto de su eje a la distancia z del plano de la espira
. I 2 .
e B = Ko a
= 2 (a2 + z2)3/2
e
@
=  SOLUCION 6.14
58 Un elemento transversal de la superficie lateral del cilindro se puede considerar como una
5] espira de espesor dz.

2R i

. | La carga en la “espira” de altura dz es: dq = 0 27 R dz

WET
=

=
e |

o 2
;ﬁ f;.: El tiempo que tarda en dar una vuelta es: T' = il
@ La carga por unidad de tiempo que pasa por una seccion
- . d wo2mR dz
@ dS es: di = 24 = YIETOE R d>
T 2

El campo en G debido a esta espira es de acuerdo con los

7=0 l
datos del enunciado:

' B di R - Rd: R® -
b | dB(q) = 1% k= P —
) : 2 (R?+ 22) / 2 (R? + 22) /
f; El campo total se obtiene integrando a lo largo del cilindro entre —R y R:
_ R3 d -
B(G) =17 / SR
2 ) (R2+22)Y
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Para realizar la integral debemos hacer un cambio de

= variables:
£ tan § = E —z= i
z tan 3
R 1 R
=~ a3 w2 T serg ¥
R z
R e N

Haciendo la integral:

R 3 ﬁmin
= o HowoR? senf3 -1 = pgwoR? senf3 -
B(G) = 2 / ( R ) i sen?3 apk = 2 / R? ap k

Bmax

E(G) = /W;R(COS Bmin — COS 6mé,x)]2
. - . 2 .
B(G) = towo R ( R B R Vi = Howa R (2F
2 VR*+ R R+ R? 2 2

= _ powo R -

B(G) =" 5k

faisn )



FISICA II Problemas Resueltos: Magnetostatica del vacio 6.22

PROBLEMA RESUELTO 6.15

Deducir el campo de induccion magnética creado en un punto del eje una espira circular de
radio r, recorrida por una intensidad de corriente constante I.

SOLUCION 6.15

Un diferencial de campo magnético producido por un dl de la espira es: dB = Tdf X
Donde: p'=7—171"

xl\

Por simetria s6lo queda campo en la direccién del eje z: B = BV

En cilindricas, siendo z = 0 la posicion de la espira de radio r en el eje Oz:

g=zk—ri,, dl=rdod,

La componente k del campo es:

iB — &Irzdﬁ B QW,uOI r2df _ ol r?

4 p3 / A p3 2 (22+r2)3/2
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PROBLEMA RESUELTO 6.16

Una esfera de radio R con carga neta (), uniformemente distribuida en su superficie con
densidad o, gira alrededor de uno de sus diametros con velocidad angular constante w.

Deducir el campo de inducciéon magnética creado en el centro geométrico de la esfera.

SOLUCION 6.16

El campo magnético en el centro de la esfera lo obtenemos por superposicion.

En la espira dibujada el diferencial de carga es:

RdS
dq = odS = o Rdf 2nr ¥ ﬂj‘i‘?{
T/2-p
z| B
dz dz dz
2—0)= —— —>dq=02rr————— = 027r—— R
cos(m/2—03) RdA —dg=o0 WTCOS(T(/Q—ﬂ) o WTSmB
th
Ly,
Esta carga pasa por una seccién recta de la esfera en
un periodo:
5] [ Y
2rRod z
dl = 7;/02 = wRodz R ! '1:
T/w 5
X
Geométricamente:

CE N
2

podl r  prowo 7

El campo de esta espira en el origen es: dB, = = —

Previamente, para una espira, se cumplen las siguientes relaciones geométricas:

252 2 2 2

00825=R2; Sin25:%§ %:1_%
7 HowT 22 i 2
B. :4 5 (1 — Rz)dz = uowao/ (1 - R2>d2 = powo (R — R/3)
B, = §M0W0R
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Nota:
dV = mr’Rdp ~ mrdz

Si se quiere obtener el diferencial de volumen, este es: { dS = 271 RdB + 27 Rd>

dz

. — 2nrdz = 27r(

—1)d
sin sin /3 )z,

No se puede despreciar el area 2nrRdfS — 2nrdz = 27r

pues es un diferencial de primer orden.

En el calculo del volumen se desprecia el area de un triangulo (%drdz) multiplicado por 27r
que es un diferencial de segundo orden:

1
dV = mr2dz + §drdz omr ~ mridz

faisn )



